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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é resolver numericamente problemas fisicos associa-
dos com os fend6menos de transporte, que sao descritos por equagoes diferenciais parciais,
cujas solucoes numéricas exigem o uso de codigos de computadores. Optamos por usar
plataformas de software livre, especificamente o cédigo R e o OpenFOAM, escrevendo
nossas proprios rotinas. O intuito é avaliar a aplicacdo em fisica computacional de um
novo paradigma, formado pela combinacao de software livre e computacao em nuvem. A
tarefa de resolver numericamente uma equacao diferencial parcial passa pelo processo de
sua discretizagao. Estudamos, numa etapa preliminar, os esquemas numéricos frequente-
mente utilizados para discretizar EDP, encontrados na literatura: Método de Diferencas
Finitas (MDF), Método de Volumes Finitos (MVF), Método de Elementos Finitos (MEF)
em suas variantes (Galerkin continuo e descontinuo). Numa etapa posterior, fazemos a
implementagao computacional do método dos volumes finitos (MVF) em R para difusdo de
calor em uma e duas dimensoes, e para o escoamento bifasico em meios porosos em Open-
Foam. A escolha do (MVF) foi motivada pela sua relativa simplicidade de implementagao
e por apresentar propriedades conservativas baseadas em identidades de calculo vetorial.
Por ultimo foram escolhidos alguns casos de estudo e nestes foram realizadas as tarefas
de discretizacao, implementacao computacional e simulacao. Durante todo o processo fo-
ram levados em conta os seguintes parametros: portabilidade do cédigo, reuso do coédigo,
estratégias para modificacao do dominio. Nossas principais contribuicoes foram imple-
mentar em OpenFOAM e em R codigos de alta portabilidade (desktop, laptop, nuvem)
e com bom reuso (segmentacao em subrotinas especializadas que podem ser adaptadas a
diferentes problemas). Neste trabalho mostramos também como modificar a geometria de
um problema ja implementado computacionalmente apenas usando um operador matricial
que bloqueia pontos do dominio, criando uma heterogeneidade sem alterar drasticamente
o codigo. Aplicamos as técnicas desenvolvidas para o estudo numérico do escoamento
multifasico em meios porosos através do método de volumes finitos. Mostramos também

a aplicagdo da mesma metodologia no estudo de problemas classicos como a difusao em
1D e 2D.

Palavras-chave: Fisica Computacional. Volumes Finitos. Software Livre. Métodos
Numéricos. Equacoes Diferenciais Parciais.



ABSTRACT

The main goal of this work is numerically solving physics problems associated with trans-
port phenomena, which are described by partial differential equations, whose numerical
solution requires the use of computer codes. We use open source software like R and
OpenFOAM, writing our own routines. The aim is to approach computational physics
from a new paradigma, composed by open source software and cloud computing. To nu-
merically solve a partial differential equation one needs some sort of discretization. We
first study the frequent found numerical methods: Finite Difference (FD), Finite Volume
(FV), Finite Elements (FE). Latter on, we implement a finite volume scheme for the so-
lution of the diffusion equations in 1D and 2D using R and the two phase flow in a porous
media using OpenFOAM. We choose the (FV) for its simplicity and because it has some
conservatives properties resulting from vector calculus identities. Finally we perform some
numerical experiments. During the work we keep in mind code reusability and portabi-
lity. Our main achievements are: implementation of highly portable and reusable codes
(specialized routines that can be used in different problems) into R and OpenFOAM that
can be used from notebooks to cloud computing. We present also a scheme to specify
domain heterogeneity through a blocking operator. We apply the studied methodology
for numerically solving multiphase flows in porous media. We also show its application
for solving classical problems like 1D and 2D diffusion.

Keywords: Computational Physics. Finite Volume. Open Source Software. Numerical
Methods. Partial Differential Equations.
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1 INTRODUCAO

O computador é ha muito tempo uma importante ferramenta para a Fisica. A nossa
sociedade se tornou altamente dependente dos computadores em vérios tipos de atividades
e servigos. A Fisica foi um dos ramos precursores na utilizacao dos computadores nas suas
atividades de pesquisa e ensino. Os fisicos, entre outros cientistas, foram responsaveis pelo
desenvolvimento de intimeros hardwares e softwares. Da necessidade de ferramentas para
auxiliar na busca incessante de solucao de problemas, que faz parte do cotidiano do fisico,
apareceram dispositivos para compor os computadores e programas para utilizd-los. Das

aplicacoes dos computadores na fisica podemos listar [26]

e Analise Numeérica - execucao de longos calculos numéricos com algoritmos determi-

nisticos, tais como solugao de sistemas lineares de equagoes algébricas;

e Manipulacao simboélica - execucao de regras de inferéncia para obtencao de resulta-

dos de manipulagoes algébricas;

e Simulacao - estudo de sistemas complexos compostos de muitos elementos, a partir

da codificacao das regras simples de interagao entre os mesmos;

e Coleta e analise de dados - aplicacdo em experimentos onde os dados sao coletados
automaticamente pelos computadores e também sao usados na sua manipulacao e

anélise;

e visualizagao - representagao grafica de dados que facilita sua interpretacao e utili-

7agao.

Os computadores sao utilizados para testar modelos conceituais e/ou numéricos dos di-
versos fenomenos estudados na fisica, e para fazer previsoes de resultados de futuros
experimentos. Passam a ser um fator importante no ciclo observar, modelar, prever,

observar, ajustar modelo, etc. que compoe a metodologia de trabalho de um cientista.
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Os avancos tecnoldgicos muitas vezes sao originados pelas necessidades da atividade
cientifica e posteriormente passam a influenciar como essa atividade é executada. Nesse
contexto, o computador passou a fazer parte das ferramentas bésicas dos fisicos, quer

tedricos ou experimentalistas.

Um exemplo tipico dessa relacao entre computadores e a fisica é o Projeto Manhattan.
Um breve historico da evolugao de Calculadoras para Computadores pode ser vista na pa-
gina [1|. No inicio do projeto, em 1943, E. Nelson e S. Frankel faziam os célculos para
o estudo da difusao de néutrons num arranjo de uranio em Los Alamos, usando calcula-
doras mecanicas de mesa do tipo Marchant and Friden, idénticas as que eles usavam na
Universidade da Califérnia em Berkeley. Havia no entanto um problema: as calculadoras
quebravam com frequéncia em consequéncia das repetidas operacoes que eram submeti-
das. Dana Mitchell, que trabalhava com Oppenheimer, reconhecendo a fragilidade das
calculadoras, sugeriu o uso de maquinas de cartao perfurado produzidas pela IBM, que
foram usadas para o calculo de é6rbitas de planetas por Wallace Eckert na universidade de
Columbia. Ao mesmo tempo, Richard Feynman e Nicholas Metropolis, que haviam apren-
dido a reparar as calculadoras de mesa, organizaram uma competicao entre o grupo de
pessoas responsaveis pelo calculo com as calculadoras e as maquinas de cartao perfurado,
na execucao dos calculos da simulacao de implosoes, que eram estudadas pelo grupo de
Neddermeyer. O que Feynman e Metropolis fizeram foi organizar as mulheres computa-
doras que operavam as calculadoras de modo que cada uma executava apenas um tipo de
operagao (multiplicagdo, soma, etc.) passando o resultado para a pessoa seguinte. Essa
organizacao das operacoes fez com que o time de mulheres acompanhasse o desempenho
das maquinas; mas as pessoas cansam e nao podem trabalhar ininterruptamente (como

as maquinas podem).

Atualmente, um novo paradigma, composto por computacao em nuvem, estd se con-
solidando na nossa sociedade como um todo. A idéia por trés de tudo é manter o poder
de computagao, representado por infra-estrutura de hardware e suporte de operacao, em
localidades que sao acessadas remotamente usando a internet. Desse modo, o usuario nao
necessita montar e manter seu proprio conjunto de computadores e toda a infra-estrutura
associada que é necessaria para seu funcionamento, tais como prédios, refrigeracao de
ambiente, geradores de energia elétrica de suporte, e pessoal de operagao e manutencao.

O usuario contrata o servigo e paga soé pelo que usar.

Para o fisico (computacional) poder utilizar a computagao em nuvem, é necessario

que haja disponibilidade de softwares capazes de realizar os célculos e simulagoes dos mo-
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delos que ele estuda. Uma grande parte dos modelos fisicos lida com equacoes diferenciais
parciais, e é para esse tipo de modelos que iremos abordar a viabilidade e os requisitos
necessarios para a aplicagao da computagao em nuvens. Basicamente, necessita-se de
softwares que sejam facilmente instalados na nuvem e que produzam resultados confidveis
e dos quais possamos aferir a sua qualidade. Neste contexto, estudamos alguns pontos teo-
ricos fundamentais na formulacao de muitos métodos numéricos para solucao de equacoes
diferenciais parciais, que estdo e/ou sdo facilmente implementados em softwares livres,
e mostramos a aplicacao desse arranjo computacional para resolucao de modelos fisicos,
especificamente para difusao de calor e escoamento em meios porosos com mais de uma
fase fluida. Daremos énfase as técnicas usadas na formulacgao numérica para um modelo
de modo a encontrar uma forma de minimizar o trabalho do pesquisador. Avaliamos es-
pecificamente a aplicagao de dois softwares livres, R [2] e OpenFOAM [3], para a solugao
numérica de EDP. Nossa escolha é baseada na disponibilidade, facilidade de instalacao
nos sitios provedores de computacao em nuvem, confiabilidade e qualidade dos métodos

e ferramentas ja implementadas e facilidade de uso.

O problema tipico que focamos nessa Tese é o escoamento multi-fasico em meios po-
rosos e sua solucao numeérica usando o método de volumes finitos. Estudamos esquemas
numéricos de discretizacao para as equacoes que representam as leis de conservagao em
meios porosos juntamente com a Lei de Darcy. Apresentamos também a aplicacao da me-
todologia empregada para a solucao de problemas cléssicos tais como a difusdo em uma
e duas dimensoes. A tese é composta por este capitulo introdutoério e mais 6 outros. No
capitulo 2, apresentamos a deducao das equacoes que regem o escoamento de varias fases
fluidas em um meio poroso. No capitulo 3, apresentamos alguns conceitos fundamentais
da teoria das equacoes diferenciais parciais e a formulagao de casos especificos de escoa-
mentos. No capitulo 4, estudamos os conceitos fundamentais da discretizacao de equacoes
diferencias. No capitulo 5, fazemos aplicacoes das técnicas para o estudo do fluxo bifésico
em meios porosos e por fim as conclusoes e consideracoes finais, bem como propostas
de trabalhos futuros. Nos apéndices, apresentamos alguns programas usados em nossas
simulacoes e os trabalhos desenvolvidos com texto em inglés, num formato adequado para

a submissao de artigo em revistas cientifica.

Cabe aqui apresentar alguns motivos para a escolha dos softwares R e OpenFoam
como plataforma para nossas aplicacoes. Os provedores de servicos de computacao em
nuvens em geral oferecem, entre os sistemas operacionais disponiveis, a op¢ao do Linux
em uma (ou varias) de suas distribui¢oes. Como o Linux satisfaz o nosso critério de ser

software livre de reconhecida qualidade, as plataformas de software que adotamos de-
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vem poder ser usadas nesse sistema operacional. O R é uma linguagem de alto nivel e
também uma plataforma para analise e visualizacao de dados. Esta linguagem esté far-
tamente documentada (ver [20] e [8] e referéncias 14 encontradas). O software é projeto
GNU, desenvolvido sob os termos de licenca livre estabelecidos pela Free Software Foun-
dation’s GNU General Public License, e esta disponivel na internet tanto em forma de
binario e de codigo fonte. Existe também o software livre RStudio, que é um ambiente
integrado de desenvolvimento de aplicacbes para R. Sua documentacao esta disponivel
na internet e contém varios pacotes para as mais diversas aplicagoes de tratamento de
dados, desde andlise estatistica, solucao de sistemas lineares a visualizagao e producao de
graficos de alta qualidade. A funcionalidade do R pode ser adequadamente ajustada para
as necessidades do usuario através do sistema de carregamento de pacotes especificos.
Particularmente interessante para nossas aplicacoes é o pacote Matrix que contém roti-
nas para manipulacao de matrizes e solucao de sistemas lineares de equacoes algébricas,

e particularmente sistemas com matrizes esparsas.

Com relagao ao OpenFoam, esse é também um software aberto e gratuito e conta com
uma ampla gama de caracteristicas que permite sua utilizacao no estudo de problemas que
vao desde o escoamento de fluidos complexos com ou sem reagoes quimicas, escoamentos
turbulentos, transferéncia de massa e energia, eletromagnetismo, mecanica dos solidos, e
estudo de opcoes de mercados e bolsas de valores. Seus usuarios estao tanto em empresas
privadas ou publicas quanto em instituicoes de ensino e pesquisa. Esse software pode ser
facilmente instalado usando pacotes das distribui¢oes de Linux (Ubuntu, SuSE, Red Hat
(RHEL)) ou usando codigos fonte.

Nosso objetivo é analisar escoamentos em meios porosos relacionados com a fluidodi-
namica de reservatérios de petroleo. Em geral, o petrbleo esta preso nos poros de uma
rocha e ird fluir através da rocha apenas sob influéncia de uma diferenca de pressao muito
alta. Os poros, que sao espacos no interior da rocha gerados no seu processo de formagao,
apresentam-se geralmente conectados, permitindo assim o escoamento do fluido !. Toda-
via, os caminhos formados pelas conexoes entre os poros sao irregulares e retorcidos e por

isso ao invés de um fluxo laminar tranquilo a tortuosidade produz instabilidade.

O tipo de rocha apresenta grande influéncia no fluxo dos fluidos do reservatério. A
pressao encontrada nos reservatorios pode ser suficientemente alta, de modo a fazer o
petroleo fluir através do meio poroso e sair pelo poco produtor espontaneamente; este

tipo de processo de recuperacao recebe o nome de recuperagao primaria. Comumente

LA razdo do volume dos poros disponivel para o fluxo com relacdo ao volume total da rocha, é
simplesmente denominada porosidade da rocha e é extremamente pequena, variando entre 1% e 20% [11].
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a recuperagao primaria deixa de 70% a 85% do petroleo no reservatorio [11].

Para poder recuperar mais petroleo do que no processo de recuperagao primaria, um
fluido tal como agua pode ser injetado em alguns pogos (pogos injetores), enquanto o
petroleo é produzido em outros (pogos produtores). A injegao de fluido serve tanto para
a manutencao da pressao quanto para inundar os poros do meio deslocando o 6leo; este
tipo de processo de recuperagao ¢ denominado recuperacgao secundaria e ainda deixa

no reservatorio cerca de 50% do petroleo.

A taxa de injecao de agua nao pode ser escolhida de maneira arbitraria, pois a injecao
a taxas demasiadamente altas para um dado reservatorio pode formar precipitadamente
um canal preferencial de escoamento; apds este canal ter sido formado, o poco produtor
passara a produzir agua em demasia, podendo a quantidade de agua produzida ser bem

maior do que a de 6leo.

Para conhecer mais sobre um dado reservatorio é preciso realizar simulagoes compu-
tacionais sobre o mesmo. A vantagem das simulacdes computacionais é que elas apre-
sentam baixo custo financeiro e nao comprometem a integridade do reservatério. Uma
outra caracteristica é a performance temporal, pois é possivel simular o comportamento
de centenas de dias de um reservatoério gastando-se poucas horas ou até mesmo minutos

de computacao.

Para simular o comportamento de um reservatorio é necessario: (1) conhecer as equa-
¢Oes que regem o escoamento em meios porosos, (2) discretizar estas equagoes para resolvé-
las num computador, (3) variar as taxas de injecdo e ou parametros do reservatorio e

observar o comportamento do mesmo através de resultados e gréficos.

O foco central deste trabalho é verificar esquemas numéricos que possam ser utiliza-
dos em simulacoes de reservatorios de petroleo, pois softwares comerciais como o CMG
apresentam elevado custo anual de licenca. Num primeiro estagio, sao obtidas as equacoes
do modelo de escoamento bifasico em meios porosos (com o intuito de simular o processo
de inje¢ao de agua); posteriormente sao estudados métodos numéricos para discretizar as
equacoes diferenciais parciais e por ltimo testamos esquemas numéricos para resolver as

equagoes.

Na maioria dos testes realizados ao longo deste trabalho, o software R foi escolhido,
principalmente por apresentar uma documentacao bastante extensiva. Cada pacote é
escrito por usuérios distintos (na maioria das vezes), o que permite ao software R uma

dinamica diferenciada. O pacote Matrix disponivel no R inclui as rotinas adequadas para
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a manipulacao de matrizes esparsas e densas e é extensivamente documentado e discutido

na web.

1.1 Computacao em Nuvem

Nem sempre uma infra-estrutura de hardware esta disponivel para que as simulagoes
possam ser executadas e mesmo quando dispomos de uma infra-estrutura devemos levar
em conta o alto custo para manté-la, bem como os custos com eletricidade e ou frequéncia
de falhas na rede elétrica. Neste contexto a computacao em nuvem surge como uma boa
alternativa, permitindo a um usuério realizar computagao de qualquer lugar do planeta

usando a internet e uma conta em um provedor deste tipo de servico.

Uma outra motivacao é a possibilidade de contratar hardware da mais avancada tecno-
logia disponivel por pregos baixos, sem necessitar adquirir esse tipo de hardware, podendo
inclusive o usuario contratar mais de uma maquina e interligi-las de modo a formar um

cluster do tipo HPC para aplicacoes de alta performance.

¥

&

Figura 1: Estrutura tipica de computacao em nuvem: Um conjunto de hardware com

software previamente disponivel que pode ser acessado de qualquer terminal.

Na figura (1) temos uma ilustracao de estrutura necesséaria para computacao em nu-
vem. Um terminal conectado a internet acessa de forma remota uma méaquina? disponi-

bilizada pelo servidor, em algum lugar da nuvem.

A figura (2) mostra um painel de administracdo de uma conta de usuario de compu-
tacao em nuvem no servidor da UolHost. A imagem da méquina virtual pode ser ligada

ou desligada e é possivel também administrar IPs e portas. Neste servidor o usuério

2A maquina acessada pode ser um computador ou uma maquina virtual.
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pode administrar varias maquinas simultaneamente e interligd-las em anel para realizar

computacao em paralelo.

B tOutput Proce ent £ RA 5
@10 Mbi/s E‘. Alto ﬁ4xde1,4BHz §BBB E% 50 GB
[ vermentorsaocomi |

q4

Desligado -I:‘; Ubuntu 12.04 LTS 64 Bits

Figura 2: Janela de administracao de uma conta em um provedor de computacao em

nuvem (UolHost).

Ha basicamente duas formas de interagir com a maquina na nuvem: 1 Acessar a
maquina via terminal usando o protocolo ssh, conforme o exemplo ilustrado na figura (3);

2 Acessar a maquina virtual usando um programa tipo o FileZilla.

=

root@200-98-200-168: ~
marceliano@marceliano:~$ ssh root@200.98.200.168
|root@200.98.200.168's password:
Welcome to Ubuntu 12.84.4 LTS (GNU/Linux 3.11.0-15-generic x86_64)
| * Documentation: https://help.ubuntu.com/

System information as of Wed Oct 15 ©9:51:22 BRT 2014

System load: 0.08 Processes: 234
Usage of /: 15.9% of 44.97GB Users logged in: <]
Memory usage: 1% IP address for eth®: 200.98.200.168

Swap usage: 0%

Graph this data and manage this system at:
https://landscape.canonical.com/

[Mew release '14.04.1 LTS' available.
Run 'do-release-upgrade' to upgrade to it.

root@200-98-200-168:~# ||

Figura 3: Acesso de uma conta em um provedor de computacao em nuvem (UolHost),
através do terminal por protocolo ssh: Util para executar comandos e deixar aplicacoes

rodando na nuvem.

O acesso pelo terminal permite instalar aplicagoes na nuvem colocar programas para

rodar e administrar a maquina de forma geral, enquanto o acesso pelo FileZilla (ilustrado
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na figura (4) ) permite levar arquivos da maquina do usuério para a nuvem e vice-versa.

sftp://root@200.98.200.168 - FileZilla

d @z raeree QPN

Host: |sftp://200.98.2) Nome de usuario: |root Senha: |esssssse Porta: | Conexao rapida | ~
LoLauw. LI)LIIIH UIICLLUI)’ ]IUU\.
Estado:  Calculando o fuso horario do servidor...
Comando: mtime ".dbus"
Resposta: 1406473380
Estado:  Fusos horarios: Servidor: -10800 sequndos. Local -14400 sequndos. Diferenca: -3600 segundos.
Estado:  Listagem de pastas bem sucedidal

Endereco local: |/ v ||| Enderego remoto: | /root v

Figura 4: Acesso de uma conta em um provedor de computagao em nuvem (UolHost),
usando o programa FileZilla: Util para trazer e levar arquivos da maquina do usuério

para a nuvem.

Ao instalar os protocolos ssh e um filezilla o usuario estaré pronto para realizar com-
putacao em nuvem, mas precisard encontrar um provedor de servico e criar uma conta
neste. A tarifacdo por uma maquina com a configuracao da figura (2) estd em torno de
R$0,15 por hora quando a méaquina esta desligada e R$1,50 por hora quando a méaquina

esta ligada.

Levando em conta que a tarifacao por hora é bem maior quando a maquina esta
ligada, ¢ util preparar roteiros para instalar as aplicacoes necessarias na nuvem, como no

exemplo

# installOpenFOAMinUbuntul2.04.sh (Roteiro de Instalacdo - “Execute linha por
linha™)

# para maiores detalhes consulte o link:

# http://openfoamwiki.net/index.php/Installation/Linux/OpenFOAM-2.1.1/...
...Ubuntu#Ubuntu_ 12.04

sudo bash

apt-get install build-essential cmake flex bison zliblg-dev qt4-dev-tools libqt4-dev
gnuplot libreadline-dev \ libncurses-dev libxt-dev libopenmpi-dev openmpi-bin
exit

cd 7; mkdir OpenFOAM; ¢d OpenFOAM

wget "http://downloads.sourceforge.net /foam/OpenFOAM-2.1.1.tgz7use_ mirror=...



...mesh" -O OpenFOAM-2.1.1.tgz
wget "http://downloads.sourceforge.net /foam/ThirdParty-2.1.1.tgz?use mirror=...
...mesh" -O ThirdParty-2.1.1.tgz

tar -xzf OpenFOAM-2.1.1.tgz; tar -xzf ThirdParty-2.1.1.tgz

#Ubuntu

uname -m

# 1386 - For 1386 machines

source SHOME /OpenFOAM/OpenFOAM-2.1.1/etc/bashrc

WM NCOMPPROCS=2 # number of cores

WM _ MPLIB=SYSTEMOPEN

MPI WM ARCH OPTION=32

# x64bits - For x64bits machines

source SHOME /OpenFOAM /OpenFOAM-2.1.1/etc/bashrc

WM _ NCOMPPROCS=2 # number of cores

WM _ MPLIB=SYSTEMOPENMPI

WM _ NCOMPPROCS=1

WM _MPLIB=SYSTEMOPENMPI

echo "alias of211="source \$SHOME/OpenFOAM /OpenFOAM-2.1.1/...
...etc/bashrc $FOAM _SETTINGS™"

>> $HOME/ .bashrc

# run the alias when you open terminal with command: $§ OpenFOAM211
cd OpenFOAM-2.1.1

./Allwmake > make.log 2>&1

/Allwmake > make.log 2>&1

icoFoam -help

kwrite make.log
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tar -czf make.log.tar.gz make.log

cd $WM_THIRD PARTY DIR

./makeParaView

cd $SFOAM UTILITIES /postProcessing/graphics/PV3Readers
wmSET $FOAM _SETTINGS

./Allwclean

./Allwmake

O software R ja esta instalado na nuvem bastando adicionar os pacotes necessarios

com o comando install de dentro do R.
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2  CONSERVACAO DE MASSA EM
MEIOS POROSOS

Neste capitulo damos um primeiro passo para compreender o comportamento de flui-
dos escoando através de meios porosos, buscando obter uma equacao para a conservacao
de massa, usando a lei empirica de Darcy e consideracoes sobre o fluxo através de um

volume de controle.

2.1 Lei de Darcy

O engenheiro francés Henry Darcy realizou experimentos em 1856 com o objetivo de
compreender melhor o processo de filtragem da agua através de filtros de areia. Darcy
obteve uma lei que descreve o fluxo de um fluido num filtro (meio poroso) em fungao da
diferenca de pressao nos seus extremos, da seccao transversal do filtro, da viscosidade do

fluido e de uma propriedade do meio denominada permeabilidade.

Primeiramente, vamos contextualizar e destacar as grandezas relevantes no escoa-
mento de um fluido através de um meio poroso. A figura (5) é uma ilustracao da situagao
de filtragem estudada por Darcy. Em seguida, combinacoes das grandezas relevantes para
o escoamento serao estudadas com uso de anélise dimensional e uma destas combinacoes

deve dar origem & formulacio matemaética da lei de Darcy!.

1Os procedimentos aqui efetuados sdo procedimentos de verificagdo, a lei de Darcy é bastante conhecida
e frequentemente é apenas citada em referéncias como [19].
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Figura 5: Ilustracao para compreensao da lei de Darcy: O tubo horizontal contendo um
material de permeabilidade k, é atravessado pelo fluido de viscosidade u, dando origem a
um fluxo (). A pressao na entrada do tubo é P; enquanto a pressao na saida do tubo é

P; e a velocidade de escoamento é uma velocidade média do fluido.

O protétipo de um elemento filtrante pode ser pensado como um tubo com &rea de
secao transversal A e comprimento [, sendo atravessado por um fluido de velocidade v, e
submetido a uma diferenca de pressiao? AP,. Adicionalmente, o liquido e o meio poroso
possuem caracteristicas que afetam o fluxo, sendo estas representadas pelas quantidades

i e k, denominadas viscosidade do liquido e permeabilidade do meio, respectivamente.

O escoamento ilustrado pela figura (5) deixa claro que o seguinte conjunto de grande-
zas é relevante no estudo do escoamento: {u, k,l, A, v, Q, AP, } e por isso combinagoes

destas grandezas serao verificadas com uso de anélise dimensional.

Para um primeiro estudo, vamos associar as dimensoes de () com as dimensoes do

conjunto de grandezas® {A,l, AP,,v,,}, tal que

Q] oc [A]" [AP]" [un] [ (2.1)
Cada uma das dimensoes em (2.1) pode ser escrita em termos das dimensoes fundamentais
{massa,comprimento,tempo} = {[M], [L], [T]}, ou seja

Q) o [L2]* [ML'T~2)" [LT]° [L1]". (2.2)

O proximo passo é agrupar as dimensoes fundamentais separadamente, usando a pro-

2No caso ilustrado pela figura (5) a diferenga de pressao ¢ dada por AP, = Py — P;, ou seja, AP, =
[P(x + Azx) + Pum] — [P(2) + Patm)]-

3E comum representar a dimensido de uma grandeza pelo simbolo desta grandeza entre colchetes:
[A] = dimensao da grandeza A.
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priedade de soma de poténcias de mesma base,
[Q] o MbLQa—b—&-c—&—dT—Qb—c' (23)

Como a dimensao de Q é conhecida, [Q] = L3T !, entdo é possivel substituir seu valor

na equagao (2.3), obtendo

L3T71M0 x MbLQafb+c+debec' (24)

Da equacao (2.4) segue finalmente a relagdo que nos permite obter os valores das
constantes,

b=0,2a—b+c+d=3, —2b—c=—1, (2.5)
portantob:O,c:l,azl—g.

Finalmente, substituindo os valores das constantes obtidas de (2.5) na proposta inicial
m (2.1) obtém-se,

Q] o [A]" 2 AP, [vn]" % (2.6)

Notamos em (2.6) a presenca de um parametro d que ndo pode ser determinado.
Isso ocorre com frequéncia em analise dimensional e esta relacionado com o fato de que
apenas a analise dimensional nao é suficiente para permitir a escolha da forma correta da
lei fisica envolvida com o fenoémeno analisado, restando duas possibilidades: (1) realizar
experimentos para determinar a constante faltante ou (2) escolher o valor da constante
segundo critérios proprios. No presente caso, uma escolha razoéavel é de que o fluxo seja
diretamente proporcional ao valor da area e, portanto, é necessario que d assuma valor

nulo em (2.6), como segue?

Q) o< [A]' [AP] o] [1]”. (2.7)

A forma obtida em (2.7) traz apenas o conceito simples de fluxo, quando definido em
termos do produto da velocidade do fluido pela area atravessada. Isolando a velocidade

em (2.7) obtemos

4Note de (2.1) que esta escolha é equivalente a propor um fluxo independente do comprimento do
tubo.
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Q)
[Un] o Al (2.8)

Finalmente podemos escrever a velocidade em termos do fluxo e da area a menos de

uma constante multiplicativa de valor unitario,

U = —. (2.9)

Neste segundo momento, é possivel estudar uma outra forma para v,,: ao invés de
v dependente de @ e de A como em (2.9), pode ser construida uma rela¢ao na qual v,
dependa de AP, e [, pois em (2.7) nota-se que essas grandezas nao foram levadas em con-
sideracao®. Duas outras grandezas também nao foram ainda estudadas: a permeabilidade

k e a viscosidade p. Portanto é wtil reunir essas grandezas na seguinte proposta,

[vm] o [AP.]" [0°]]° [K]". (2.10)

Em seguida as quantidades presentes em (2.10), AP,, [, p e k, devem ser escritas em

termos das grandezas fundamentais,

[om] oc [MLT'T=2] (L) [ML'T]° [L7]". (2.11)

A grandeza v, em (2.11) possui suas dimensoes conhecidas, e estas ao serem substi-

tuidas em (2.11) dao origem a seguinte equacao exponencial,
MOLT—I o Ma—&-cL—a—&-b—c—l—QdT—Za—c' (212)

O passo seguinte é resolver a equagao (2.12) de onde obtém-se os seguintes valores para

as constantes,

a=1,b=1-2d, c=-1, d=d. (2.13)

Finalmente ao substituir (2.13) em (2.10) a proposta fica quase resolvida por inteiro,

mas resta ainda uma constante nao determinada, como segue,

[om] o< [AP] 23] 7 K] (2.14)

®Note os expoentes de AP, e [ nulos em (2.7).
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A escolha mais razoavel em (2.14) é que a velocidade v, seja diretamente proporcional
ao valor da permeabilidade k. Para que isso seja possivel, a constante d deve assumir o
valor unitario, logo

[vm] o< [AP] 1] ] 7 R (2.15)

Notando que | = 2y — x; = (x + Az) — 2 = Az na equacdo acima, é possivel obter
o valor da velocidade em termos da variacao de pressao, a menos de uma constante

multiplicativa de valor —1,

kAP,
U = —— )
Az
Lei de Darcy unidimensional
k OP,
= 2.16
v [ Ox (2.16)

O sinal negativo da constante multiplicativa deve ser adotado, pois ¢ fato que a
pressao decresce no sentido do escoamento, em outras palavras, o sentido da velocidade

de escoamento é contrario ao sentido do gradiente de pressao.

A lei de Darcy pode ser generalizada de uma para trés dimensoes conforme o esquema:

P.(z,y = cte,z = cte) — P(x,y, z). (2.17)

a mudanga proposta em (2.17) sera aplicada em (2.16) como segue,

o — _k lim P.(z + Ax,y = cte, z = cte) — P(x,y = cte, z = cte) | (2.18)
[ Az—0 Az
obtendo-se
— kj —
Ty = ——VP,. (2.19)
i

Se a pressao agora pode variar em 3D, é razoavel propor que o tubo possa sair da
horizontal e ganhar inclinacao. Nesse caso existe a necessidade de considerar a contribui-
cao da pressao dada pela componente do peso do liquido relacionada com a inclinacao do

tubo.

A conhecida pressao hidrostatica P, = pgh podera ser utilizada para construir a
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parcela extra usando a equacao (2.19), como segue,

va—EﬁP—i- lim EAPhéz—E (ﬁ i ,ogAzA>.

L Az—0 1 Az u

(2.20)

Note que esta nova parcela tem sinal positivo, pois se o tubo for colocado na vertical &
medida que se penetra de cima para baixo no fluido a contribuicao da pressao hidrostatica

aumenta. Simplificando a equagao (2.20) ficamos com
— k = ~
U = —— <VP - pgz) . (2.21)
0

Em (2.21) o vetor unitario Z pode ser trocado por

- 0 0 0
Vz = :i"%z—f—gja—yz —1—2&2 = 2. (2.22)
! '
nuto nulo
Substituindo entao (2.22) em (2.21),
e ,
Uy = —— (VP - ngz) : (2.23)
©

Na ocasidao da contribuigao gravitacional, a proposicao em (2.20) leva em conta o
alinhamento do tubo com o eixo Z, mas para um posicionamento arbitrario do sistema de
eixos basta introduzir uma funcio arbitraria Z(x,y, z); isto equivale ao seguinte esquema,
para a generalizacao de (2.23)

2= Z(v,y,2) = Z, (2.24)

ou seja

Lei de Darcy tridimensional

T = —% (ﬁP - pgﬁz> . (2.25)

A lei de Darcy em sua forma tridimensional é descrita pela equacdo (2.25), conforme
[19] e [7].

Para uma descricao mais geral, a quantidade k deve ser escrita como um tensor® de

6Cada componente do tensor ¢ determinada geralmente empiricamente como uma propriedade da
interagdo rocha-fluido, [11].
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segunda ordem, tal como segue

k= kyo ky ke |- (2.26)

zx kzy 2z

O tensor k possui inicialmente 9 componentes. Caso o tensor seja simétrico o nimero

de componentes independentes ¢ reduzido para 6,

kxx kxy kxz
k= ko ky kyp |- (2.27)

zy vy Yz

Tz Yz 2z

Frequentemente tal tensor é representado apenas em sua forma diagonal”, com apenas 3

componentes,

kyz 0 0
k= 0 ky 0 |, (2.28)
0 0 k.

que implica em considerar que a permeabilidade é isotropica, e que as velocidade sao

alinhadas com o gradiente de pressao total “VP— pgﬁZ”,

k= kyp = kyy = k.. (2.29)

2.2 Conservacao de massa em meios porosos

Suponha um elemento de volume que represente o meio poroso, com volume total
V e densidade p, denominado volume de controle. A massa no interior deste volume
pode aumentar ou diminuir, devido a presenca de fontes ou sorvedouros, respectivamente,

conforme ilustrado pela figura (6).

"Isto ocorre quando kg, = kg, = ky, = 0.
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Figura 6: Tlustragao para dois instantes distintos de tempo: ¢y e t. Na esquerda no instante
to, o volume encontra-se com menos massa de fluido em seu interior, enquanto na direita

no instante ¢, o volume esta com uma quantidade maior de fluido em seu interior.

Neste caso, podemos definir uma contribui¢ao para o aumento da massa como

dma _ / qdV. (2.30)
dt

O fator ¢ é denominado termo de fonte e esta associado com a taxa de acréscimo ou
decréscimo de massa no interior do volume para fontes ou sorvedouros respectivamente.
Note que o indice + indica fontes e sorvedouros. Além de fontes e sorvedouros, é possivel
que o fluido ao atravessar o volume de controle entre em maior quantidade e saia em
menor quantidade (conforme ilustracdo da figura (7)), ou seja, é possivel que uma parte
do fluido que entra fique retida no interior do volume de controle, implicando num aumento
da massa no interior do volume com relacao ao tempo. Neste caso o incremento de massa
acumulado no interior do volume é dado por

dms -
= — U-dA. 2.31
i / pi (2.31)

O indice > usado em (2.31) leva em conta a suposi¢do de que a massa que entra é

maior do que a que sai, aumentando a quantidade de massa no interior do volume.

A integral em (2.31) representa uma soma de todas as integrais, uma para cada porgao

de area, similar ao processo de integracao da lei de Gauss para o campo elétrico.

Para o caso de um cubo atravessado em uma das direcoes por um fluido, a integral
em (2.31) resultaria em duas integrais: uma para o fluxo de entrada, outra para o fluxo de
saida. No caso de uma superficie de muitas faces ou de geometria nao regular, a integragao

continua valida, pois sempre é possivel definir dois contornos, um de entrada (I'_) e outro
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de saida ('} ), onde valem as seguintes relagoes

o -dA <0 no contorno r_,
v-dA = . (2.32)
v-dA >0 no contorno I',.

<y

A ' A

Figura 7: Ilustracao de um volume de controle atravessado por fluido: a frente de fluido
atinge uma porc¢ao de area orientada por um vetor normal a esta. A eficiéncia tanto da
penetracao do fluido no volume de controle quanto da saida do mesmo depende do angulo
entre a velocidade de deslocamento do fluido e o vetor de area, sendo méxima quando os
referidos vetores sao paralelos (saida do volume) ou antiparalelos (penetragao no volume)

e sendo nula nos casos em que estes vetores sao perpendiculares.

O sinal negativo na integral (2.31) é necessario, pois esta integral representa o fluxo
de massa que deixa o volume menos o fluxo de massa que entra no volume, enquanto para
medir o aumento de massa no volume ¢é necessario medir a quantidade que entra menos
a que sai do volume (supondo que a quantidade que entra no volume é maior do que a

quantidade que abandona o volume).

Reunindo as contribuicoes dadas ao aumento de massa no volume de controle, pelas

equagoes (2.30) e (2.31), vem

dm dm- dmy -
— = — = v dA d 2.
o o + p /Spv —|—/q V, (2.33)

0 proximo passo consiste em trocar a massa total pela integral da densidade no volume

de controle poroso, logo®,

d

— [ ppdV = —/pﬁ-dfh/qdv, (2.34)
dt g

8Considerando a porosidade ¢ constante.
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como o volume de controle é fixo no tempo, a equagao (2.34) pode ser convertida em

(2.35) ou seja
¢/%dv+/pﬁ~dff— /qu. (2.35)
S

Em (2.35) nota-se a presenca de duas integrais de volume e uma de superficie, para
que as trés sejam integrais de volume basta utilizar o teorema da divergéncia na integral

de superficie.

O teorema da divergéncia relaciona o divergente de uma funcao vetorial M através de
um volume V encerrado por uma superficie fechada S com o fluxo do vetor M através da

superficie fechada conforme a figura (8), da seguinte maneira

/ V. MdV = 55 M - dA. (2.36)
\%4 S

Figura 8: Tlustracao para a compreensao do Teorema da Divergéncia de Gauss: A soma
do divergente de um dado campo vetorial M, que diverge de um dado volume V', pode ser
relacionada diretamente com a integral do elemento M - dA sobre toda a superficie, pois
ambas as contribuicoes representam o fluxo do campo vetorial M através da superficie S

que enclausura o volume V.

Usando o teorema da divergéncia da equagao (2.36) na integral (2.35) obtemos final-

mente a equacao de conservagao de massa,
ap S
(bEdV + [ V- (pt)dV = [ qdV, (2.37)

/ {(b% + V- (pv) — q] dV = / [0]dV, (2.38)
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0 _,
DoV (pb) +q. (2.39)
ot

Para o escoamento em meios porosos a velocidade pode ser substituida usando a lei

de Darcy em sua forma tridimensional, ou seja, substituindo (2.25) em (2.39), [11], [19],
(71, [4].

Conservacao de massa num volume de controle poroso

o0 _

- pl{: — —
=V.— (VP - A . 2.4
5 \% . (V pgV )—irq (2.40)

A equacao de conservacao na forma (2.40) sera utilizada posteriormente para a ob-

tencao das equacgoes que regem o escoamento bifasico.
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3 MODELOS ESPECIFICOS

Neste capitulo apresentaremos alguns casos especificos da equacgao (2.37) desenvolvida
no capitulo anterior que representa a conservacao de massa num escoamento em um meio
poroso. Analisaremos os efeitos da compressibilidade do fluido bem como a possibilidade
deste conter multiplas fases. Inicialmente apresentaremos um esquema de classificacao das
equagoes diferenciais parciais de segunda ordem, pois o comportamento dessas equagoes
estd diretamente ligado ao seu tipo. Da mesma forma, existem esquemas numéricos de

solucao adequados para cada tipo de equagao.

3.1 Classificacao de Equacoes Diferenciais Parciais

Hipérbole Elipse Parabola Retas

Figura 9: Tlustragao das segoes conicas: a inser¢cao de um plano através dos cones origina

curvas distintas para diferentes configuracoes entre o plano e os cones.

Na figura (9), da esquerda para a direita, as seguintes curvas' podem ser notadas:

1. Hipérbole

.%'2 y2

1O desenho de cada curva pode ser realizado num plano cartesiano com auxilio de uma equacao
correspondente.
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2. Elipse
2
) + i 1, (3.2)
3. Parabola
y = ar® + bz + c, (3.3)
4. Retas
y =ax+0b. (3.4)

Uma forma geral de representar estas curvas consiste em agrupar em uma tnica equagao
todos os coeficientes e as variaveis z e y em suas formas linear e quadratica, [6]. Tal

equacao é denominada equagao das conicas e assume a seguinte forma

Ax?* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0, para A ou B ou C # 0. (3.5)

E possivel com auxilio de matrizes, através de uma forma quadratica e outra linear,

representar a equagao (3.5) partindo da seguinte relagao

a; Qg T
Exa +n b te =0, (3.6)
as a4 Y Y
de onde segue imediatamente
xa1x + yasr + xrasy + yasy + brx + boy + ¢ = 0; (3.7)

usando a propriedade comutativa do produto torna-se possivel escrever

ar12® + (ag + az) 2y + agy’ + bz + by + ¢1 = 0. (3.8)

Ao estabelecer uma analogia entre (3.8) e (3.5), obtém-se os coeficientes relacionados

em (3.6), de modo que a nova representagao

)]y

corresponde & representacao geral de uma coénica qualquer:

+|p B L F=0, (3.9)

) Y

1. Retas

:[00],[9 E}:[_al],F:—b, (3.10)

Q vlw

SIS



2. Parabolas

R CO R ERIR
3. Elipses
B 1
(8] e el
4. Hipérboles
B 1
PRI

E possivel notar ainda que o determinante da forma quadratica

assemelha-se ao discriminante de uma equacao do segundo grau
A = B*>—4AC.

Por comparagao entre (3.15) e (3.14) é possivel estabelecer

A=—4

Q vlw

plw
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(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Estudando A das equagoes (3.11)-(3.13) para parabolas, elipses e hipérboles, com

auxilio da equagdo (3.16) nota-se que

—a 0
Apar. = —4 ¢ =0= Apar. =0 {va‘a € %}7
0 0
A = —4 @ 0 411:>A < 0{Va,bla,b € N}
elip. — 0 b% = a2 b2 elip. a,o|a, )
L0 11
Ahz’p. = —4 (z) 1 = +4—2b—2 = Ahip. >0 {Va,b\a,b c %}
— = a
2

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Finalmente, fica claro que o discriminante A guarda informagoes sobre a natureza

geométrica das conicas.
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Seja agora uma equacao diferencial parcial a duas variaveis, linear, homogénea e de

segunda ordem, do tipo

0? 0 0? 0 0
A B D—+E—+F = 2
Ox? * Oyox * C@yQ * ox * oy +F|u(z,y) =0, (3:20)

E 1til estabelecer uma analogia com as conicas, e isto pode ser feito com auxilio da
representacao matricial através da equagao (3.6) adaptada para representar os operadores

X e Y que atuam na funcio u(z,y), logo temos

X

A

Y

UX‘Y] +| @}[ﬁ

os operadores X e Y certamente devem corresponder a operacao de derivacao parcial,

ay az

+cp | u(z,y) =0, (3.21)

as ay

pois s6 assim a equacao (3.21) pode ser equiparada com a (3.20). Fazendo

N 0 N
=5; = 0, enquanto ¥ = — =0, , (3.22)

torna-se possivel notar de (3.22) e (3.21) a seguinte forma

[8,,3 (a18m> + 8y (agﬁw) + 890 (agﬁy) +
+0, (a40y) + 010, + b0y + 1] u (z,y) = 0, (3.23)

que é a analoga de (3.7). Porém a derivagao sera efetuada levando em conta que os

coeficientes aq, as, az € a, nao sao necessariamente constantes,

(1055 + (a3 + a2) Opy + (0pa1 + Oyas + by) O+
+a40yy + (Opas + Oyay + b2) 0y + 1] u (x,y) = 0. (3.24)

Nota-se que os coeficientes {A, B,C, D, E, F'} possuem dependéncia arbitraria de x

ou de y na equacao abaixo

~

+| b @}[?

v e

+F =0, (3.25)

Q vlw

STIv N
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pois ao invés de b; e by assumirem respectivamente os valores D e E, aparecem termos

adicionais dependentes de derivacoes dos coeficientes A, B e C,

1 1
1 B 1

Apesar disso, a forma quadratica permanece inalterada, o que permite inferir a vali-
dade das propriedades algébricas do discriminante A estudadas nas equagoes (3.17)-(3.19),
também para a equagdo diferencial parcial (3.20), ou seja, dada uma equagao do tipo

0? 0 0?

0 0
A B D—+FE—+F = 2
Ox? + Oyox * C@yQ * ox + oy +F|u(z,y) =0, (3.28)

onde A, B e C sao fungdes de x e y. Esta pode ser classificada da seguinte forma

e Eliptica: se B? — 4AC < 0,

Parabélica: se B? — 4AC = 0,

Hiperbolica: se B2 — 4AC > 0.

Exemplos
e Equacao do calor (2.0
10u(x,t
Vu (z,t) = - ——
u (x7 ) k at Y
AL 0
- _ 2 - _ — 5 13 _
A=—4 =—4 = 0 Equacao parabolica (A = 0).
5 c 00
e [quacao de Laplace
Vu (z,y) =0,
A Z 10 . .
A=—4 =—4 = —4 Equacao eliptica (A < 0).
L cC 0 1
e Equacao da onda
1 0%u (x,t)
& )= ———"+
Uu (:L‘7 ) U2 at2 9
A L 1 0 4
A=—4 2 =4 = — Equagao hiperbolica (A > 0).
L c 0 —= v




39

3.2 0O Caso Compressivel

A equacao (2.40) é uma equagdo diferencial parcial de segunda ordem, com duas
variaveis: a pressao P e a densidade p. Escrevendo P como funcgao de p ou vice versa, é
possivel obter uma equacao diferencial parcial de apenas uma variavel. Para que isso seja
possivel, basta usar adicionalmente, a equacao de estado? da compressibilidade isotérmica,

¢,

Equacao de estado: compressibilidade isotérmica,

c=—— —| . (3.29)

Considerando a densidade como p = mV ™!, o que implica num volume V = mp~! a

equagao (3.29) pode ser escrita como

d 1 0p
———In(p Y === 3.30
=) =5 9p|, (3.30)
resolvendo (3.30) vem
P p dp
/ cdP = [ —, (3.31)
o PO P
de onde segue
1
P=P,+-In (ﬁ> , (3.32)
¢ Po
ou equivalentemente
p = poef=10). (3.33)
Reescrevendo a equagao (2.40) na seguinte forma
a = k =d k =
DP_v. (—pVP — —gpQVZ> +q, (3.34)
ot I I
e estudando o termo pﬁP em termos de (3.30) com auxilio da regra da cadeia,
- 1 0p 0 1.0p 12
P: __ Ai P:_Ai—:— , 335
al (c (9P> ‘ Ox; c* Ox; cvﬂ (3:35)

2

Uma equagao de estado é uma relagao entre as varidveis de estado de um sistema fisico; as varidveis de
estado sao aquelas que descrevem as condi¢oes em que um sistema fisico se encontra num referido
instante de tempo.
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obtém-se uma relagdo que torna possivel reescrever (3.34) como uma equagao diferencial
parcial de apenas uma variavel. Isto pode ser feito substituindo (3.35) em (3.34),

obtendo-se

Equacao para o fluxo de massa®: fluidos compressiveis

dp - k1 /5 5 =
i R — 7 . .
T \Y e (Vp p cgV > +q (3.36)

?Obtida usando a equacao da continuidade e a lei de Darcy

Uma outra possibilidade é usar a equacao (3.30) para obter a derivada temporal da
densidade em termos da pressao,

% = cpqﬁaa—];, (3.37)
e em seguida usar (3.37) em (3.36) com o objetivo obter uma equagao dependente da
pressao,
V- (El§p - p2§g§Z> + 1 (3.38)

Na sequéncia o gradiente de p de (3.38) pode ser substituido com auxilio de (3.35),

o°P 15 k= kE -
cp— = -V - [p (—VP — p—gVZ)] + 4 (3.39)
ot p I Iz p
Para facilitar alguns procedimentos, torna-se tutil definir uma funcao auxiliar é, como
segue,
— k o d ]C =
G=-VP—-p—gVZ (3.40)
ft 1t

19 oG] = 1G-Vpt -G (3.42)

onde o termo com gradiente da densidade esté relacionado na equagao (3.35). Entao basta

substituir (3.35) em (3.42) para obter

lﬁfmﬂzémﬁp+ﬁ.
p

Qu

(3.43)
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Finalmente o uso das identidades (3.43) e (3.40) em (3.39) permite obter a equacao

de conservacao de massa em termos da pressao

cgb%—lz =cVP- {% <6P — pgﬁZ)] +V- [% <§P — pgﬁZﬂ + % (3.44)

3.3 Aproximacao para fluidos pouco compressiveis

Para fluidos de compressibilidade pequena, compativel com muitos fluidos existentes

na natureza, p ~ po, ¢ possivel expandir (3.33) em série de Taylor em torno de pg, onde
p(P) ~ po(F), logo

+ 8P — Pyt PP

. Po 0 c(P—P
P _(P_PO) 6( 0)‘13:]30 11

~ + ... (3.45)

{
P=P,

Nota-se em (3.45) que aproximagcao foi truncada, pois termos do tipo ¢, ondem > 2,

nao contribuem. Portanto substituindo a equacdo (3.45) em (3.33) obtém-se

Aproximacao para fluidos pouco compressiveis

p=po+ poc(P—Fy). (3.46)

O uso da aproximagao (3.46) em (3.44) permite obter finalmente a equagao que rege o

fluxo de massa, no caso de fluidos pouco compressiveis,

Equacao para o fluxo de massa: fluidos pouco compressiveis

oP =~ k(= =
c(ba =c¢VP- {; <VP—p0 [1—I—C(P—P0)]gVZ>}+

=)

+€-{§(6P_po [1+C(P_P0)]gﬁz)}+—. (3.47)

=

Para obter a equacao que representa o escoamento de fluidos incompressiveis, basta

assumir o limite com ¢ — 0 na equacgao (3.47),
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Equacao para o fluxo de massa: fluidos incompressiveis

0=V- [S <§P — pogﬁZﬂ + (3.48)

4
p

3.4 Escoamento bifasico

O escoamento bifasico leva em conta dois fluidos ocupando os volumes disponiveis
através do reservatorio; vamos admitir um escoamento com fluidos imisciveis, nao hé
transferéncia de massa entre eles. Um fluido molha o meio poroso mais do que o outro, e
por isso serda denominado de fase molhante - “wetting phase” - , o outro fluido é denominado

fase nao molhante -“nonwetting phase”- .

A saturacao de uma fase é a fracdo do volume poroso por ela ocupada, de modo que

temos
Sy, + S5, =1 (3.49)
~—
YV Vi
1% \%

Onde S, é a saturacao da fase molhante, S,, é a saturacao da fase nao molhante, V,, é o
volume ocupado pela fase molhante, V,, é o volume da fase nao molhante e V' é o volume

total disponivel.

A diferenca de pressao entre as fases é a pressdo capilar P. = P. (S,,). Essa pressio é
ocasionada devido a fase molhante aderir ao reservatorio mais do que a fase nao molhante

e é responsavel por empurrar os fluidos na direcao de escoamento,

P.=P,—P,. (3.50)

Da lei de Darcy, equagao (2.25), podemos obter as velocidades de escoamento para

cada fase apenas introduzindo os indices correspondentes:

ko [ }
B = = (VP - pugVZ),

[

ko (o ;
7, = —M—(VPn—pngVZ). (3.51)

Onde k,, é a permeabilidade da fase w enquanto k, é a permeabilidade da fase n. Adi-

cionalmente, também sao definidas as permeabilidades relativas a cada fase, conforme
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segue|11],

krw

il P
|

Ky <1 (3.52)

Usando a conservacao de massa dada pela equagao (2.40), e as permeabilidades rela-

tivas definidas imediatamente acima, temos,

ap B 6 . pwjfjrw <6Pw —_ pwg§Z> + pwqw,

Y ) \ (3.53)
O~ | oabhn (vpn _ pngVZ> 4 Pt

A equagao acima é uma extensao da equacao (2.40): seu lado direito segue os mesmos
fundamentos usados na obtengao do lado direito de (2.40) e o lado esquerdo refere-se a

toda a massa do reservatorio que pode ser decomposto conforme abaixo,

gp O my\ O (mytmu\ 0 (puVit+ Vi
Yo = ¢8t(v>_¢8t( % )_d)at( % )

dp ¢2 PV + Vi) ¢2 Vi Vi,
ot Tt

Yot~ v e v V|
~~ ~~
Sw Sn
) 0 o2 (puwSw) .
8_§ - ¢a (prw + ann) = 8; (354)

Usando a equacao (3.54) no lado esquerdo de (3.53) obtemos finalmente as equagoes

de conservacao de massa para ambas as fases,

a = pwkkrw d =
b (puS)= VPR (TP, = pugVZ) + pute
0 = pukkn (= -

Desprezando-se os efeitos de gravidade, a equacdo acima fica apenas

a = pwkkrw =

- wa - : Pw - O wHw
b (PuSe) = VPR (TP, —0) 4 pug

0 = pnkkrn

Cba (PnSn) = V- Lo

(ﬁpn - 0) ¥ Pudn. (3.56)
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Levando em conta agora que o escoamento ¢ incompressivel, podemos fatorar as densida-

des na equacao acima, logo,

c%% = pu {5- kjww (VR.) + Qw:| ,
qbpn% = Dn [6 kj;" (ﬁPn) + qn} ) (3.57)

Para simplificar a quantidade de termos em (3.57), é ttil definir os coeficientes de

mobilidade, { Ay, An} = {krwtiy’, ki, '}, logo

¢%—V7 (mﬁpw) = G,

¢%—v(mﬁa> — g (3.58)

Somando ambas as equagoes de (3.58), é possivel obter a equagao da pressao conforme

segue

¢% Sw+ S, | =V (kANPw) ~-V- (kAﬁPn) = qu + - (3.59)

Em (3.59) é necessario trocar P, por P. + P, e A\, + A, por A, para obter a forma

final da equacao da pressao,

Equacao para a Pressao

V. (Atkﬁpw + AHNPC) = Qo+ n. (3.60)

A outra equacao a ser obtida é a equacdo da saturacao. Para obté-la, basta utilizar a

primeira de (3.58) juntamente com a equacao (3.61), conforme segue

Equacao para a Saturagao

S,

- ot

— V- (kA P) = g (3.61)
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Além das duas equacoes obtidas acima, equacdo para a pressao e equacao para a
saturacao, sera utilizado adicionalmente o modelo de Brooks-Corey, frequentemente en-
contrado na literatura [5] para descrever as permeabilidades relativas e a pressao capilar
como funcoes nao lineares da saturacao da fase nao molhante. O modelo completo pode

ser resumido conforme o quadro abaixo, [9],

Equacgoes do Modelo

e Relacoes fundamentais:

krn krw
Pc:Pn_Pw> Sw"'sn:la )\n:_v Aw: : (362)
fn fw
e Modelo de Brooks-Corey:
Pu(S2) = Pr(1= 5270, ks (S0) = (1= 5) 7", ko () = S2[1= (1= 5) 7|,
(3.63)
e Equacoes para pressao e saturagao:
_v_" (Atkﬁpw + /\nkﬁpc> = Quw Tt qn,
B) - -
6.5, = V- (mvaw) = . (3.64)

As equagoes da pressao e saturagao descritas em (3.64) podem ser classificadas como:
eliptica e parabolica respectivamente, [19], pois a equagao da pressao pode ser colocada

na seguinte forma qualitativa

0*P, 0*P,
/\tl{? W + /\tl{? a—yQ + cte. = O, (365)
A C

Para determinar a classe da equacao de saturacao é necessario levar em conta que a pressao

depende da saturacao,

OP, 0°S 9*P,, 08 o)
k=t =2 4 kdy = — — S, +cte. = 0. 3.66
03, 022 952 o gt Tete =0 (3.66)
N’ N—— E
A D
Finalmente,
A B kX, 22 0
A=—4 2l =—4 9Sn = —4k;Awaﬁ0 S A=0. (3.67)
5 c 0 0 9Sn
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A classificacao de uma dada equacao diferencial parcial é importante, pois as propri-
edades associadas com a soluc¢ao de um tipo de equagao (parabolica,hiperbolica,eliptica)
sdo preservadas para equagoes do mesmo tipo, [13]. Portanto é interessante testar as es-
tratégias de solugao com uma equacao simples e da mesma classe, e posteriormente tentar

aplicar estas estratégias na equacao mais complexa.
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4 FUNDAMENTOS DE
DISCRETIZACAO

Neste capitulo uma revisao bibliografica dos principais métodos de discretizacao de
equacoes diferenciais parciais ¢ apresentada, com o objetivo de verificar a possibilidade de
implementacao de determinados esquemas numéricos, na solucao de problemas de trans-
porte. Primeiramente sao estudados métodos para equacoes ordinarias e posteriormente
métodos utilizados para equacoes diferenciais parciais, tais como: método de linhas, dife-

rencas finitas, volumes finitos, Galerkin e Galerkin descontinuo.

4.1 Integradores para Equacoes Diferenciais Ordinarias

Nem sempre é possivel resolver uma equagao diferencial ordinéria analiticamente, sim-
plesmente pelo fato de que algumas equacoes diferenciais nao possuem solugoes analiticas.
Mesmo nestes casos, é interessante fazer previsoes do comportamento dos modelos estu-
dados. Essa necessidade é satisfeita pela solucao numérica onde uma tabela de niimeros é
obtida ao invés de uma fungao matematica, permitindo plotar graficos, os quais podem ser
interpretados para avaliar o comportamento dos fenémenos em seus respectivos modelos

|16].

Quando uma equacao diferencial possui solucao analitica, é facil conhecer o erro da
aproximacao numeérica: basta avaliar a diferenca entre a solucao analitica e a solucao
numérica. Este procedimento é util para testar a validade do integrador e a possibilidade

de sua utilizacao em modelos de regime similar que nao possuem solugao analitica.

De forma geral é necessario que se estude analiticamente a consisténcia, estabilidade
e convergéncia do método numeérico aplicado a uma dada equacao diferencial. Esse tipo
de estudo é abundante na literatura. Para exemplos de anélise de método de diferencas

finitas podemos citar [21], [15].
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Uma funcao analitica nas vizinhancas de um ponto pode ser expandida em séries de
Taylor em torno deste!. A expansdo em série de Taylor serd o ponto de partida para a
construcao dos integradores que estudaremos a seguir. O truncamento da série de Taylor
em uma quantidade reduzida de termos pode ser utilizado como base para obtencao de

esquemas de diferencas finitas [16], [24].

Série de Taylor da fungao y (x)

d 1 , & 1 s &

y(x) = y(zo)+ (x — 20) 7Y (z0) + B (z — o) a2y (zo0) + 6 (z — x0) a3 (zo) + ...
b )y (a0). (a.1)

4.1.1 Integradores de Euler

. 2
Sempre que (z — xg) for suficientemente pequeno para que os valores de (x — z)
sejam proximos de zero, certamente os valores de (z — )" para n > 2 podem ser des-

prezados. Neste caso a série de Taylor de (4.1) pode ser truncada como

() =y (a0) + (&~ 20) oy (x0). (1.2

Neste contexto, vamos denotar as quantidades da equacao acima como segue:

{x07x7y(x0)7y(x)} = {xiaxi+17yiayi+l}a
Tig1 = ;i + h. (4.3)

O procedimento acima é denominado discretizac¢ao, onde a funcao y (z), que era continua
em todo o intervalo de x e podia receber qualquer valor, passara a ser avaliada somente
nos pontos =, = x1 + (n—1)h ,V n € N* onde h estd definido em (4.3). A partir de
entdo, num dado intervalo de z; até x, teremos exatamente n pares de pontos (x;,y;),
onde

(xy — 1)

=" 1+ 1. 4.4
n : + (4.4)

!Quando h4 uma singularidade, uma série de Laurent deve ser usada para contornar o ponto de nao
analiticidade.
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Substituindo (4.3) em (4.2) obtemos

d
Yie1r = Yi + I P (4.5)

T

que é denominada integrador de Euler, [16], [24], [12], [17].

Integrador de Euler

d
Yit1 =Yi + h U (4.6)

T

Para ilustrar o funcionamento do integrador de Euler vamos resolver a equacao

d

g (x) =sin(z) —In(z), y(0.1300) = 0.3200, (4.7)
x

no intervalo de = = [0.13,0.14]. Primeiramente vamos segmentar o intervalo em 5

pontos, e de acordo com (4.4) teremos

_(rp—x1) (0.14-0.13)
o IR ey X (4.8)

Em seguida basta usar os dados de (4.7) e (4.8) na equagao (4.6) para obter

d
ve=y1+h 2yl = ye = 03200+ (0.0025) (sin (0.1300) — In (0.1300)) = 0.3251,

1

d
ys =12 +h .yl = ys = 03251+ (0.0025) (sin (0.1325) — In (0.1325)) = 0.3301,

2

d
va =yt h yl = ya = 03301+ (0.0025) (sin (0.1350) — In (0.1350)) = 0.3351,

3

d
ys=ya+h -yl = ys = 03351+ (0.0025) (sin (0.1375) — In (0.1375)) = 0.3351.

T4

e A solugao numérica obtida acima pode ser sintetizada na tabela (1)



Li Yi
x1 = 0.1300 | y; = 0.3200
To = 0.1325 | yo = 0.3251
x3 = 0.1350 | y3 = 0.3301
x4 = 0.1375 | y4 = 0.3351
x5 = 0.1400 | y5 = 0.3400
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Tabela 1: Resultado numérico obtido com uso do integrador de Euler da equacao (4.6).

e A solucao analitica ¢ determinada pela seguinte equagao
Yy = Yo + cos (zg) + xo In(zg) — xg — cos(z) — xIn (z) + .
A seguir, podemos observar a precisao do procedimento efetuado acima comparando

a solucao analitica com a solu¢do numérica, plotando os valores no grafico (10)

0,13 0,132 0,134 0,136 0,138 0,14
N T T BT B

0,34 - 0,34
0,335+ 0,335
> 0,33+ -0,33
0,325+ 0,325
1 —%— Numérica
0,32 O Analitica 0,32

0,13 0,132 0,134 0,136 0,138 0,14
X

Figura 10: TIlustracao do uso do integrador de Euler, quanto mais o integrador avanga
maior ¢ a diferenca entre o valor obtido numericamente e o valor dado pela funcao anali-

tica.

Pelo gréfico na figura (10) podemos observar que o erro cresce & medida que o integra-

dor avanca em x. Neste caso, podemos interpretar que nao foi bom desprezar os termos
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de ordem superior a 2 na série de Taylor.

Para melhorar a precisao do esquema numérico podemos incluir termos extras além dos
termos de primeira ordem. Os termos de segunda ordem podem ser obtidos da derivagao

da equacao diferencial inicial,

d
obtendo-se )
d 0 de 0 dy
== 2 - 4= = 4.1
739 = 7  (@y) — +ayf($,y) < (4.10)
1 f(a,y)
x’y

Uma aproximagao por série de Taylor, conforme a equacao (4.1), truncada apenas

para n > 3, pode ser escrita conforme as expressoes abaixo,

d 1 , &

() =y (m0) + (& — 7o) oy (w0) + 5 2 = 0)? 5 (w0). (.11)
Passando para a notagao discreta,
d 1 o, d?
Yir1 = Vi + (Tiy1 — T3) e ) + 5 (Tip1 — 4) 22 y ) (4.12)

lembrando que x;41 — x; = h, e usando (4.9) e (4.10) em (4.12) vem,

Integrador com termo de segunda ordem

0 0
Yir1 = Yi + hf (25, y:) + %h2 <a—xf($z»yz') + f (i, yi) 8_yf (xi,yi)) : (4.13)

A equagdo (4.13) tem o mesmo proposito da equacdo (4.6), mas permite obter

resultados mais corretos ao levar em conta o termo de segunda ordem.

Baseado na equagao (4.7) é possivel estabelecer para o exemplo anterior as seguintes

relagoes,
f(z,y) =sin(z) —In(z), (4.14)
0 1 0
%f (i, y:) = cos (z) — 2 6_yf (i, i) = 0; (4.15)

em seguida, substituindo (4.14) e (4.15) em (4.13) vem

Yir1 =y + hsin(z) —In ()] + %hQ lcos (x) — %] : (4.16)



52

A equacao (4.16) pode ser utilizada para obter uma tabela similar a tabela (1), mas os
resultados serao mais precisos. Nos casos em que nao h4 uma integragao analitica, é
possivel obter um erro estimado considerando corretos os valores de y obtidos com termos
de ordem superior, enquanto os valores de ordem inferior sao considerados valores de y

previstos.

Para o exemplo acima, a equacao (4.6) seria responsavel pela obtencao dos valores

previstos de y, denotados como 3P,

, (4.17)

Z;

d
yzp+1 =yi+h %y

enquanto a equacao que fornece os valores de y considerados corretos, pode ser escrita de

acordo com (4.12), conforme segue,

. d 1., d?
Yisn =Yi+h %ZJ‘ + §h2 @y’ ; (4.18)
o erro estimado € ao usar a equacao (4.6) pode ser obtido da seguinte forma
€i+1 = ny - yfﬂ- (419)

Usando as equacgoes (4.17) e (4.18) em (4.19) obtemos a expressao para o erro esti-

mado,

B 1, d? B 1,0 0
Eit1 = §h @yi = §h (%f(fﬁi,yz’) + f(xiayi) 8_yf (xiayi)) . (4-20)

Para o exemplo da equagao (4.7) o erro estimado, calculado pela equagao (4.20) é
dado pela seguinte expressao
1 1
Eirl1 = 5]12 <COS (I’) — E) . (421)
Anteriormente, para obter a derivada segunda, a funcao f (z,y) foi utilizada, conforme
pode ser notado em (4.14) e (4.15), mas o procedimento de obtenc¢ao do integrador de

Euler modificado (que inclui a derivada de segunda ordem), pode ser feito inteiramente

através do uso de séries de Taylor, de maneira rapida, pois a aproximacao

d 1., d?
Yitr =Y+ h _:cy‘ + Sh?

— 4.22

T
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ao ser derivada produz

d? 1 d?
h — 4 =h? —
+ deyL Tt 2 dx?’y

d
dx

_d
_dxy

Li+1

; (4.23)

Ty

[
desprezando o termo de terceira ordem, podemos isolar a derivada de segunda ordem de

(4.23), logo
_d
dz

Tit1

2 1d
a2? T | dx

] . (4.24)

Ao substituir (4.24) em (4.22) obtemos o integrador de Euler modificado, [16]:

Integrador de Euler modificado

_d
dx

Tit1

d

dxy

1
Yir1 = Yi + §h

] . (4.25)

A derivada segunda obtida da série de Taylor em (4.24) também serve para calcular

o erro estimado conforme segue,
1, d? 1 d d
2 _h [ -
dx

Ti41

i1 = h =y =~ o
RS U R

- ] , (4.26)

a equacao acima é tutil e pode ser utilizada num método de predigao-correcao equivalente

ao integrador de Euler modificado, porém de implementagao mais simples,

Integrador de Euler modificado (predi¢ao-corregao)
e o valor predito é calculado com o termo de primeira ordem apenas,

, (4.27)

d
yzpﬂ =y +h %?J

i
e cm seguida o erro estimado é calculado usando a derivada segunda com auxilio do

valor predito ¢, ;,

d

L
Ti+1

1 d
Eit1 = §h [%y

] : (4.28)

e o valor correto pode ser obtido adicionando o erro estimado ao valor predito,

Y1 = Yis1 + iyl (4.29)
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O uso das equagoes (4.27)-(4.29) ¢ simples e baseia-se no fato de que a derivada de

y (z) é uma fungao, f (z,y), conforme (4.9), neste caso

1
Yo =y +hf (@, y), €= §h Lf (i1, yiv1) — f (i, wi)] s Y = Yier + i1 (4.30)

4.1.2 Integradores de Runge-Kutta de segunda ordem

A predicao de um valor posterior, conforme visto anteriormente para métodos de

primeira ordem, pode ser escrita como segue

: (4.31)

Ty

d
Yier = Yi+h d_y
T

e usando novamente a suposicao de que ha uma funcao para a derivada primeira, em

concordancia com (4.9),
d

E?J
entao substituindo (4.32) em (4.31) obtemos,

= f (@i, 91, (4.32)

Z5

Yigr = Yi + hf (@i, 95) - (4.33)

Na equagao (4.33) é possivel introduzir a notagdo dos coeficientes de Runge-Kutta,

conforme abaixo,
ki = hf (2, y:), (4.34)

Yit1 = Yi + 1k (4.35)
Comparando as equagoes (4.34) e (4.35) com a equacao (4.33), é notavel que a cons-
tante ¢; assume valor unitario.

Para a integracao com integrador de segunda ordem de acordo com as equacoes (4.22)-

(4.24), é possivel escrever:

d K2 2
Yip1 = Yi + h %y'xi + B @?J ) ) (4.36)
e
d 1. | d d
1 =y +h— “h|— - , 4.37
Yir1 = Yi + dxy‘xi toh| oy - oY J (4.37)

de modo anélogo ao executado para levar (4.31) para (4.33), é possivel utilizar (4.32) em
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(4.37) para obter a equacao

1 1
Yirr = Yi + 0f (@i, 51) = Sht (@i i) + ShF (@i, Yira) - (4.38)
Na equacao acima podemos notar a existéncia de dois coeficientes de Runge-Kutta,
{hr ko = A{0f (i yi) , hf (i1, via) } - (4.39)
Substituindo (4.39) em (4.38) com constantes arbitrarias ai, as € as, ¢ possivel notar

que sao necessarias apenas duas constantes arbitrarias, ¢; e ¢, conforme abaixo,

Yir1 = Yi +arky — agky + agks,

Yir1 = Yi+ (a1 —ag) ky —i—\c;i/k’g, (4.40)
ou seja,
Yir1 = Yi + c1k1 + ok, (4.41)
onde
ky (i, y:) = hf (23, i) (4.42)
e
ko (Tiv1, Yir1) = hf (Tis1, Yir) = htaylor (f (@i, y:) 4, yi) - (4.43)

Na equagao (4.43) a expansao em série de Taylor? servira para obter f (x;y1,%;+1) nas
vizinhangas de f (x;,y;), na sequéncia vamos investigar melhor o coeficiente de Runge-

Kutta k?g .

A série de Taylor para duas varidveis pode ser escrita como segue:

Feg) = (o) + Aadef (0, 0) + Dy, f (0, 0) + 3A0%0re f (0,10) +

1 1
+ §Ay23yyf (20, Yo) + 52008y dey f (20, ¥0) , (4.44)

na equagao acima os valores Ax e Ay obedecem a seguinte relacao:

{Az, Ay} = {(z — o), (y — o) }-

2Na equagdo (4.43) o fator taylor (f (x;,y;),;,y;) € usado para representar a expansio em série de
Taylor da funcéo f (x;,y;) em torno dos valores (x;,y;)-
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Mantendo apenas termos de primeira ordem e usando notacao discreta vem,
[ (@iv1, yim) = [ (@i, y0) + Ax0 f (i, y:) + Ay, f (i, yi) + ... (4.45)

Extrapolando para um incremento de x bastante pequeno, é possivel escrever

d Ay
%y = E ~ f (Imyi)’ (4-46)

também é possivel considerar que o intervalo Az é um maultiplo de h, ou seja,

Ax = c3h, (4.47)
e reunindo (4.47) e (4.46) obtém-se
Ay = csh [ (2, y:) - (4.48)
Az

O proximo passo é substituir (4.46)-(4.48) em (4.45) para obter

F (@1, yim1) = f (@i, v3) + [esh] Ouf (24, y5) + [cshf (24, 5)] Oy f (T3, 9i) + -y (4.49)
\Z,x-/ Ay

finalmente, ao usar (4.49) e (4.43), é possivel obter uma forma explicita para ks,

ko (i1, i) = hf (@1, yir1) = [ (2, 93) h+ 3 (0o f (i, ) + f (5, 3:) Oy f (s, 4:)] W2,

(4.50)
na sequéncia é necessario substituir a equagao (4.50) em (4.41), como segue
Yirr = Yi+ ek + coko = yi + ik (i, vi) + coko (Ti1, Yira)
Yirr = Yi+ahf(ziy) +eaf (vy:) h+
+ cacs [0 f (wi,y5) + f (20, 4i) Oy f (3,90 17,
yirr = [y h°+ [(er + o) f (ziswa)] '+
+ [eacsOuf (w4, 4i) + cacsf (@i, Y1) Oy f (24, 4i)] h?. (4.51)

E interessante notar que a equacio (4.51) oferece um integrador de segunda ordem
similar ao obtido em (4.13); o integrador em (4.13) também pode ser organizado em

poténcias de h, conforme abaixo,
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Yir1 = [yi) B° + [f (s, ps)] ' + %@f (w4, y:) + %f(xi,yi)ﬁyf (i, 9:) | B2, (4.52)

A seguir, vamos organizar em uma tabela o integrador do tipo Runge-Kutta da equa-

¢ao (4.51) com o integrador da equagido acima:

Coeficientes ho ht h?

Runge-Kutta | y; | (c1 +c2) f (24, 4:) | c2cs0uf (i, y:) + cacsf (w4, y:) Oy f (4, i)
Segunda Ordem | y; I (i, ys) %&Cf (i, y:) + %f (i, yi) Oy f (i, i)

Tabela 2: Na tabela acima estao listadas duas equacoes apenas e trés constantes a deter-

minar, escolhendo uma das trés constantes as outras duas sao determinadas.

Da tabela (2), obtemos as seguintes relagoes entre as constantes:

1
(c1+c) =1, cac3= > (4.53)

nas relacoes acima, a escolha de uma constante e a determinacao das outras duas permite

obter uma familia de métodos de Runge-Kutta, [16], [24].

e Escolhendo a constante cy:
(4.54)

= Ea
e como consequéncia da escolha de ¢y, obrigatoriamente temos que ¢, e c3 devem valer:

1
Co = 5, C3 = 1, (455)

e neste caso os coeficientes de Runge-Kutta k; e ko serao

ki =hf (xia yi) ) (4-56)
ko = hf (Tit1,Yis1) = hf (zi + Az, y; + Ay) , (4.57)
ko = hf (x; + csh,yi + cshf (x5, y5)), (4.58)



58

Finalmente uma equacao para y;,; pode ser obtida pelo método de Runge-Kutta, em

consequéncia da terna {c1, c2,c3} = {(1/2),(1/2),1} :
Yir1 = Ui+ 1k + coko,
Yirn = Yi+ahf(x,y)+chf (v, + csh,yi + cshf (zi,y:)),

1 1
Yit1 = Yi+ §hf (24, 9:) + §hf (xi+h,yi +hf (zi,y:)),

a equacao acima é o integrador de Euler modificado.

e Para os valores {c1, co,c3} = {0,1,(1/2)}, o integrador obtido ¢ dado pela seguinte
equacao
Yirr = Yi+ahf(ziy)+ chf (v + csh,yi + cshf (wi,9:))
1 1
Yir1 = Yi+Ohf (zi,y;) + 1hf (lﬁl + 5}1, Yi + §hf (%Jﬁ)) ;
1

1
2hayi + §hf (5517?/1)) )

Yis1 = Yi+hf (xz +

a equacao acima é o integrador do ponto médio.

4.1.3 Integradores de Runge-Kutta de Terceira Ordem ou Supe-
rior

Os integradores de Runge-Kutta de terceira ordem ou superior podem ser obtidos de
maneira similar aos de ordem inferior, para isso basta estender a proposta feita em (4.41),

conforme abaixo

Yivr1 = Y -+ Clkl -+ CQkQ + C3k’3 + ...+ ann, (460)

um estudo sistematico das séries de Taylor similar ao feito previamente, permite obter os

coeficientes de Runge-Kutta conforme segue, [16]

ko = hf (x; 4+ cah, yi + cahf (x5, y5)) (4.62)

ks = f (2 + csh, yi + cok1 + (c5 — c6) ka) (4.63)
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neste caso as relacoes para as constantes arbitrarias ficam:

c+cetez=1, (4.64)
CoCy + C3C5 = %, (4.65)
Ccoch + c3ct = %, (4.66)
cs3(cs —cg) ey = é (4.67)

e Para os valores: {c1, co,c3,c4,¢5,¢6} = {(2/8),(3/8),(3/8),(2/3),(2/3),0}, obtém-

se o integrador de Nystrom, [16], conforme abaixo:

2 3 3
— . 2 Z Z 4.
Yit+1 yz+8k1+8k2+8k37 (4.68)
2 2
ky = f (ﬂfz + §h>yi + §k71) ; (4.70)
2 2

4.1.4 Alguns Testes com os Integradores Classicos

Para verificar a acuracia dos integradores mais comumente utilizados, vamos resolver
um problema simples, cuja solucao analitica é conhecida e comparar a solu¢ao numérica

com a analitica graficamente, como segue,
e equacao diferencial
—V =V ™, (4.72)

dt

e solucao analitica conhecida
V () = Vpea(l=e™): (4.73)
e valor inicial e constantes

{Vo. Ao} ={1,1,1}. (4.74)
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Método de Euler

0 2 4 6 8 10
3’5 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 3’5
3 -3
> 2,51 -2,5
5 —%— h=0.001 ]| >
—¥— h=1.000
| O Analitica ||
1,5 T I T I T I T I T I 1,5
0 2 4 6 8 10

Figura 11: Resolu¢do numérica da equacdo (4.72) usando o integrador de Euler para dois
diferentes valores de h. E possivel notar que para h suficientemente pequeno, o resultado

é satisfatorio, do contrario o resultado difere do analitico de maneira expressiva.

Método de Euler Modificado

0 2 4 6 8 10

2,8 '

2,6

2,4

>. i
2,2
2 —%— h=1.000 ][ 2

1 O Analitica |t

1,8 — ' | — ' | ' | 1,8
0 2 4 6 8 10

X

Figura 12: Resolugdo numérica da equacdo (4.72) usando o integrador de Euler modifi-
cado, é possivel ver o ganho de performance comparando a solucao para h = 1 na figura

acima com a solucao para h = 1 da figura anterior.
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Método de Runge Kutta Ordem 2

0 2 4 6 8 10
2'8 Il | 1 | 1 | 1 | 1 | 2'8
i £ —= L
2,6 -2,6
2,4 -2,4
> i L
2,2 -2,2
| —%— h=0.001 ||
2] —%— h=1.000 | 2
1 ¥ O Analitica [}
1,8 T T T e B — 1,8
0 2 4 6 8 10

Figura 13: Resolu¢do numérica da equagdo (4.72) usando o integrador de Runge-Kutta
de segunda ordem, é possivel ver o ganho de performance comparando a solucao para os

valores de h na figura acima com a solugao para os valores de h da figura (11).

Método de Runge Kutta Ordem 4
0 2 4 6 8 10 12
|

284b—— 1 1 1. 1. 128
2,6 2.6
2,4 2.4
P - L
2,2 -2.2
| h=0.001
2 x h=1.000 [} 2
1 —&— Analitica [t
1,8 T T T T T T T T T T T 1,8
0 2 4 6 8 10 12

Figura 14: Resolu¢do numérica da equagao (4.72) usando o integrador de Runge-Kutta
de quarta ordem, é possivel ver o ganho de performance comparando a solucao para os

valores de h na figura acima com a solu¢do para os valores de h da figura (13).
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4.1.5 Sistema de duas EDOs

A aplicacao de integradores para resolver equacoes diferenciais parciais é possivel, pelo
método de linhas [16], onde a equagdo diferencial parcial é substituida por um sistema
de equacoes diferenciais ordinarias com varias equacoes através de um processo conhecido
como discretizacao. Portanto, é tutil verificar a utilizacdo dos integradores por exemplo,
para resolver um sistema simples de duas equagoes diferenciais ordinarias, conforme segue,

[16]7

e sistema com duas equacoes diferenciais ordinarias,

d
%yl (SU) = Y2,

d

(@) = —u, (4.75)

e condigoes iniciais

e solucoes analiticas conhecidas

y; = sin(x),

y2 = cos(x). (4.77)
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Y1 - Diferentes Integradores
0 2 4 6 8 10 12 14
|

— Y1

67 + y1-Euler2a 6
Y1-Euler2b -

44 O Y1-RKc4a T 4

. Y1-RKc4b !

V  Y1-RKF45a
T Y1-RKF45b + I
_4 I T I T I T I T I T I T I T I _4
0O 2 4 6 8 10 12 14

Y2 - Diferentes Integradores

0 5 10 15
1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 |
4 02 4
+ y2-euler2a
2 y2-euler2b

+
O” y2-rkcda X

}\

-2
y2-rkc4b
V  y2-rkf45a
—4 y2-rkf45b
L e
0 5 10 15

Figura 15: Resolu¢ao numérica da equagao (4.75) para ambas as fungdes, y; acima e
Yo abaixo, podemos verificar o desempenho dos integradores de Euler de 2 ordem (eu-
ler2a,euler2b), dos integradores de Runge-Kutta de 4 ordem (rkcda,rkcdb) e dos integra-
dores de Runge-Kutta-Fehlberg de ordem 4-5 (rkf45a,rkf45b).
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4.1.6 Selecao automatica de integradores

Ao integrar uma equacao diferencial ordinaria é fundamental escolher adequadamente
o integrador; isto é feito usando critérios de anélise numérica. Na atualidade, o pacote de
integragao do software R, denominado deSolve [25], permite integrar equagoes diferenciais
de forma automatica, o proprio pacote escolhe qual integrador serd utilizado, com base

em critérios de integracao previamente definidos.

Como exemplo da praticidade do uso deste pacote, vamos integrar algumas EDOs

abaixo:

e Equagao diferencial:

d
—y 4 2yxr = 4.78
Ty 2y =0, (4.78)
e Solucao analitica conhecida:
y(x)=e™, (4.79)
e Condicao inicial:
y (0) = 0.0183, (4.80)

# Criando a sequéncia de valores no eixo x:

x<-seq(-2, 2, 0.1 )

# Criando o vetor y, que guarda as condicoes iniciais a serem usadas nas equacoes dife-
renciais:

y<-c(y=0.0183)

# Relacionando as equagoes do modelo:

model<-function(x,y,parms){

y=vyl1]

dy<—2*y*x

list(dy)

}
# Obtendo a solucao da EDO:

# carregando os integradores: lsoda, vode, daspk, euler, rk4, ode23, oded5...;
library(deSolve)

out<-ode(y, x, model, parms)

O integrador Isoda é assumido como padrao, este integrador automaticamente escolhe

um dos integradores do pacote deSolve baseado no regime de integracao para que nao haja
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divergéncia na integracao, conforme pode ser observado apos a integracao digitando-se no

console o comando diagnostics(out):

> diagnostics(out)

Isoda return code

return code (idid) = 2 Integration was successful.
INTEGER values
1 The return code : 2

2 The number of steps taken for the problem so far: 49

3 The number of function evaluations for the problem so far: 101

5 The method order last used (successfully): 6

6 The order of the method to be attempted on the next step: 6

7 If return flag —4,-5: the largest component in error vector 0

8 The length of the real work array actually required: 36

9 The length of the integer work array actually required: 21

14 The number of Jacobian evaluations and LU decompositions so far: 0

15 The method indicator for the last succesful step, 1=adams (nonstiff), 2= bdf (stiff): 1
16 The current method indicator to be attempted on the next step, 1=adams (nonstiff),
2= bdf (stiff): 1

RSTATE values
1 The step size in t last used (successfully): 0.1

2 The step size to be attempted on the next step: 0.1
3 The current value of the independent variable which the solver has reached: 2.024218
4 Tolerance scale factor > 1.0 computed when requesting too much accuracy: 0 5

The value of t at the time of the last method switch, if any: -2

e Resultado da integragao:
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Figura 16: Solu¢do numérica da equagao (4.78), comparada com a solugdo analitica da
equagao (4.79), é possivel notar que a solugdo numérica é perfeitamente compativel com

a solugao analitica.

4.2 Diferencas Finitas e Método de Linhas

Para resolver equacoes diferenciais parciais é necessario transforma-las em sistemas
algébricos. Ha varias maneiras de construir um sistema algébrico equivalente, dentre eles
método de linhas, método de diferencas finitas, método de volumes finitos e método de

elementos finitos.

Os métodos de diferencas finitas substituem as diferenciais parciais por diferencas
finitas convenientemente escolhidas. Um outro tipo de discretizacao, também da classe
de diferencas finitas, ¢ o método de linhas, onde todas as derivadas parciais menos uma
sao discretizadas por diferencas finitas. Esta tltima derivada nao discretizada pode ser

resolvida automaticamente pelos integradores de EDO previamente discutidos.
As seguintes aproximacoes para derivacao sao frequentemente utilizadas nos mais

diferentes esquemas de diferencas finitas, |24], [16]:

e Aproximacao de derivada para frente: “Forward”

dy (x) %?J(fﬁLh)—y(l‘) _ Yit1 — Ui
ox h h ’

(4.81)
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e Aproximacao de derivada para tras: “Backward”

c‘)ya;x) L y(r) — z(w —-h) _u —h%‘—{ (4.82)
e Aproximagao de derivada central: “Leap Frog”
8yaiw) GRS h)Q—hy (x—h) _ yi+12—hy7:717 (4.83)
e Aproximacao de segunda ordem central: “Central Difference”
Py(x) yl+h)=2y@) +y@+h)  yin—2y+ Yi1 (4.84)
ox? h? h?

Vamos ilustrar estes procedimentos com o uso da equacao do calor, onde u é a tem-

peratura e « é a difusividade térmica, conforme segue,

u(z,0) = sin(r), (4.85)

2
ou 0°u w(0,8) =0,
uw(0,t)= 0, T(1,t)=0.

- — Oé_,
ot 0x?
a equagao (4.85) possui a seguinte solu¢do analitica: u (x,t) = sz’n(mc)e"rgt, assim po-

demos descontar a solucao numérica da analitica e observar o erro durante a solucao,

conforme segue.

e Discretizagdo pelo método de linhas: (neste caso, apenas o lado direito sera discre-

tizado)
Ou; Ui — 2U; + Uiy
= 4.86
sistemad:

%Lf — aU3—2}?22+U1
% — au4—2}?23+U2
% — aU5*2}§L24+UB

(4.87)

32

rodando o programa heat.equation.1.R do apéndice A, que implementa um sistema como

o referido na equagao (4.87) para um total de 20 equages obtemos
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U(x,T)

1.00

0.75

< 0.50

0.25

0.00
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Erro Absoluto

1.00
T I 0.1
0.75 0.08
% 0.50 0.06
0.04

0.25
0.02

0.00 -d I 0

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
T

Figura 17: Superior: solu¢ao numérica obtida pelo programa heat.equation.1.R, inferior:

erro absoluto associado, obtido descontando-se a solu¢ao numérica da analitica.
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No programa heat.equation.1.R (ver apéndices) a inser¢ao das 20 equagoes de forma
manual ¢ exaustiva e é possivel notar que quanto mais equacoes maior a precisao da
solugao. No R podemos criar N equacgoes através de um loop apresentado no programa
heat.equation.2.R. Para uma quantidade maior de equacoes, podemos comparar a quali-
dade do resultado com o anterior baseando-se nas imagens das solucoes apresentadas na
figura (18).



70

UX.T)
1.00
0.75
> 0.50
0.25
0.00
000 005 010 015  0.20
T
UX,T)
1.00
0.75
< 0.50
0.25
0.00
000 005 010 015 0.20
T

Figura 18: podemos notar uma baixa resolucao na figura superior, correspondente ao
método de linhas aplicado para as 20 equacoes que foram resolvidas conforme (4.87);

contra uma alta resolucao na figura inferior, onde foram resolvidas 150 equagoes.
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Conforme é possivel notar no procedimento de discretizacao pelo método de linhas
executado acima, uma das derivadas (na ocasido, a derivada temporal), é resolvida pelo

integrador automatizado, onde o algoritmo de integracao foi escolhido internamente.

4.3 Meétodo de Galerkin (Elementos Finitos)

Os problemas estudados na area de engenharia de estruturas deram origem ao método
de elementos finitos e levou cerca de uma década antes deste método ser reconhecido como
uma forma do problema de Rayleigh-Ritz [14]. A relacao entre estas duas técnicas surge

ao considerar a forma variacional do problema. Por exemplo, o funcional quadratico, |14],

Fa) = [ p@ @@ +a@ @) -2 @u@] . @89

possui um minimo com respeito a variacao em u (z) dado pela equagao de Euler. Isto pode
ser visto tomando um incremento na equacao (4.88), ou seja obtendo o termo F (u + du)

conforme abaixo

/0 [p (2) (' (2) +0u' (2))" + q () (u (2) + 6u (2))* = 2f (2) (u(2) + Su (2))| dz,

em seguida calcula-se a variagdo 0F (u) = F (u + du) —F (u), levando em conta a seguinte

aproximacio: (6u' (z))* ~ 0, (du (z))* =~ 0, logo
OF (u) = /0 [p(x)2u' (x) 0u' (x) + q (z) 2u (z) du () — 2f (x) ou (z)] dz. (4.89)

Um caminho natural para comparar os termos em (4.89) é reescrever ou’ (z) =

d
d—éu (x) explicitando assim a importéancia do fator du (),
x

193)

_ /0 p (@) () %5u(x)dm+ /O g (@) u(@) = f(2)]6u(x)de.  (4.90)

OF (u)
2

Integrar por partes
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Integrando o primeiro termo do segundo membro da equacao (4.90) vem,

0

Ve

[(@)= ple)u @ou(@)| - / S a) - (p () (2) da: (4.91)

(extremidades fixas)

na sequéncia, ao substituir (4.91) em (4.90) e minimizar o funcional assumindo .F (u) = 0

segue finalmente

0= /0 {_dix (p(x)u (z))+q(z)u(zx) - f (I)} ou (z) dx. (4.92)

~—
nulo

De (4.92) ¢ possivel notar que

i () @) Fa@ ) = @) (4.99)

O processo de obtencao da equagao (4.93) torna claro que ao invés de resolver a equa-
cao diferencial (4.93) um processo alternativo consiste em encontrar u (z) que minimiza
o funcional F (u) da equagao (4.88). A ideia de Rayleigh-Ritz é aproximar a solu¢ao por

um numero finito de funcoes,

u(x) = Z P, (), (4.94)

e determinar os pesos ¢; que minimizam o funcional F (u) da equacao (4.88). No método
de elementos finitos a solugao é aproximada por um ntmero finito de funcgoes tipicamente

locais, em esséncia opostas as fungoes globais usadas no método de Rayleigh-Ritz [14].

O ponto de partida do método de elementos finitos ¢ a equacao diferencial, que pode
ser colocada numa formulagao integral (formulagao de Galerkin), de tal modo que este
problema pode ser reduzido a um sistema algébrico que pode ser resolvido numericamente.
A conexao entre os dois métodos fica clara ao perceber que a forma integral do método

de elementos finitos é a mesma do funcional do método de Rayleigh-Ritz.

O método dos residuos ponderados ilustra como a escolha de diferentes pesos na
forma integral ou forma fraca da equacao pode ser usada para construir muitos métodos

numéricos. Para descrever o método dos residuos ponderados vamos considerar a equacao
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diferencial linear num dominio {2 denotada por
L(u) =0, (4.95)

submetido a condigoes iniciais e de contorno apropriadas. Supondo que a solucdo u (z,t)

pode ser representada com precisdo pela seguinte aproximagcao, [14],

() = up (2) + Y wid; (), (4.96)

onde ®; (x) sdo fungoes analiticas denominadas funcoes de expansao, enquanto u; $ao 0s
Nuos? coeficientes desconhecidos e ug () é selecionado de maneira a satisfazer as condigoes
de contorno. A equacdo (4.96) é uma aproximagao finita, logo, ao ser substituida em
(4.95), surge naturalmente um residuo nao nulo, como consequéncia do truncamento em
(4.96), tal que

L(u’) = R (u°). (4.97)

O formato da aproximagao é dado por (4.96), mas nao existe uma tnica forma de
determinar os coeficientes u;. Para fazé-lo podemos impor restri¢coes sobre o residuo R,
gerando equagoes integrais denominadas de formulacao fraca. Uma forma de introduzir
este tipo de restri¢do é através do conceito de produto interno (f, g) definido no dominio

() como

(f.9) = /Qf () g (z) dz. (4.98)

A restricao colocada sobre o residuo é que seu produto interno por uma funcao peso
v; (x) seja nulo,

(vj (x),R) =0= /ij (x) Rdx, j =1, ..., Ngos. (4.99)

Este tipo de restrigao gera a partir de (4.97) um sistema de equagoes diferenciais ordinarias
em u;, e quando a equacao original (4.96) nao possui dependéncia no tempo os coeficientes

u; podem ser determinados diretamente da solugao do sistema algébrico de equagoes.

O residuo R () tende a zero na medida que u° (z) se aproxima da solugao exata u (),
assim como Ngo¢ — 00. Todavia, a natureza do esquema ¢ determinada pela escolha das
funcoes de expansao ®; (z) e das fungoes peso v;. Uma lista das fungdes peso mais usadas

e o respectivo método que as mesmas produzem pode ser visto na tabela abaixo:

3A constante Ny, s representa o niimero de graus de liberdade (number of degrees of freedom).



Funcoes peso

Tipo de método

vj () =0 (¢ — ;)

Colocacao
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v; (1) = Volumes Finitos

1 no interior de )/
0 no exterior de €/

Minimos-Quadrados

(x) = Método dos Momentos
x)

=P Galerkin

Petrov-Galerkin

Finalmente vamos considerar o método de Galerkin. Neste método as funcoes de
expansao escolhidas sao as mesmas funcoes peso v; = ®;. Em geral os métodos espectrais
usam um conjunto de fungoes de expansao globais, tal que as ®; (x) estdo definidas através
do dominio da solugao (por exemplo as fungoes sin (z) e cos (z)). O método de elementos
finitos usa um conjunto de fungoes de expansao ®; (x) que sao definidas localmente, numa
regiao finita. Na expansao de elementos finitos essas regioes sao construidas por um
pavimento que nao se sobrepoe, sobre toda a regiao do dominio, tal como um quadrado
subdividido em vérios triangulos onde cada triangulo compartilha suas fronteiras com seus

vizinhos nao sendo permitinda a sobreposicao de triangulos.

Para descrever como formular o problema de Galerkin, vamos considerar como ponto
de partida uma equacao diferencial parcial e ilustrar as propriedades deste tipo de formu-

lacao. Nosso problema exemplo sera a equacao de Poisson, [14],
L(u)=Vu+f=0. (4.100)

Esta equacao surge em muitas areas da fisica, como fluxo irrotacional de fluido e condu-
cao de calor, e ainda problemas envolvendo potenciais gravitacional e elétrico. Em uma
dimensao a equagao (4.100) fica

2

L(u) = ek +f=0. (4.101)

Para que este problema esteja adequadamente colocado e tenha solucoes tnicas, pre-
cisamos especificar condi¢oes de contorno, se considerarmos uma solucao num dominio

Q = {z]|0 < x < 1}, entao temos que considerar as seguintes condi¢oes de contorno,

ou

u(0) = go, 5 (L) = 9w (4.102)

Onde gp e gy sao constantes para o problema em uma dimensao; a condi¢ao de Dirich-
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let gp é referida como condicao de contorno essencial, ja a condicao de Neumann gy é
referida como condi¢ao de contorno natural, como veremos na formulacao de Galerkin as
condicoes necessitam ser especificadas explicitamente enquanto as condicoes de Neumann

sao tratadas implicitamente como parte da formulacao.

Efetuando o produto interno de (4.100) por v (z) (nula em todos os contornos de

Dirichlet 9Qp), com a integragao efetuada no dominio 2, segue

(”U,L(u)):/l (8822u—|—f) dz = 0, (4.103)

se a funcdo u for aproximada por u° entdo nota-se facilmente com auxilio de (4.97) que

a equagao (4.103) é equivalente a equagdo (4.99); estudando a integracao em (4.103),

obtemos
1 82 1
I E/ vmudawk/ vfde =0, (4.104)
\—v—" \L,-/
Ia I

resolvendo [, por partes vem

1 82

Iy = / kudx = [v—u} %u%vdx (4.105)

O proximo passo é reunir (4.103),(4.104) e (4.105) para obter

'o 0 o1 . [
/Oa—xua—xvdx— [Ua—xu} /vadx, (4.106)
K

em seguida podemos estudar melhor o termo Ky em (4.106),

Ky = Ugul—v(l)gu — v (0) gu =uv(1) (4.107)
L ™ 0_ ox ~~ Ox 0_ IN ’
N—— 0 €m 9Qp
9N
de (4.107) em (4.106) vem

1
—u—vdm = / vfdr +v (1) g (4.108)

0

nestes tltimos passos ﬁcou claro como a condicao de contorno de Neumann foi natural-
mente incluida na formulacao. A aproximacao de Galerkin do problema dado pela equacao
(4.101) ¢é a solugao da forma fraca dada por (4.108) quando a solugao exata u () é apro-

ximada por uma expansio finita denotada por u° (x). A funcio v (x) em (4.108) também
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é trocada por uma expansao finita, denotada por v° (x), e assim a equacdo (4.108) fica

/1 2uégv‘sclyc = /l v° fdx +0° (1) (4.109)
o Or Ox A IN '

9 sdo referidas como funcdes de expansido, enquanto v° é denominada funcdo

as funcgoes u
peso. Na aproximacao de Galerkin o mesmo conjunto de funcoes que é usado para re-
presentar v’ é também usado para representar a solucdo u’. Mas como a funcdo peso é
definida como zero num contorno de Dirichlet, fica clara entao a necessidade da funcao

u® ser composta por mais de uma funcio, deste modo

u’ = uM +uP, (4.110)

onde
H(0Qp) =0, uP (0Qp) = gp, (4.111)

substituindo (4.111) em (4.109) obtemos

/1858 " /1 fdr +° (1) /1858 Pq (4.112)

—v'—u"tdr = v’ fdx + v — —v’—u"dx. .

o Oxr Oz 0 Gl o Ox Oz

Esta tltima equagao pode ser resolvida como um sistema algébrico, desde que todos
H

os termos da direita sejam conhecidos e u” e v? tenham um ntmero finito de funcoes.
Notadamente a formulacao de Galerkin reduz um problema diferencial a um sistema

algébrico que pode ser resolvido em um computador.

No método de elementos finitos para equacoes diferenciais de segunda ordem , cons-
truimos u’ a partir de uma classe de funcées que é dita ser C, nesta classe as funcoes sio
continuas em todo o dominio €2, nao valendo o mesmo para as derivadas destas funcoes.
O dominio da solucao 2 é subdividido em elementos finitos denotados por €2°, nestes
dominios a derivada das funcoes ¢ continua, apesar de nao ser continua necessariamente
na fronteira entre os elementos, uma vez que as funcdes sobre o dominio todo sao C°

continuas.

Observando o integrando da equagao (4.109) podemos nos valer de uma série sobre
todos os elementos €2 para calcular a integracao, se houverem N, elementos entao obte-

mos

(’l
/ —u —U5d113 = / —u’ —v (4.113)

é interessante notar que isto equivale a trocar a area abaixo de uma curva por uma soma



77

de segmentos de area ao longo desta mesma curva (conforme o significado geométrico de

uma integral). Integrando por partes a integral da série em (4.113) vem,

Nel

a 8 Nei a e Nei
ez:: . 52l 90 dx ; {axu v] Z/ v’ 0x2u (4.114)

ou seja, de (4.113) e (4.114) obtemos

1 1
9 58 0 _ 0
/8_xu 3" de = — /U@udx—i—g {—uv} EL, (4.115)

onde os simbolos 27 e Q% denotam respectivamente o valor de = na extremidade esquerda

e direita do dominio €2°. Conforme a figura abaixo:

e e e+1 e+1
Q; QR0 Qy

Qe Qe—i—l

Figura 19: Decomposi¢ao de dominio por elementos: nota-se que a direita “Right” do

elemento e coincide com a esquerda “Left” do elemento e + 1.

Se a funcao for do tipo C*, ou seja pertencente a uma classe cuja funcao e sua derivada
primeira sao continuas na regiao da interface, conforme ilustrado pela figura acima, é

necessario que os valores das derivadas de primeira ordem sejam iguais,

0
=’ —u

0e Oz
R

0
v’ —u’

o : (4.116)

e+1
QL

neste contexto o uso de (4.116) em (4.115) recuperaria uma integragao por partes conven-
cional. Todavia se os elementos finitos forem globalmente C°, todos os termos internos

permanecem.

Substituindo a equagio (4.115) em (4.109) vem

1 82 Nel a Q% 1
— / ’l}ému(sdl' + Z |:a_u61)6:| = / Uéfdl' + U5 (1) an, (4117)
0 X e=1 v Qf 0
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reagrupando os termos de (4.117) segue

L (P o[ 2 o]
—/0 v <@u —l—f) dx+;[£uv]gi —v° (1) gn =0, (4.118)
N ~ .

vamos expandir K4, especificamente o primeiro termo na expansao relacionada com a

extremidade esquerda e o ultimo termo relacionado com a extremidade direita,

e=1 Qg e=1 e=
Nel_l Nel
9 55 9 55 9 55 9 55
= —uv + —u’v — —u’v — —u’v , (4.119
Ox Qe 6_21 Ox Ox | ; ox a ( )

para ajustar a soma relacionada com a extremidade esquerda, num mesmo intervalo da

soma da direita, devemos fazer a seguinte mudanca

N, =1
Z zl: Q5 — Qs (4.120)
e=2

preservando o nimero de termos e a posicao do proximo termo a ser somado, como ¢ de

costume. Logo, de (4.120) em (4.119) ¢é possivel notar

Na L[ g
K, = Z [%u‘sv‘s

e=1

: (4.121)

8x +1
Q% Q7

substituindo a equagdo (4.121) em (4.118), podemos obter o seguinte arranjo para os

termos

el 1 a
v Y 56
+ Z [ ude® o &cu v QeL+1]
5 -
+ | w0 = (D) gn| =0, (4.122)
a% di

de onde é possivel notar que o primeiro termo é o produto interno do residuo pelo peso
(05, R). O segundo termo é nulo pois Q} é uma condicio de Dirichlet, logo, v° (Q}) = 0,

de acordo com a definicao de v. O terceiro termo representa um salto na derivada, com
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relacao a continuidade da mesma sobre todo o dominio; ja no 1dltimo termo, apresenta-se
uma diferenca entre a condicao de Neumann aproximada e da exata. Fica entao claro
que se a classe de funcdes em questdo for do tipoC!, e se a condicio de Neumann for

satisfeita, entao o residuo serd minimizado, (v5, R) = 0.

Vamos construir a aproximacao de Galerkin para uma equagao diferencial parcial
linear, similar ao discutido anteriormente, com uma estruturacao mais matematica. Pri-

meiramente vamos considerar a equacao de Helmholtz

2
L(u) = %u —du+ f=0, (4.123)

onde A\ é uma constante real positiva. A equagao é presumida com as seguintes condig¢oes

de contorno suplementares

w(0)= g0, 22 (1) = v (4.124)

Como indicado pelas condi¢oes de contorno, vamos tentar determinar a solucao no inter-
valo 0 < x < [ o qual sera denotado por €2; o dominio {2, excluindo-se os pontos finais é

denominado aberto,

Q={z|0 <z <1} =]0,1], (4.125)

enquanto o dominio €2, incluindo os pontos finais é denominado dominio fechado,

Q={z10<z <1} =10,1]. (4.126)

multiplicando a equacgao (4.123) pela funcao peso v (), e integrando sobre o dominio €2,

vem

I g2 ! l
/ v—udr — / Avudx + / vfde =0, (4.127)
o O 0 0

integrando por partes o primeiro termo do primeiro membro, e reorganizando vem

Lovou : : oul’
i £a—xdm+/0 )\'Uudx—/o vfdx + [U%L, (4.128)

vamos agora introduzir a seguinte notagao
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!
a(v,u) = /0 (%% + )vuu) dx, (4.129)

f (@) E/Olvfd:r:+ [v%] : (4.130)

assim a equagao (4.127) pode ser escrita como

a(v,u) = f(v). (4.131)

Em mecanica estrutural, a (u,u) é referida como energia de deformacao e o espaco de
todas as func¢oes que possuem energia de deformagao finita em (2, é chamado espaco de

energia, e denotado por E (Q2), [14], onde

E(Q) = {ula (u,u) < oo}, (4.132)

associada com o espago de energia existe também a norma de energia ||u||g, definida como

segue

|ullz = Va (u,u). (4.133)

Fungoes que pertencem ao espaco de energia sao chamadas funcoes H! e satisfazem a
condigao de que a integral do quadrado da funcao e de sua derivada sao limitados. Vamos
considerar solugoes do problema representado em (4.123) onde f (v) seja bem comportada,
no sentido que f (v) seja finita. Portanto, no6s apenas consideramos candidatas a funcoes
de expansao que morem no espaco de energia e satisfacam as condi¢oes de contorno de

Dirichlet. Este espaco serd chamado espaco de expansao e serd denotado por

X ={ulue H' ,u(0)=gp}. (4.134)

Similarmente vamos definir o espago de todas as funcoes peso denotadas por V, as quais

sao homogéneas para todos os contornos de Dirichlet,

V= {vlve H v (0) =0}, (4.135)

o espago das fungoes peso V pode ser denotado por H} para explicitar que este é um

espaco homogéneo. Podemos agora definir a formulacao generalizada ou fraca da (4.123)
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como: Encontrar u € X tal que

a(v,u) = f(v) Yove. (4.136)

O problema considerado, em sua formulacao fraca, é ainda um problema de dimensao
infinita, devido ao fato dos espacos X e V conterem um ntmero infinito de funcdes.
Todavia vamos selecionar subespacos X (X5 C X) e VO (V‘S - V) que contenham um
namero finito de fungées. No método de elementos espectrais/hp temos dois tipos de
discretizagbes a considerar uma do tipo h (tamanho do elemento) e a outra do tipo p
(ordem do polinémio), ambos os casos podem ser considerados na aproximagao. Uma

aproximacao para a solucao da forma fraca pode ser estabelecida como segue

a(v’,u’) =f(v°) Vo el (4.137)

Na aproximagao de Galerkin o mesmo conjunto de funcoes é utilizado para ambas as
funcoes: de expansao e peso; para isso precisamos tornar a solu¢ao homogénea. Podemos
notar que v’ € X° pode ser decomposto em duas outras funcdes, que obedecem as relacoes

uP € X% e u™ €17, ou seja,

w = ut 4 uP, (4.138)

onde

u (0) =0, 4P (0)=gp. (4.139)

Neste momento poderiamos definir a aproximacao de Galerkin, mas primeiramente vamos

mencionar que a (v,u) é uma forma bilinear, simétrica, isso significa que

a(v,u) =a(u,v), (4.140)

a (v + cow,u) = cra (v, u) + coa (w,u) , (4.141)

onde ¢; e ¢y sd0 constantes e u, v e w sao fun¢oes. Além disso o operador a (v,u) é dito

ser continuo ou limitado se

la (v, u) | < Cufjvl[ufully, (4.142)
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onde C} < 0o e o subscrito denota norma em H', é eliptico ou coercivo se

a(u,u) > Collol2 (4.143)

onde Cy; > 0. A forma do problema de Galerkin pode ser agora estabelecida como:

encontrar
u’ ="t + P, (4.144)
onde
u't €V, (4.145)
tal que
a (vé,uﬂ) =f (v‘s) —a (vd,uD) Vol e VO, (4.146)

se a (v‘s,u‘s) ¢ uma forma eliptica, bilinear, continua, nao necessariamente simétrica e

f (v‘s) é um espaco dual de V?, entdo o teorema de Lax-Milgram garante ambos: existéncia
e unicidade da solugao do problema de Galerkin (4.146). Um outro jeito de construir a
solucao do problema de Galerkin para esta equacao linear é a partir do ponto de vista

variacional; a equacdo (4.123) é o resultado equivalente ao minimizar o seguinte funcional

F(v) = /Ol [(%)ZA@)Z —2vf] dz.

Todavia ao minimizar F (v) sobre o espaco de dimensao infinita ) vamos encontrar a
solugdo da equagao (4.123) que é a equagao de Euler deste funcional, substituindo entao

0 espaco por V° obtemos o método de Ritz-Galerkin.

4.3.1 Propriedades da aproximacao de Galerkin

Neste momento vamos introduzir algumas propriedades importantes da aproximacao

de Galerkin, considerando a aproximacdo u’ da solugdo u onde u’ € X?° e satisfaz, [14],

a (U‘S,u‘s) =f (v5) . Yol e, (4.147)
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note que (4.147) é equivalente a equacao (4.146) desde que a (v°,u’) = a (v°, u™ + uP) e
seja usada a bilinearidade de a (v, u) dada pela equacao (4.141).

0

Para mostrar que a solucao u® é tnica, vamos assumir que hajam duas solucoes

distintas u; e us (ul,uz € X5) que satisfazem

a(v’ ur) =f (%), Vo®eV, (4.148)

a (v5,u2) =f (v‘;) . Yol e)’, (4.149)

subtraindo entdo a equagao (4.149) de (4.148) vem

a (U‘S, ul) —a (v5, u2) =a (v‘;, Uy — u2) =0, (4.150)

6

para u; — up € V° e além disso podemos ajustar v° = u; — uy, entdo a equacio (4.149)

fica

a(uy — ug,u; —ug) =0, (4.151)

todavia isso implica que a norma de energia ||u; — us||p = 0, 0 que torna possivel apenas
up = ug se A # 0, mas se A = 0 a solucao fica u; —uy = C. A constante C' é necessariamente
nula se a condi¢ao de Dirichlet for especificada, embora a norma ||u; — us||p ndo possa

distinguir entre fungoes que diferem de uma constante arbitraria quando A = 0.

O erro entre as solucdes exata e aproximada pode ser definido como € = u — u’, e &

ortogonal a todas as funcoes do espaco de dimensdo finita das funcoes peso V°, ou seja,

a(v’e) =0, Vo’ eV (4.152)

Para provar esta propriedade, vamos recorrer ao fato da solucdao exata satisfazer a

forma fraca, equagao (4.137), ou seja,

a(v,u)=f(v), Yove, (4.153)

e a aproximagao satisfaz a equacao (4.146). O espago de dimensao finita das fungdes peso

V? & um sub-espaco do espaco de V | entdo a solucdo exata também satisfaz
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a (U‘S,u) =f ("U(s) . Vol eV’ (4.154)

podemos agora subtrair a equagdo (4.146) da (4.153), e utilizar a bilinearidade

como queriamos demonstrar. também podemos mostrar que a solucao de elementos finitos

u® é uma solucdo em X%, a qual minimiza o erro na norma de energia

lu— |l :wfgleigcléHu—wéHm (4.155)

onde podemos utilizar a existéncia do elemento neutro da adicao, resultando em

= w’l|f = [lu =@’ +u’ —w’[f = [le +°|I%. (4.156)

Na ocasido definimos v? = u® —w?, a seguir vamos utilizar a definicio da norma de energia

e a propriedade da bilinearidade, entao

lu— w5 =a(e+v°e+0°) =a(ee) +2a (v, e) +a(v’07), (4.157)

como vimos o erro é ortogonal a fungao peso, entao para que a norma de energia do erro

0

seja minima deveriamos ter v° = 0, isto implica que w’ = v, c.q.d.

Apobs o estudo da unicidade nas aproximacoes de Galerkin, fica claro que se ha duas

expansoes independentes, por exemplo: uf (z) = S0 (x), ud () = S0, Bihi (x),

onde estas expansoes estao num espacgo polinomial de ordem P, entao fica claro que

W (x) =ud(z) = Z o () = Z Bih; (x). (4.158)

Tradicionalmente o método de elementos finitos sempre usa expansoes polinomiais e
isso pode ser atribuido ao uso historico da expansao em série de Taylor, a qual permite es-
crever uma funcao analitica em termo de polindémios. Fung¢oes polinomiais tem a vantagem

adicional de possuir regras de integracao discreta de facil implementacao computacional.

No método do tipo h um polinomio de grau fixo ¢ usado em cada elemento, e a
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convergéncia é garantida ao se reduzir o tamanho caracteristico de um elemento (h), ja
no método tipo p uma malha fixa é usada e a convergéncia ¢ garantida aumentando a
ordem do polinémio em cada elemento; se todo o dominio da solucao for tratado como
um tnico elemento entao o método tipo p se torna um método espectral; o método de

elementos finitos do tipo hp combina os atributos de ambos os métodos (tipo h e tipo p).

Vamos demostrar o processo de decomposicao da expansao em contribuicoes elemen-
tares, ou seja, processo de extensoes do tipo h. E interessante notar que a decomposicao
elementar é parte integrante de ambos os métodos tipo h ou tipo p, ja que o método do

tipo p é baseado numa malha inicial ou discretizacao do tipo h.

Como serda mostrado abaixo, o principal uso da representacao elementar é habilitar
o tratamento das operacoes numa base elementar local. Isto nao apenas simplifica a
implementacao mas também permite que muitas operagoes sejam efetuadas de forma
mais eficiente. Para o caso unidimensional, a decomposicao pode parecer desnecesséria,
todavia, os mesmos principios sao aplicados na decomposicao em multiplas dimensoes.
Ao usar métodos do tipo h, o dominio da solugao é subdividido ou particionado em
subdominios ou elementos que nao se sobrepéem dentro do qual uma expansao polinomial
¢ usada. Considerando um dominio de solucao €2, nés podemos particionia-lo em uma
malha contendo N, elementos, denotados por £2¢, tal que a uniao dos elementos que nao

se sobrepoem se iguala ao dominio original, ou seja,

Nal Nel
Q=) onde (=g, (4.159)
e=1 e=1

para o dominio 2 = {z|0 < z <[} uma malha especifica pode ser representada pelos
pontos

O=z9<m <..<2pN,-1<2Tn, =], (4.160)

assim o e-ésimo elemento é definido como
O ={z|re <z <z} (4.161)

Como um exemplo podemos considerar o caso mostrado pela figura abaixo:

4A figura (20) foi retirada da referéncia [14].
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Py(x)
) -
@l('f)
1 |
Dy(x) -1 1
0
1
D) ()
0
do(E)
1
Dy (z) -1 1

Io ”] I F23

Figura 20: Funcoes a serem utilizadas na subdivisao em 3 elementos distintos e mapea-

mento correspondente da coordenada x para coordenada & .

Na figura (20) notamos o dominio da solucdo © = {z|0 < = < [}, subdividido em 3
subdominios distintos. A malha fica definida pelos pontos xg, 1, 2, x3 onde o nimero
de elementos padrao sera sempre o nimero de subdominios adicionado de uma unidade;

como exemplo definimos o primeiro elemento como

QO = {z|zg <7 < 11}, (4.162)

Na figura (20), os modos de expansdo global para a expansao de elementos finitos
linear sobre os N, = 3 dominios elementares também estao mostrados. Como é tipico
em uma expansao linear de elementos finitos, cada modo tem um valor unitério no final
de um dominio elementar e decai linearmente a zero enquanto cruza o elemento vizi-
nho. Portanto existem quatro graus de liberdade Ng; = 4 nesta expansao, que sao,
Qg (), Py (z), Py (x) e P3(x). Os modos globais sdo nao-nulos em no méaximo dois ele-
mentos. Seria portanto muito pouco econdémico considerar uma expansao em termos dos

modos globais, particularmente ao usar um nimero muito grande de elementos.

Podemos em nivel elementar notar que cada modo global possui apenas duas func¢oes

que variam linearmente. Assim se introduzirmos o elemento padrao, () tal que

Qu={¢|-1<¢ <1},

onde podemos definir fun¢oes similares que variem linearmente no dominio €2 ; em termos
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das coordenadas locais & como segue

1-¢ 1+¢
— 5 € Qst — f S Qst
¢ (&) =9 2 $1(6) =19 2 : (4.163)

0 outras regioes 0 outras regioes

O elemento padrao 2, pode ser mapeado para qualquer dominio elementar ¢ via a
transformagao x° (§) que expressa a coordenada global x em termos da coordenada local
& como

(1-¢) (1+¢)

() =x"(&) = 5 ety

tal relagao pode ser obtida levando em conta que o elemento padrao serd um segmento

$e7§ c Qst, (4164)

colocado dentro de outro ou seja, por um processo de ajuste de tamanho através da

multiplicagao por uma constante é possivel escrever

dx = cte.d§, Ax = cte. A€, (4.165)
que equivale a seguinte proposta
Ax
dr = —d§. 4.1
T = Ak (4.166)

Vamos colocar o elemento padrao inteiro A = 1 — (—1) = 2 dentro de um dominio

elementar genérico Ar = x, — x._1, substituindo estas considera¢oes em (4.165) obtemos

d d
dx = gxe - ;:1:6_1; (4.167)

como o dominio elementar possui o elemento padrao montado sobre si, as variaveis variam
harmoniosamente, de forma que enquanto no dominio elementar ocorre uma variacao de

ZTe_1 até x, no elemento padrao a variacao sera de —1 até &; integrando vem

@ S d ¢ d
/ dx —/ —ga:e —/ —gace_l, (4.168)
Te_1 —1 2 —1 2

A @xe — @me_l, (4.169)

finalmente, isolando a coordenada x em (4.61) vem

1 Y
I:<§—; )err ETe 1721—'_ T 1, (4.170)

de onde segue finalmente a equacao para a coordenada x

(1-9) (1+¢)
5 Tttt T

x(§) = re =X (&), €€ Qq. (4.171)
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Conforme foi estabelecida em (4.56), este mapeamento tem uma inversa analitica da

forma

g@y—gﬂ*cw—zé?}%i%—L z e Q. (4.172)

Para obter esta forma podemos partir de (4.167), primeiramente isolando d¢
dx = d§,
(Ie - xe—l) f

depois integrando nos intervalos ja discutidos anteriormente,

2 @ ¢
T / de /_ . (4.173)

2(x — xeq)
(Ie - Ie—l)
e finalmente, ao isolar £ podemos estabelecer a inversa do mapeamento conforme enunci-

ado em (4.171),

=41, (4.174)

_ 2(x — Te1)

(xe - :I"e—l)

—1, zeQ" (4.175)

Os modos globais ®; (x) podem agora ser representados em termos dos modos de
expansao elementar local ¢, () pelo mapeamento do elemento padrao (1, para cada

dominio elementar Q°. Isto produzira os quatro modos globais abaixo:

_ 1— 5 (.Z') T 1 11—1 T x 1
by AN CE@ =5 ae@ o (W @) cet
0 exterior 0 exterior
& (€(x)) = 1+T§(x> re! o) <[X1]71 (x)) re Q!
Py (z) = 4 ¢y & (x)) = 1—T§(x) x e =14 do ([Xz]_l (m)) reQ?, (4.177)
0 exterior 0 exterior
o (& () = 1+T€($) T e 0? 1 <[X2]_1 (x)) r € Q2
2 (x) = Son () = 5 et = {6 (WM W) we0r . (417)

0 exterior 0 exterior
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_1+§(x) T 3 3_1x T 3
By dOE@ =T we® o (¢ (@) zeQ )

0 exterior 0 exterior

Fica claro entdo que o uso do mapeamento inverso (4.175) nas equagoes (4.176)-
(4.179), produz a representacao dos modos globais com a variavel = explicita, para ilustrar
tal fato, vamos substituir o mapeamento inverso em ambas as fungoes locais ¢y e ¢1, isto
permite notar, que a consequéncia do uso de (4.175) implica no fato do elemento padrao

ter sempre as seguintes equacoes:

retas decrescentes

oo () = {%} no dominio elementar ', (4.180)

1

retas crescentes

o1 (x) = {%1 1o dominio elementar 2. (4.181)

As equagbes (4.180) e (4.181) podem entao ser utilizadas para escrever as fun¢oes “chapéu”

dos quatro modos globais conforme abaixo

(T=m) e -1 1
Py (z) = (w0 — 1) re = bo ([X ] (1:)) veq : (4.182)
0 exterior 0 exterior
((@=20) o . 1
(21 — x0) ’ b1 ([X ] ($)> x €
(I)l (33) = M x € 02 = ¢0 ({XQ]*l (.CL')) = 02 7 (4.183)
(1’1 - l’z)
0 exterior 0 exterior
(2 —a) o (¢ @) weo
Dy (z) = M reQ =1 ([XB]—l (x)) e, (4.184)
(72 — x3)
0 exterior 0 exterior
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('T - ‘%2) ai—1 .
% e 3 c Q3

By (x) = { (75— 7] o (ber@) eeat (1.185)
0 exterior 0 exterior

4.3.2 Exemplo de Elementos Finitos: Dois Subdominios em 1D

Vamos agora resolver a equacao de Poisson em uma dimensao,
2

L (u) = %u - (4.186)

onde f (z) é uma fun¢ao conhecida e as condigoes de contorno sao:

Ou (1) = gy = 1. (4.187)

Vamos considerar a forma fraca, relembrando a equacao (4.112),

/ 21)5guydx—/ V0 fdx +v° (1) gar — / gvégupdx. (4.188)
0

A solucdo sera aproximada por funcoes seccionalmente lineares sob dois sub-dominios ! e
2. Este tipo de aproximacao ¢ conhecida como aproximacao do tipo h, onde o parametro
h representa o tamanho caracteristico de um sub-dominio (para 1-D h é o comprimento).
A convergéncia da solucao aproximada para a solucao exata ocorre quando o dominio €2
for sub-dividido em subdominios cada vez menores, ou seja, fazendo h — 0. Para o caso

de dois sub-dominios a expansao aproximada toma a forma

u = Zuicbi (z). (4.189)

Para obter as fungoes ® (x) basta utilizar o padrao de distribuicao de fun¢oes cha-
péu (par de retas: uma crescente e outra decrescente) sobre cada interface, conforme a

ilustracao abaixo:
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chapéu| |chapéu| chapéu

Q. Q

i i+1

interface |interface| |interface

Figura 21: Par de funcoes uma crescente e outra decrescente inseridas em cada interface.

Vale notar que na extremidade a regiao externa ao dominio é descartada, ou seja, a
reta pontilhada na ilustragao da figura (21) nao é levada em conta. Assim sendo cada

funcao esta associada com um ponto no dominio.

Na ocasido estamos dividindo o dominio em duas sub-regioes Q' e 92, o que traz trés
pontos xg, rie To, permitindo obter as funcoes ®q, &, e 5 como o ponto xg é uma regiao
da fronteira esquerda repousa sobre ele uma fun¢ao decrescente, de acordo com a figura
acima; é padrao obter as equagoes de reta num sistema cartesiano 2-D seguindo os dois

pontos P (z;,y;) e Py (xf,yr) ja que por dois pontos passam uma tnica reta, o coeficiente

angular sera dado por m = Y1 7Y o equacao da reta sera do tipo y = m(z—z;)+y;, logo
Ty — X
podemos escrever a reta para @ pois esta terd os pontos {z;, v, xf,yr} = {xo,1, 21,0},
! ( )+1, definindo Q = {z]0 <z < 1} (x—0)+1
=——(z—2x , definindo §2 =zl < x < vemy = —-—7 <\ T — )
YT T a0 M)

e 0 para L << 1, com este mesmo

entao y = 1 — 2z para a regiao de 0 < x < 5

1
2
processo onde sao utilizadas equacgoes de reta podem ser deduzidas as funcoes &g, P, e

®,, conforme abaixo:



P () Dy (z) Dy (z)
1—-2zx nggé 2x OSmS% 0 0<
0 1<z<1 |2(1-2) i<a<1 |22-1 1<

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
| 1 | 1 | | 1 | 1 |
1- 1
0,8 L0,8
0,64 — Po L0,6
> 1 P4 -
0,47 (07} -0,4
0,2 £0,2
0- -0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
X

Figura 22: Funcoes tipo “chapéu” a serem introduzidas nos subdominios.

Das fungoes podemos notar a seguinte expansao:

U,CS (l‘) = U()(I)o + u1<I>1 -+ UQCI)Q,

92

(4.190)

cuja avaliacao da condicao de Dirichlet (u5(0) = gD) nos remete ao seguinte estudo

u(S (0) = Ug (1 - 2I)|x:0 + Uy (2x>|x:0 + U2 (O>|1‘:0 = Uo,

(4.191)

nao restando outra op¢ao a nado ser ajustar ug = gp, de (4.191) e (4.190) notamos que ¢é

conveniente denominar os termos como segue

u () = gpPo + u1 @1 + ua o,
e —

P uH

pois uP

¢ a parte homogénea (que se anula em z = 0).

¢ a parte estudada em (4.190) que garante a condi¢ao de Dirichlet, enquanto u*

Tanto as fungdes peso quanto a func¢do f (z) também podem ser aproximadas com

uso das funcoes de expansao, ou seja,
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V0 (x) = 1P (x) + vy Py (), (4.192)

enquanto

f(z)= Z fi®i () = foPo (z) + f1P1 () + foP2 (7). (4.193)

/ﬁvéﬁuﬂdx:/ V0 fdx +v° (1) gar — /gv‘sgupdx, (4.194)
Or Oz

cujos termos podem ser calculados como segue:

1 1
———dx = / 2012uydx + / (—2v1 + 209) (—2uy + 2uy) dz, (4.195)
0 :
! 8@6 aUH 4 —2 Ui
e 4.196
/Oﬁxaxx [Ul UQ] _9 9 uy | ( )

/0 o fd = /0 (:22) [fo (1 — 22) + fu (2] d

1

+/ [012(1 —2) 4+ vy 2z — 1) [fi2(1 —2) + fo (2z — 1)]dx

2

Sh+3h+ 5/
[ w] [ N %f13+ %ff ] 1

o (1) gy = 031 (1) + va (D] gy = [ 01 05 | [ ? ] gv,  (4198)
/Olaa—fag—;dx:/f (200) (~2gp)dz = [ vy v, | [ _i)gp ] . (4.199)

Logo, ao substituirmos os termos calculados nas equagoes (4.196)-(4.199) obtemos a

seguinte equacao matricial
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[U ; ] 4 =2\ w | |wftshituf| |0 L2
P -2 2 () Sh+ e/l N 0 ’
(4.200)

onde podemos utilizar a arbitrariedade de vy e vy para inferir a nulidade do termo entre

chaves em (4.200), de onde segue,

SIHE

Em (4.201) foram utilizadas as condi¢oes de contorno; finalmente, basta multiplicar

(4.201)

2+ 5fo+3fi+ 5
1+ 51+ 3/

a equacao (4.201) pela matriz inversa de M, onde

a4 =2
M:[_Q , ] (4.202)

feito isso, obtemos finalmente o valor dos coeficientes u; e uo,
3., 1 5 1
5 toifot i+ 5/

N 1 1 5
U 2+ g fot+ i+ 55 )

a aproximacio de elementos finitos u° (z) = gp®o (7) + u;P1 + uyPs, sera entdo dada por

, (4.203)

l+a+Efo+52f+2 0<z<i
u = phot it il 2, (4.204)
l+o+afo+E2fi+3pn L<p<

Finalmente podemos confirmar que a equacao residual (4.122) é nula. A expansao

2 2, ’, ~ ~
82'&6 T) € Z€ero € 0 U6 x) é uma constante, entao da equacao
ox ’

linear u® (z) implica que =5

(4.122) para dois sub-dominios é possivel notar a seguinte relagao

1 82u5 8u5 Q}% 8u5 Q%
/0 v ( 02 + f) dzr + |:U @x} + [v _8x] v’ (1) gi = R, (4.205)

2
2 a

onde o parametro R, é um residuo a ser calculado, assim para saber o valor de R, devemos
calcular os termos do primeiro membro (esquerda) em (4.205); seguem entdo as relacoes

abaixo
1 5 1
0 s Jttuhtuhitah Ososs (4.206)
L+ 551+ g fo 5<w

IN
N =

IA
IA
—_
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2 1
%uéz o Uses 2 (4.207)
x 1
v1 (2x) + v (0), para 0<z<i
v1 (2—2x) + vy (22— 1), para 3 <z <1
1 1
Q; =0, Q}%:é, Qi:a, =1, (4.209)
com estes termos em mao o parametro R, ficara
1
o | [ i fe
R, = — ofd 2oy LS o2 4.210
/vax+{v1<12+3+12 o {5+ ( )

de onde notamos facilmente que R, é nulo, pois a integral — fol v® fdz foi calculada em
(4.197).

4.4 Método de Galerkin Descontinuo com Pénalti

I'y

. )6

3 ﬁﬁi 4
(+) (') ("')”4
(+)m4—» r,
Iy

Figura 23: Diagrama ilustrando o fluxo das fungoes entre os elementos, o uso dos vetores
orientados seve apenas para nao causar equivoco entre as muitas faces internas. Podemos
notar que os vetores que apontam para fora do volume de um elemento foram adotados
como vetores unitarios de valor +1, enquanto os vetores que apontam para dentro do

volume foram adotados como vetores unitarios de valor —1.
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O uso de operadores diferenciais permite a representacao de uma equacao diferencial

como uma equacao de operadores, por exemplo, é possivel trocar a equacao
Viu+ f =0, (4.211)

pela representacao
Lu =0, (4.212)

A representacao através do método de operadores é especialmente tutil no método de
residuos ponderados, através do qual uma dada funcao de interesse u, que sofre a atuacao

do operador IA/, pode ser expandida e representada por uma funcao aproximada,

N
Uaprox. = Uy + Z uz¢7, =up + U1¢1 + U2¢2 + ..
: =1
C.1.
U A Uspron, (4.213)

Se o operador L quando atua na funcdo u produz valor resultante nulo (Lu = 0),
entao, ¢ de se esperar que o uso da aproximagao (u & Ugpror.) produza um valor residual
nao nulo, denominado residuo,

Lttapros. = R, (4.214)

quanto mais o valor de U0, Se aproxima do valor de w, mais préoximo de zero fica o valor

do residuo R.

Uma outra funcao denominada funcao peso v pode ser utilizada para realizar produto

interno com o residuo (R, v), de modo que

(R,v) :/Rv:/fzuapmw‘v. (4.215)
Q Q

E possivel impor que o produto interno entre R e v seja nulo, este tipo de restricao permite
definir o método de residuos ponderados, através do qual podem ser construidos diferentes
métodos numéricos usando diferentes valores de v: colocacao, volumes finitos,minimos

quadrados, Galerkin, Petrov-Galerkin...

O método de volumes finitos é obtido quando v; = 1, no interior do sub-dominio §2;
e v; = 0 no exterior deste subdominio, o método de Galerkin é obtido quando as fungoes

de v; sao escolhidas como sendo as funcoes da base usadas para expandir u, ou seja, as
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funcoes peso sao as funcoes de expansao v; = ¢,.
(R,v) = / Ro, (4.216)
Q

O dominio € é subdividido em uma particdo €, = {E'} ;, consistindo de N, elementos,
quadrilateros ou triangulos, de diAmetro maximo h. Seja I'j, a uniao dos conjuntos abertos
que coincidem com o interior dos elementos da particao €5, onde e simboliza um segmento
de T'y, compartilhado entre dois elementos E* e Elde €5, associado com e, ha um vetor

unitéario normal n,, direcionado de E* para E', |9],

Uh = { E{|cBs, Es|c B, B3| By, o, BB} (4.217)
a fronteira do dominio, é subdividida em 'y, I'_ e I'y, de modo que
oN=TIyul,ul_, (4.218)
onde I'y é o contorno onde nao ha fluxo, I'y é o contorno onde o fluxo é de saida e I'_ é
o contorno onde o fluxo é de entrada.

Definimos o salto da funcao ¢ como segue,

[W] = @ler) e = (lgr) le, (4.219)

analogamente é possivel definir a média da funcao v,
1 1
{0} = 5 W) e+ 5 Wle) |e (4220)

A equacdo da pressao para o escoamento bifasico, incluindo os termos de fonte, é dada
por,
—V - (MEVpyw + MkVDe) = (qw + qn) ; (4.221)

seja a funcao vetorial fe a func¢ao escalar ¢ definidas como segue,

—

f = MkVpy + MkVpe,
entao a equacao da pressao pode ser reescrita em termos de fe q, usando (4.222) em

(4.221),
V-f+q=0. (4.223)
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Um operador L pode ser usado para representar a equagao diferencial (4.223),

Lf=V-f+aq (4.224)

logo,

Lf=0; (4.225)

as fungoes de interesse de f sao expandidas em termos de uma base, isso gera uma
aproximacao, como consequéncia, f & fopror., a0 substituir esta aproximacgao na equacao
acima, um residuo aparecera,

L fupros. = R. (4.226)

O proximo passo consiste em efetuar o produto interno do residuo por uma funcao peso,

z

(R, 2) = /Q Rz = /Q (ﬁﬁpm) 2, (4.227)

ao impor que o produto interno entre R e z é nulo, condigao para construir métodos

numéricos via residuos ponderados, obtemos

(R,z) = 0,
/Q (Eﬁpm)z ) (4.228)

Especificamente, para o método de Galerkin, ha a necessidade de que a funcao peso z
seja escrita na mesma base usada para expandir a funcao f Recordando da equagao

representada por L operador é possivel escrever,

[ (Edimsn) = [ (T Fomr +2) 2 =0 (1.229)

— / 2V - fupros. = / qz; (4.230)
Q Q

por comodidade, vamos denotar a funcao aproximada fo,r.,. apenas por f, ou seja,

_/sz.f:/ng, (4.231)

Substituindo f em (4.231) vem

ou seja,

— [V T+ 0k = [ (ot )= (1.232)
Q Q
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Em (4.232), a identidade vetorial seguinte ¢ util para a integral dos termos do lado

esquerdo da igualdade, pois torna possivel a aplicacao do teorema da divergéncia de Gauss,
V-(fz>=zv-f+v,z-f, (4.233)

de forma equivalente,

zV~f:V~(fz)—Vz~f, (4.234)

substituindo a identidade acima na integral em (4.232), obtemos

/Q (v (72) -V ) = /Q (Go + 4u) (4.235)

Na equacao (4.235) surge a possibilidade de separar as integrais, para aplicar na

integral que possui o termo V - (fz) o teorema da divergéncia de Gauss (TDG),
[ ve - / Ve (7)) = [ rae (4.236)
Q
TDG

é possivel trocar a integral de volume do dominio €2 pela soma das integrais dos volumes
dos elementos E que pertencem a particao €, ja a integral que foi modificada pelo teorema
da divergéncia de Gauss, ao invés de ser trocada pela soma dos volumes dos elementos
E é trocada pela soma das faces dos volumes F, ou seja, e pertencente a I',U0S), pois
o teorema de Gauss relaciona a divergéncia de uma func¢ao vetorial com relagdo a um
volume com o fluxo desta funcao vetorial através da superficie que enclausura o referido

volume; deste modo a integral acima quando escrita em termos dos elementos fica:

/Vz = > /fz The :/Q(qw%—qn)z. (4.237)

ecI',uoN2
E interessante notar que o fluxo através das faces dos elementos estd relacionado com
o salto da funcao na face entre os elementos distintos, o termo que aparece na integral
acima, [fz . Tie}, é o salto da funcao fz - n,.; substituindo de volta a funcao vetorial f na

integral acima obtemos

Q

Eeey,

- Y / Ak Vpw + Mk Vpe) 2 - 1] . (4.238)

ecl'uoY
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para estudar o salto de um produto, por exemplo [fz . n}], onde aparece em produto no
interior do salto a fun¢ao z e a funcao f - N, € util investigar a identidade que relaciona
o salto de um produto, por exemplo [ab] em termos das quantidades {a}, {b}, [a], [b],
que sao: a média de a, média b, salto de a e salto de b, respectivamente; primeiramente

define-se o salto de uma quantidade arbitraria x conforme segue,
L, +
[z] = 3 (27 —a™)2, (4.239)
bem como a média de uma quantidade arbitraria x,
{z} = ! (2= +27), (4.240)
2

agora podemos arranjar em produto a média de a e o salto de b,

1 1 1 1
{a} [b] = §a_b_ - §CL_bJr + §a+b_ — §a+b+, (4.241)

em seguida, o produto da média de b pelo salto de a,

1 1 1 1
[a] {b} = §a_b_ + §a_lfr - §a+b_ - §a+b+; (4.242)

somando as duas equagoes acima havera cancelamento de termos simétricos, resultando

apenas
{a} o] + [a] {b} = a b —a™b". (4.243)

Mas a=b~ —ath™, é equivalente a [ab], portanto é possivel escrever a seguinte identidade,

[ab] = {a} [b] + [a] {b} . (4.244)

Usando a identidade de (4.244) em (4.238) a seguinte equagao é obtida,

/ (Qw + QH) Z = Z / (Atkva + AnkVpc) : VZ
Q E

Ee€ey,
- Z Tie : {)\tkva + /\nkvpc} [Z] +
ecl,UAN Y €
= Y [ {2} MRV + Mk V] i (4.245)

ecl,UAN Y €
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E interessante notar para o terceiro termo do segundo membro de (4.245) a seguinte

identidade,

V ({2} [Mkpw + Ankpe]) -1e = {Vz} [Mkpw + MNkpe] - e +
+ {2z} [MkVpy + M\EVD,] - e (4.246)

Ao impor que as fungdes p, e p. sejam continuas em (4.246), o termo de salto

[Aikpw + Ankpe] deve se anular, restando apenas

0= {Vz} [Akpow + Akpe] - fte + {2} Nk VDo + Mk VD] - e, (4.247)
ou simplesmente,

{2} [Nk Vpw + MkVDe] - ne = — {V 2} [MNkpw + MNkpe] - T (4.248)

substituindo a equagao (4.248) em (4.245) ficamos com,

/(qw+qn)z = Z/(Athpw+AnkVpc)-VZ+
Q E

Eeey,

— > [ 1 {NEVpu + Ak V) 2] +
ecl', U €

+ > [V Nkpu + Ak - e (4.249)
ecl', U0 €

As condigoes de contorno nas fronteiras estao associadas com o termo que possui a integral
fe {Vz} [Mkpw + Akpe] - e de (4.249). Para aplicar as condi¢oes de contorno na fronteira
do dominio 2 basta notar as seguintes propriedades do salto, que serao demonstradas

mais adiante,
[f] = fint. = feat., (4.250)

para funcoes vetoriais a propriedade é semelhante,

m = (ﬁm. - Jimt.) e (4.251)
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onde o indice int. se refere ao elemento interno, enquanto o indice ext. se refere ao elemento

externo, substituindo (4.250) em (4.249) obtém-se

Q E

Eecep

_ - tie - {0k VD + Mk Vpe} [2] +

eel Ul ur_ v €

+ > / {V2} Nkpw + Aakipe] - fre +

ecl'y, €

—+ Z Vz- TALS ()\tkp:;t + )\nkpc (qu_zt)) +

ecl'y €

- Z /{VZ : ﬁe} ()\tkp;—“« + Ankpc (Sc—;—lr)) +
+ Z / {Vz-fc} (Mkpiy + Mkpe (s,.)) +

- Z /{Vz che} (Mkpgs, + Aakpe (s5,.)) - (4.252)
As condigoes de contorno do modelo de escoamento bifasico em questao sao as seguin-
tes, [9],
Pw = Pgir» Sn = Sdir, €m I'_- contorno onde hé fluxo de entrada,

Pw =Dgiry MKVp.-n=0, em I';- contorno onde ha fluxo de saida,

MoK Vpy, -n=0, ;A\KVp,-n=0, em I'y - contorno onde nao ha fluxo.  (4.253)

Aplicando as condicoes de (4.253) em (4.252), desmembrando os termos das integrais

e ainda nomeando os termos: p;, = [p,] em 'y, p;,, = [pw] em T, p. (s;,,) = [p] em



F—7p&r

/Q(Qw +qn) 2

o +
= pair em I'_ e py.

Z/)\thpw vZ+Z/A kVpe - Vz +
- /n Ak} 2]+

Ecep

> / tie - { Mk Vpu} |

ecl'p,Ul' LUl

= pair em 'y

FEecep

EGFhUF,
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+ Z/{Vz} Atkpu] - ne+2/{vz} Ankpe] - e

ecly,

ecl'y,

+ /{Atkv2~ne}pm +y /{A kVz e} pe (sih) +

ecl'y

—Z/

66F+ €

{INEVZ -1} pt — Z

ecl'y
[puw] 0

(kY2 i) pe (s5,) +
0

+ > /{Atkw.ne}pmt + ) /{A kVz i} pe (Sin.) +

ecl_

- /{)\thZ ’ ne} pdzr

ecl'_

@ el [pc]
/{)\ kVz et pe (sg,),  (4.254)
ecl'_ ”
pdzr pC(Sdir.)

realizando as alteracoes marcadas na equagao acima obtemos

| (a0

Eeey

- Y [ pavngl

GGFhUF+UF_

— Z/)\thpw Vz+Z//\k:Vpc Vz+

Eeeyp,

- > [ 0uvny )+

ecl', Ul

+ /{)\thz Ne } [Pw —1—2/{)\ kVz -1} [pe] +

GEFh

EEFh

+ /{)\thz N}t [Pw] +0 —

6€F+

g v
1

/ (AKY 2 1o} pusn +

6€F+

V) J/

V

- O+Z/{Ath e} [Pu +Z/{/\ KV 2 i} [pe] +

eeF,

eEF,

V V

— Z /{)\tkvz T } Dair. — 2/{)‘ kVz-fe}pe (Sair) . (4.255)

eEF_

ecl_

~
3
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Reunindo na equagao acima os termos sublinhados com mesmo valor: 1, 2 e 3, obtemos

a seguinte equacao

/(qw+Qn)Z = Z/)\thpw Vz+2/>\ kVp.-Vz+
Q

Eecey, Eecep

— Z /ne {\kVpy,}] Z /ne {\kVp} 2] +
6€FhUF+UF7 EGFhUF

+ /{Athz e} [Pw] + Z /{)\ kVz-n.} [p] +
eEFhUF+UF_ ec', Ul

_ Z /{)\thz Te} Pair. — Z /{)\ kVz e} pe (Sair.) (4.256)

e€T L UT'_ ecl'_

Dois tipos de fatores de pénalti podem ser introduzidos, um deles refere-se aos saltos da
funcao que é solucao da equacao diferencial, enquanto o outro se refere a derivada desta
fungao; sejam duas fungdes genéricas f () e g (z), os fatores de pénalti das fungoes, Jo,

e das derivadas das fungoes, Ji, sao dados como segue:

Jo (f ( Z U—ﬁ g(2)], (4.257)

N—
EZU—B Vf 7] [V - e (4.258)

Na equacao (4.256) vamos introduzir parametros de pénalti apenas do tipo Jy. A intro-
ducao destes parametros nao afeta a igualdade pois estes termos geralmente se anulam,

mas pode melhorar a estabilidade do método.

/(Qw+Qn)Z - Z/)\tkva VZ+Z/>\]{3V])C VZ—F
Q

FEeceyp, Eecey,
- Z /ne {Atkva Z /ne {)\ kvpc [ ]
ecl', UL U - ecI', Ul
+ Z /{)\tk:Vz e} [Pw] + Z /{)\ kVz-ne} [pe] +
ecl'p,Ul' LUl ecl'pUl'_
- / KV 7} pa — / MRV o} pe (saie) +
ecl'y ecl_
+ JO (Zapw) + JO (Z7pc) ) (4259)

onde os termos introduzidos em (4.259), Jo (2, pw) € Jo (2, pe) sdo, [22],

JO (Z>pw) + JO (Z’pc) = JO (vaw +pc) = Z #/[2] [pw +p6} . (4260)

ecl', U0
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Uma andlise das estimativas de erro para este tipo de problema pode ser encontrada na

referéncia [10].

Desmembrando os termos em (4.260) e analisando a aplicagao dos termos de fronteira

em ['_ eI} vem

Jo (2, pw +pec) =

g@%mmﬁggimw+
i e

g
elﬁu/i‘wf/\fqb
ecl'_ | | (& [Z] [pw]

cel- Pdir

o / 3 o -

lelB ¢ pc(Sm)— _/ch(sir)+
ST gt e e

o . o .
DR NI Dhal B
ecl' | |€| € 2] \[p:/ ecT ‘6| e ?d:;/
S [l -3 % [ tn) G
ecl+ el Je N e el Je 0

Aplicando as alteracoes marcadas na equacao acima, obtemos

JO (Zapw + pc)

Reunindo na equacgao acima

a seguinte equacao

JO (Z7pw +pc) ==

ecl'y

= Zw/y] [pwHelehW/e[Z} [pe] +

ecl'_ ecl'_
N

-

1 2
o o _
+ ZW/e[Zpr]_ZW/GZpdiT—{_

1 3
o g _
+ Z W/e[Z] [pe] — Z W/ezpc (Sdir) +
ecl'_ | ecl'_

2
g g
+ ) W/[Z] pu] = > W/ijir' (4.262)
€€F+ € 66F+ €

1 3

os termos sublinhados com mesmo valor (1, 2 e 3), obtemos

3 Wlww+zTﬁﬁmm

ecl Ul LUl ecl', Ul
g o _
Z W /Zpdir — Z W /ch (Sdi’/‘) . (4263)
ecl Ul € eel_ €

Substituindo a equacao (4.263) em (4.259) obtemos finalmente a equagao para a pressio,
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[tz = 3 [ 2avn, Vz+Z/A KV, Vz +
Q

Ecep Eecep

- > / {MEVpy R} 2] = ) / Mk Vpe - 1ic} [2] +
ecl', Ul LU ecl', Ul

+ Z /{)\thz Ne } [Pw] + Z /{)\ kVz-n.} [p] +
ecl'p,Ul' LUl ecl', Ul

- Z /)\tkvz nepdzr Z /)\ kvz nepc Sdzr)
ecl' Ul eel’_

g g

DY I ZICEAD SN A RIE

BGFhUF+UF GEFhUF
g g _

— Z W Pdirz — Z W Pe (Sdir) Z. (4264)

eclyUl_ € ecl_ €

Para implementar um método implicito, as quantidades que evoluem temporalmente

serao avaliadas num tempo ¢ + 1, conforme segue

/ (ot m)z = / ANPRVPS V24 Y / NP RV V2 +
Q

Eeey, FEecey

_ Z /{)\H—lkvpz-H . }[ ]+
e€l, Ul Ul'—

_ Z /{)\H_lkfva_l A }[ ]
ecl'pUl'_

+ /{)\H'l/{:Vz ne} [ Z}H] +
eGFhUFJrUF

S / [NHET 0} [0 +
ecl', Ul —

- Z /)\Z+1k7vz nepdzr - Z />\Z+1kvz nepc (Sdzr)
el LU ecl_

vy S EEe Y5 [
e€l, Ul LUl — ’6| € eGFhUF H

- Y /pdw" Z _ﬁ/pc (84ir) 2. (4.265)
€] cer lel” Je

eGF ulr'—

Na sequéncia vamos obter a equagao da saturacao usando o método de Galerkin

descontinuo. A equacdo que da a evolucao temporal da saturacao pode ser escrita como
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segue
0
—gbasn — V- (AkVpw) = qu, (4.266)

primeiramente, escrevendo a equacao (4.266) em termos de operadores vem

V- f+5+Q = Lf,
Lf = o0, (4.267)
onde foram definidas as quantidades
> 0
f = )\kapun S = ¢§Sn> Q = Qu, (4268)

observando a equagao (4.267) vemos que o operador L atua em f e o resultado é nulo,
mas se ao invés de usar f usarmos uma aproximacao para f, denotada por ﬁprox., que é
uma expansao através de uma base, entao ao invés de L atuando em ﬁpmx. produzir um
resultado nulo o resultado serd um residuo R, tao menor quanto melhor for a aproximacao.

Deste modo, baseado em (4.267) podemos escrever
L fapros. = R. (4.269)
Fazendo o produto interno do residuo com uma funcao peso v obtemos
(R,v) = / L faproa.v, (4.270)
Q
e por comodidade, vamos denotar a funcao aproximada ﬁpmx. apenas por f, ou seja,

(R,m:/gﬁfvz/g(v.ﬂSHg)u. (4.271)

Para construir varios métodos da classe dos métodos de residuos ponderados basta

considerar o produto interno (R, v) como nulo,

(R,v) = 0,
/Q<V-f+5—|—Q>v ~ 0. (4.272)

Para o caso em que a fungao peso v seja escolhida como fungoes da mesma base usada

para expandir f, o método obtido é o método de Galerkin.
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A equacao (4.272) pode ser reescrita usando as defini¢oes de (4.268), conforme segue
0 = / (V-f+S+Q>v
Q

/quv = —/qub%—/ﬂvv-f. (4.273)

O uso da identidade vetorial seguinte sera util para aplicar o teorema de Gauss,
A\ (vf) = f-Vv+vV-f,
W = V. (vf) — v (4.274)

Substituindo a identidade da equacgao (4.274) em (4.273) obtemos

/quv - / d)%—/v vf /f ) (4.275)

na equacao (4.275) o termo fﬂ V- <vf> pode ser trocado usando o teorema da divergéncia
de Gauss, além disso o volume total do dominio €2 pode ser trocado pela soma dos volumes
dos elementos E enquanto o fluxo através das faces dos volumes sera através da soma de

todas as faces e compartilhadas pelos elementos F;_; e E; vizinhos.

/qu = /¢as”+2/f Vo— Y /'Uf he,  (4.276)

eclp UL Ul
conforme (4.244) é possivel reescrever o fator [vﬂ de (4.276) como segue
o] =[]+ {7} (4.277)

Substituindo (4.277) em (4.276) vem

/quv: / +Z/fw+

-y /{v}fne— S / i}, (4278)

e€l, Ul UT'_ e€l, Ul Ul

0 proximo passo é substituir a definicdo de f conforme a equacio (4.268) em (4.278), logo
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/qu = / 8Sn—l—2/x\ kVp, - Vv +
Q

Ecey
DO ACEYE TR
SEFhUF+UF_
— > / Ik VDy - 7ie} . (4.279)
ecl'p,Ul' L Ul

O termo de (4.279) que possui salto no gradiente de pressao, [ {v} [AkVpy - 7tc], pode

ser melhor analisado conforme a identidade seguinte

Nie + V | {0} [Mokpw] | = {Vv - e} [Mokpw] + {0} [Nk VDy - 7], (4.280)

na equacao (4.280) o salto da pressao p,, esta sendo considerado nulo, ou seja a fungao

Pw € continua, isto implica em
0 = {Vo i)} Pokpu] + {0} Pk Ve - fie] |
{v} AkVDy - 1e] = —{Vv-n.} [ Aukpwl,
/ (0} PokVpu -] = — / kYo - i} [po) (4.281)

Substituindo (4.281) em (4.279) vem

Osn,
/qu = /v¢i+Z/A KV - Vo +
Q

Eeey,

+ > /{A EVv - i} [po] +

BEFhUF+UF

— > / [ Ik VD - e} (4.282)

ecl'p,Ul' L Ul

mas em (4.282) o termo sublinhado com I pode ser descrito como segue

I = Z/{)\ ENVv - e} [pw] +
ecly,
+ Z /)x kN - fepl . — Z //\ kN - feplt. +
6€F+ €€F+

+ Z/)x ENVU - NPy int. — Z/)\ kNVv - Nepg,., (4.283)

ecl'_ ecl' 4
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e de maneira similar ao que foi feito de (4.252)-(4.254), podemos reescrever a equagao

acima como

I = Z/{/\kav-ﬁe}[w]Jr

et b
1
+ Z /{)xkaU . fle}[ w] - Z /)\wk'V’U : ﬁepdir+
e€F+ € e€F+ €
+ Z /{)\ EVv -} [po] — Z //\ ENU - NePair: (4.284)
eeF, ecl'_
1 2

em (4.284) devemos notar que [p,] assume o valor [p,] = pf. . em 'y, [p,] assume o
valor [py| = Py ine. €M T, pair assume o valor pg, = pg,. em I'_ e pg;, assume o valor

—
Pdir = Pgi €M L'y

Nota-se ainda a possibilidade de reunir os termos sublinhados com 1, bem como os

termos sublinhados com 2, em (4.284) ficando apenas

I = Z /{)\ kEVv - e} [pw] — Z /)\ kN - Nepair, (4.285)

ecl', UL Ul ecl' U

ao trocar (4.285) em (4.282) obtemos,

/quv: /v¢%+Z/Awpw Vo— Y /{Akpr Rt [v] +

€T, Ul Ul
+ Z /{/\ EVv - e} [pu) Z //\ kN - fuepir- (4.286)

€€FhUF+UF EGF ur—

Finalmente vamos introduzir um termo de pénalti em (4.286), este termo ndo afeta equa-

¢cao mas ¢ util na estabilidade do método, sendo nulo quando a solugao é exata, logo

/quv = / ¢88”+Z/)\ kVpy - Vo — /{)\ kVpy - e} [0] +

Ecep eGFhUF ur—
+ ). / {MkVo -} [pu] = > / Aok VU - iepair +
CEF}LUF+UF7 EEFJFUF,
+ Jo (v, pw) s (4.287)

onde o termo Jy é definido do mesmo modo que em (4.260),
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s = 3 5 b, (1.288)

e€l', U2

Similar ao efetuado de (4.260)-(4.263) a equacao (4.287) pode ser reescrita da seguinte

hp)= S |€%/@[U][w]— 3 é/evpdm (4.289)

ecl Ul LUl

forma

substituindo (4.289) em (4.287) ficamos com

/quvz /quﬁ%—i-Z/)\kpr Vo— > /{)\kpr R} [v] +

Ecep eclp UL Ul
+ / Dk Vo e} [pu] = > / Aok V0 + ToePair +
eEF}LUF+UF_ ecl' Ul
o o
+ Z W/M [pw] — Z W/Updir' (4.290)
e€l Ul LUl = € ecl Ul €

finalmente a discretizagao temporal do tipo Euler forward em (4.290) e a anéalise das
quantidades que evoluem no tempo no instante ¢ + 1, permite obter a discretizacao na

forma implicita da equagao da saturagao, como segue

¢ i+l i+1 i+1
/quvz /At( s v+ NSRSVt

Eeey,
_ Z /{)\z—l—lkvpz-l—l . }[ ]+
ecl', Ul LUl
+ Z /{)\lJrlva e} [t +
ecl, Ul Ul
- Z //\H_lkvv nepdzr
e€l Ul _
+ Y gﬁ/ 1] o] — 5/pd,rv (4.291)
e€l, UM LUl _ e e€F+UF €]

Para construir o Jacobiano que permitira resolver o sistema de equacoes discretizadas
vamos substituir as expansoes para a pressao e saturacao, bem como escolher as fun¢oes

peso, como segue

(P sn o z0) = ZPESOEvZSESOEa‘PEa@E ; (4.292)

lp=1 ls=1



112

com 1 <7, <my, el < r, < mg as derivagoes serao de acordo com os coeficientes,

conforme segue,

Ipitl 9gitl
(gp ;plp> l ZPEQ’OE’ l Z E"DE (90an> (4.293)
E E

E lp=1 E ls=1

8pz+l asz+1> l
) = ) s = (0,0%) . 4.294
(8515 83% s %;PE@E Bl Z ESOE ( SOE) ( )

El_l

Vamos calcular as contribuicao das integrais de volume da equacao da pressao,

C.1.0. (p%’) = 8il (/ /\l+1kvpz+1 Vz—i—/)\urlkvarl Vz), (4.295)
PE

substituindo a func¢do z de acordo com (4.292) vem

c.i.v. (p%) :il /)\thp”l Vo /)\lJrlkVp”l Vo Eailp, (4.296)
opp ' Opp

E

-~

G"p

em seguida, atuando com o operador de derivagdo na equagao (4.296),

IG™ opit . Op.  Ositt .
— = / DV R / WA (4.297)
oph E opp E Isitt opp
SN—— S——
eq. (83) eq. (83)

Substituindo (4.293) em (4.297) obtemos

oG .
Lo /At’fvwlz_«’?'vwé’ﬂw
opp E
oGr Ver  VepTh Ve Ve
a / Nk | Vg Vgp’“f' VLA VO R (4.298)
g E ) .

De maneira similar é obtida a contribuicao da integral do volume devido a saturagao,

como segue
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0 r oG™
c.1.0. (le) = ERA (/E AkVpiH VT / A TP . Ve P) = ERAR (4.299)
E y

E

N
-

G™

IG"™ o\, Ositl Opitt
—_— = . & k‘VHlVTp—i—/)\kV—w-VTp—i-
sl /Easﬁl st b vE 5 sy or
——
eq. (84) eq. (84)
O\, Ositl
- = kVp. - Vo
g Ositl 88% VP Pe
——
eq. (84)
Oop.  Osi! .
Ak . n |y, 1,
= [ A e ol | Ve (4.300)
——
eq. (84)

substituindo (4.294) em (4.300) vem

G O\ .
— = / Lol ki Ve 40 +

Gslg g Ositl
OA n apc Tp
/Ev‘ 887“—"_1 @Ekvpc V(,O /E)\nkv (a il QOE) . VQDE7 (4301)

em seguida, mudando a notagao de ds:! para asE, Pt para p,
oG™ (‘Mt 8)\
l apc r a r
+ | MkeEV () Vep + | Mk i SVl V. (4.302)
E 885 E Js

A seguinte identidade sera ttil

S

8515 85%‘ 85% E

finalmente, substituindo (4.303) em (4.302) obtemos
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8Grp a a)\n Tp
- /8 ztSOEkpr Vo + /WSO%’CV]%'VSDE—F
E 0OSgp

ls
Js}

0%p , Ape .
+ /Aklsawvsn-v P+/EA kalw Vep. (4.304)

para as fronteiras internas a contribuicao é dada por

c.fa. (p%) = — alp {/\H-lkvpz—‘rl }[z] + lp/ {/\inJVZ-ne} [ :U+1} +
Opp Jeer, Opjp Jeer,
+ izp Lﬁ [ zu-i-l} 2] — 8lp {/\;‘L—Hkvpi-i-l . ne} [2] +
Oph Jeer, le] IpE Jeer,
0 0 o A
+ M+ — / — [t [2]; (4.305)
o y [Pt o7 e, 1P [pc"]

para o elemento Ey, mudando z por 3% , Ai™ por A,, A{*! por A, vem

0Grp1 dpit! . i Opit!
L IR T S o Ry B ST e SR 8
(9]9131 eel’y, 8]9E1 eel’y, pE1
o 1o ¢, o
T / 118 o [‘PEPJ _/ /\iklv—lppcﬂ'ne [2] +
e€l’y |6| pEl eel’y, apE
0 o .
+ / {x\}lk’IVz-ne} T pj:“ +/ LB _lpzc+1 2], (4.306)
e€T), opf, eery, le|” | Opp
ou simplesmente
oG .
B _/ {)\ K'VeE ne} (o] +
8pEp'1 6€Fh
v lp o lp Tp
+ {NE'VOE .} [@El] +/ —3 [@El} (2], (4.307)
eEFh CEFh |6|
oG 1 )
lEl _ __/ )\ikIVgolﬁl NP+
apg’l 2 EEFh
1 17.1 Tp Ip g Iy, rp
+ = MNEVQE - neph + — 55 PE- (4.308)
ecl'y, e, |e|

4.4.1 Consideragoes gerais sobre o salto

Para discussao das propriedades abaixo, a figura (23) serd usada como base; o salto

de uma funcao f através da face compartilhada pelos elementos 1 e 2, pode ser definido
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como segue

[f] = find + fong, (4.309)

mas observando a orientagao dos vetores unitarios na figura (1), podemos notar que,
ng = —-nj, (4.310)
substituindo (4.310) em (4.309) vem,

[f] = (fr = f2) nf, (4.311)

trocando nj por +1, conforme a convengao do sinal na fronteira que pode ser novamente

observado na figura (23), temos apenas

[f1=fi = fo, (4.312)

De uma forma genérica e equivalente, podemos definir o salto entre dois elementos que

compartilham uma borda interna,

[f] = ficania + fing, (4.313)
da mesma forma que fizemos anteriormente é possivel notar que
n; =-nt,. (4.314)
Substituindo (4.314) em (4.313) obtemos

[fl1 = (fir = fi) iy, (4.315)

mas trocando n;” , por +1, ficamos apenas com

f1 = fier = fi, (4.316)

4.4.2 Salto através do contorno I'_

O contorno I'_ ¢ a fronteira entre o elemento 1 e o exterior, como o salto esta definido
para dois elementos, vamos aplicar o salto supondo a existéncia de um elemento 0 que
compartilharia a borda I'_ com o elemento 1, sabendo que este elemento 0 nao existe.

Deste modo, o salto como definido em (4.313) fica

[f] = ficani—y + find = fong + fini, (4.317)
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+_ o+

mas neste caso ¢ possivel fazer em (4.317) a substituicdo ny; = —n;", ou seja,

[f] = (fr — fo) ni, (4.318)

para o caso nj =1,

[f]1 = fi = fo, (4.319)

ou seja o salto através do contorno I'_ é o valor da funcao no interior do elemento 1

subtraido do valor externo ao elemento 1, no caso o elemento ficticio 0.

4.4.3 Salto através do contorno I',

Analogamente ao discutido no calculo do salto através do contorno I'_, temos

[f] = fang + fsng, (4.320)
substituindo n = —nJ em (4.320), obtemos
[f] = (fa— fs)ni, (4.321)
fazendo n = 1 vem
[f] = fa—fs, (4.322)

ou seja o salto através do contorno I'; é o valor da funcdo no interior do elemento 4

subtraido do valor externo ao elemento 4, no caso o elemento ficticio 5.

As discretizagoes abrem a possibilidade de implementacao dos diferentes métodos nu-
méricos discutidos nesta seccao, através de codigos computacionais, primeiramente serao
implementados codigos para equacgoes diferenciais simples e posteriormente, serao reali-

zadas aplicagoes dos codigos para simular as equagoes do escoamento bifasico.
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5 ALGUMAS APLICACOES

Neste capitulo apresentamos a implementacao computacional de alguns casos estuda-
dos usando o programa R: escoamento bifasico em 1D com método de linhas, difusao do
calor em 1D e 2D. Em seguida apresentamos também o estudo do escoamento bifasico

usando o OpenFOAM.

5.1 Fluxo bifasico em meios porosos com método de
linhas

E possivel implementar as equacoes basicas do escoamento usando o método de linhas
discutido no capitulo anterior. As equacoes da pressao e saturacao foram deduzidas

previamente no capitulo 3. O modelo fica estabelecido pelas equagoes e relacoes seguintes:

e Relacoes fundamentais:

krn k'rw
P.=P,—P,, Suy+S,=1, \p=—, A= . (5.1)
fn P
e Modelo de Brooks-Corey:
_1 2430 9 240
P.(S,)=Pi(1 =577, ki (Sn)=(1-=5,) % , kuu(Sy)=8;1—(1-5,) 7 |.
(5.2)
e Equacoes para pressao e saturagao:
V- (MEV Py + MEVE) = gu+an,
B, . .
—55 = V- (kAwVPw) = u- (5.3)

e Saturacao inicial
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0.15, {x=a;},
L= = 5.0
0.80, {z > x;}.
e Equacao da pressao em 1D
0=— [kOy (A + Ao) Oupw + k (A + M) Oobw + KOy (An) Oupe + kX O2pe] (5.5)

0=—kdp M+ o) Pwrr — k (A + Aw) OuDwir — kOp (A) Oupe — kXn O2pe. . 5.6
( ) PwlT ( ) OxPwrin (An) Oup D (5.6)
I(x) II(x) IIi(z) IV(z) V() VI(z)
e Equacao da saturacao em 1D
ds 1
—2 = —— k0, (M) OuPw + kXO2pu| - 5.7
o= =5 160 () i+ k092 (57)
As equagodes a serem implementadas pelo método de linhas sao
= _ 4 (5.8)
Pw =Pwi, Pwil = dxpwb .
L pert = — (@) prs + I (@) IV () 4V (@) VI (2)] 77, (5.9
d{L‘prI = L) Pwir x T T T i7i (x)’ .
ds, 1 9

E possivel notar em (5.8) e (5.9) que a equacdo da pressdo teve sua ordem reduzida,
pois os integradores do método de linhas integram apenas sistemas de equagoes de primeira

ordem. Adicionalmente, temos os seguintes parametros,

x = [0,100], h, = 0.400,¢ = [0,1] , h, = 0.600,
fin = 1072, Py = 3 x 10°, Ppyproq = 10

k=10"%¢=02P;=10%60 =2, j1, = 1072, (5.11)
Cy = 0.267,Cy = 0.333, (5.13)

2
S () 0267 (5.14)

0.333 + ¢ 03002
O programa que implementa as equagoes acima, denominado 2phase.flow.1.R, consta no

apéndice A e permite obter os seguintes resultados
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0 20 40 60 80 100

3e4+06 '+t~ 3e+06
2,5e+06+ -2,5e+06
" ] I
o 2e+06- -2e+06
o
1,5e+06+ -1,5e+06
11— Presséol
le+06+—/—/—mM@3Wr———— 1le+06
0 20 40 60 80 100
X
0 20 40 60 80 100
0,84 -0,8
0,6 -0,6
b= - I
<0,4- 0,4
0,2- 0,2
1] — Saturagé’ol -
0 - T - | - | ' | 0

0 200 40 60 80 100
X

Figura 24: Curvas de pressao (superior) e de saturacao (inferior) para simulagdo de 300
dias de escoamento de dois fluidos em um meio poroso utilizando o método de linhas.
Foram usados [At, Az] = [0.01,0.1]. A pressdo é dada em Pascal Pa, a posi¢io é dada

em metros m e a saturacao é adimensional.
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Em seguida sao apresentados os valores de referéncia, para comparacao, obtidos
usando o esquema IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) implementado no soft-

ware livre OpenFOAM, listado no solver disponivel no apéndice A.

0 20 40 60 80 100

3e+06 ot — 1 3e+06
2,5e+06- -2,5e+06
")
o 2e+06- -2e+06
o
1,5e+06- -1,5e+06
1|— Pressao
le+06+———" 2 1e+06
0O 20 40 60 80 100

X

0 20 40 60 80 100
1 1 | 1 | 1 | 1 | 1 1

0,8- -0,8

0,6 0.6
=
V0.4 L 0.4

0,24 -0,2

Saturacao I

0 R R 0
0 200 40 60 80 100
X

Figura 25: Curvas de pressao (superior) e de saturacao (inferior) para simulagao de 300
dias de escoamento de dois fluidos em um meio poroso utilizando o software OpenFOAM.
A pressao é dada em Pascal Pa, a posicao é dada em metros m e a saturacao é adimen-

sional.
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Considerando as figuras (24) e (25) notamos que ha uma diferenca significativa entre
as curvas de saturacao. A saturacao obtida pelo método de linhas apresenta uma oscilacao
indesejavel (instabilidade), além disso a frente da referida curva de saturagao esta quase
20m adiantada com relacao a curva de referéncia. O adiantamento é esperado, pois o
método de linhas implementado nao roda curvas abruptas (diverge), entdo a saturagao
foi suavizada para que a simulacao pudesse rodar, e a frente de saturacao implementada

pelo método de linhas ja partiu quase 20m adiantada, conforme a figura abaixo,

0 20 40 60 80 100
1 1 | 1 | 1 | 1 | 1 1

0,8- -0,8

0,61 -0,6
=
“0,4- -0,4
0,2 -0,2
Saturagéol

0 - | | ' I ' 0
0 20 40 60 80 100
X

Figura 26: Campo de saturagao inicial suavizado utilizado no método de linhas. A posi¢ao

é dada em metros m e a saturacao é adimensional.

Comparando as solugoes obtidas pelo método de linhas e pelo método de volumes
finitos (OpenFOAM), notamos que o método de linhas ndo é uma boa escolha. O método
de linhas apresenta oscilacoes na solugao da equacao da saturagao mesmo apoés a utilizacao
de filtros do tipo “smoth interpolation”. Essas oscilacoes tendem a crescer com o avango

do tempo.

A estabilidade depende do método de discretizagao. No caso do método de linhas,

o fato de nao discretizarmos todas as derivadas nao nos permite efetuar uma analise da
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estabilidade, pois uma das derivadas ficou sob demanda do conjunto de integradores do R.
No entanto observamos do experimento numérico que o método das linhas implementado

é instavel.

5.2 Aplicacoes do Método de Volumes Finitos
A seguir vamos realizar algumas aplicacoes do método de volumes finitos, com o obje-
tivo de produzir c6digos computacionais que possam ser reaproveitados para a simulagao

de reservatorios. Estes codigos serao construidos baseando-se na discretizacao da forma

integral da equagao geral do transporte, [27].

5.3 Equacao Geral do Transporte

A equagao geral do transporte pode ser escrita na seguinte forma, |27],

a - i - -

S8) + Velpoi) = V-(IVe) + S

~ — —_—— (515)
transiente conveccao difusao fontes

Na equagdo (5.15) o termo transiente estd associado com a taxa de variagdo tem-
poral da propriedade estudada, o termo de conveccao esta associado com a parcela da
propriedade que ao ser transportada sofre o efeito da corrente de deslocamento através
do meio, podendo ser transportada mais rapidamente ou mais lentamente dependendo da
intensidade da corrente, o termo da difusao esta associado com a variacao da propriedade
em cada ponto, e por iltimo, o termo de fonte corresponde a uma taxa de producao ou

destruicao de uma propriedade no meio.

Em seguida estudaremos os esquemas de discretizacao do termo de difusao da equagao

(5.15).

5.3.1 Difusao no Estado Estacionario

Esta anélise sera feita sobre um problema especifico do fluxo de calor em uma dimen-
sao, de forma estacionéria, onde as temperaturas no inicio e final do dominio sao dadas

respectivamente por Ty = 100 e Tz = 500, sendo a distancia entre dois pontos nodais
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consecutivos! dz = 0.1m, mostrado na figura abaixo.

>
1
m

Area (A)

Figura 27: Tlustracao do dominio onde a difusao do calor sera resolvida, representando

uma barra com area de seccao transversal negligenciavel.

A conservacao do calor através de um volume é descrita pela lei da conservacao da
energia térmica. Ja a forma do fluxo de calor com relacao a temperatura é dada pela lei
de Fourier. Reunindo estas consideracoes é possivel formular o problema do fluxo de calor

Como segue,

0 .
i = —kVT,
0 . /o
=T = v-(WT). (5.16)

E interessante notar que a equacdo (5.16) ¢ um caso particular da equacio (5.15)

conforme pode ser observado abaixo,

9140 = 6-(WT)+0,

ot
8 = — o = —
5 (00) + 9 - (pot) = V-(FV¢)+,L€,,
0
9 L /T
5 (0)+0 = v-(;v¢>+0, (5.17)

ou seja, basta anular o termo de fonte e o de conveccao para estabelecer a semelhanca

entre (5.16) e (5.15), conforme podemos observar em (5.17).

Para o caso estacionério basta desconsiderar em (5.17) a parte temporal, ou seja,

LA figura (27) foi retirada da referéncia [27].
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| @

(T) = 6-(NT>:0:6-(WT),
v

o))
~~

| @

() = V- (%%) = 0p=V- (r%). (5.18)

~——
0

D
~

De (5.18) é possivel notar a equivaléncia {¢,I'} = {T,k}. Esta equivaléncia é im-
portante, pois ao resolver o problema de difusao e discretizar o termo V- (Fﬁqﬁ) sera
possivel em ocasioes futuras aproveitar a discretizacao deste termo, apenas declarando ¢

e I' de acordo com a equacao a ser resolvida.

Em seguida obteremos a forma discreta do termo de difusao. 2

_'_
I
|
|
I
)
I'
|
|
|
|
11
moe w
L ]
P |

Figura 28: Discretizacao do dominio em volumes finitos, a quantidade de interesse deve

ser obtida nos pontos contidos no centro de cada volume.

O dominio é subdividido em células, cada célula contendo em seu interior um ponto
nodal que possui duas faces vizinhas encerrando a célula. Para cada ponto nodal, a
localizacao dos seus vizinhos e das faces vizinhas segue a notagao de bussola com letras

maitsculas e minisculas respectivamente.

Devido ao uso do teorema da divergéncia os valores dos fluxos sao calculados nas faces

2A figura (28) foi retirada da referéncia [27].
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—
<

-(rﬁqs) v = / (rﬁgb)-d[f,
S

(5.19)

A aproximagao em (5.19) pode ser simplificada considerando A, = A, = A, pois na
ocasido a discretizacdo de (5.19) sera relacionada com a equagao (5.18); ndo é interessante
fazer o mesmo com I', pois em ocasioes posteriores seré possivel reutilizar I' como um valor

que muda em cada face (permeabilidade, permissividade, condutividade, etc...) .

Simplificando (5.19) ficamos com

00 [ (rer) o bs—0 - or—dw
Z_/Vv.@w)dv_re —£r 2t (5.20)

De maneira equivalente, a equagao (5.20) pode ser organizada em termos dos coeficientes

'y | T, I,
= — — : 21
0 oz pw qbw * ( Oz pyy 5$EP> opt dxrpp o5 <5 )

os coeficientes de (5.21) podem ser renomeados usando a seguinte notagao,

0= awoéw + apodp + apdg,
r, ¢
D ST . 5.22
{GW,CLE,@P} {6I75$7 aw GE} ( )

A aplicagao de (5.21) e (5.22) no dominio da figura abaixo® é para os pontos nodais
internos. As condicoes de fronteira estao associadas com os pontos nodais inicial e final.

Na ocasiao do exemplo tratado, serd possivel construir o seguinte sistema linear

1 2 3 4 5 l
Tat ® ———— | - ; i ° R

| 8x/2 ‘ Sx 8x ‘ 5x/2 ‘
- -

Figura 29: Distancia entre pontos nodais consecutivos e distancia entre os pontos nodais

e as faces nas regides de fronteira do dominio.

3A figura (29) foi retirada da referéncia [27].
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Aixitix1 = Cix, (5.23)

e o vetor solucao seré obtido resolvendo-se o sistema linear,

Pix1 = ApiCixa. (5.24)

X1

Para usar uma notacao que seja compativel com a matricial é necessario converter a
notacao de bussola em notacao indicial. Para isso vamos estabelecer uma correspondéncia

entre {W, E, S, N, B, T} e os indices {3, j, k} conforme a figura seguinte

E:f+l_j FT"::'—l_j _?\,'T:f,j+l Sif,j—l

e:f+%__g‘ u':f—%,j n=i, j+% .s:r‘,j—l

2

Figura 30: Equivaléncia entre a notagao de bissola e a notagao indicial, Gtil para montar

os esquemas na forma matricial.

Vamos estabelecer um esquema para a construcao da matriz partindo da equacao
(5.22) com os pontos nodais variando de 2 até 4. A seguir nos preocuparemos com o0s

pontos 1 e 5, pois estes envolvem os valores na fronteira. Entao

awow +apdp +apprp = 0,
Qi i—1Qi—1 + Qi@ + i i1Pi1 = 0. (5.25)

Para os pontos nodais de 2 até 4 ficamos com as equagoes seguintes
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ponto nodal Equacao

1

2 ag101 + G202 + az3P3 =0
3 az2Q2 + a33¢93 + azap4 = 0
4

5

4393 + A4aQ4 + Aa505 = 0

Tabela 3: Equagoes discretizadas para os pontos nodais internos, estas equacoes serao

lteis para construir o sistema linear a ser resolvido.

Das equacoes na tabela acima é possivel notar que a equacao matricial correspondente

ao sistema em questao é da forma

¢1
agr azg az 0 0 03} 0
0 asx asgzs aza O o3 | =1 0 |- (5.26)
0 0 au3 au ags P4 0
Ps

Em seguida é necesséario retomar a equagao (5.21) e reformular a discretizagao para o

ponto 1, que possui como vizinhos o ponto nodal 2 e a fronteira esquerda,

OZFGM— lim  lim FwM:Fe¢E_¢P—Fw¢P_¢w,
dx/2

5.27
ox S —bw Sz—51/2 ox ox ( )

Observe que o elemento de coordenada W a esquerda do ponto 1 nao existe, assumimos
entao que este é igual ao valor na face w e esta estd na metade do caminho até o ponto

nodal externo. Usando a mesma notacao definida em (5.22) temos

aw ¢uw + apdp + apgp = 0, (5.28)

r, I.
{aw,aE,ap} = {—,—x,—aw—aE}. (529)



De maneira similar ao efetuado nas equagoes (5.27)-(5.29), a equacgdo para

nodal 5, pode ser escrita,

lim lim 1,229 _p ¢~ w

0=
pr—de 6T /2 ox ox

awdw + apdp + app. = 0,

( - Iy T
aw,ap,0py = 5x’5:p/2’ aw — ag ¢ .

Reunindo estas informacoes podemos completar o sistema linear,

ponto nodal Equacao
1 aipPo + a11¢1 + a2 =0, |
5 5494 + a5505 + ase = 0,
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0 ponto

(5.30)

(5.31)

(5.32)

Tabela 4: Equacoes discretizadas para os pontos nodais nas fronteiras, esta tabela com-

plementa a tabela (3).

Finalmente o uso da tabela (3) permite completar a equagao (5.26),

ann az 0 0 O 03} —a1001
aq a9 as O O @2 0
O a9 a3 ay O ¢3 0
0 0 a3 aq4 as @4 0
0 0 0 a5 ag ¢s —as6P6
ou seja,
A5><5¢5><1 = CV5><1;
onde
a; aip 0 0 0 b1
asr G asz 0 0 03}
Asys = 0 agy azz3 azyy O , Osx1 = 03 y Csx1 =
0 0 a4z au ass on
O 0 O 54 Q55 ¢5

—ai090

—a5606

(5.33)

(5.34)

(5.35)
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Para o ponto nodal 1, basta observar a equacao (5.29) e converter da notagao de
bissola para notacao matricial,

I Iy

— -2 = — — . 5.36
Q10 5$/2, Q12 oz a1 G190 — Q12 ( )

Para os pontos nodais internos, de 2 até 4, vem

i o .. L . .
5z Vi=i—1, a; = 5—;17 Vi=i+1, aj=—aii1— a1, Vj=1i (537)

Qij =
Finalmente, para o ponto nodal 5 os coeficientes sao
I's L'

a54 = %7 as56 = m, 55 = —0s4 — Asg- (5-38)

Para concluir, este problema pode ser resolvido lembrando que os dados para este

exemplo sao

W
{Ty =k =T, ¢ =Ta, 6 =Tp} = {100—K, 100K, 500K} . (5.39)
m

Para calcular o dx é necessario contar o numero de pontos nodais e como a distancia
entre cada dois pontos nodais é dx, restara ainda a distancia do primeiro ponto nodal até
a borda inicial dz/2 e também do ultimo ponto nodal até a borda final §z /2, ou seja, para
n pontos nodais, teremos (n — 1) 0z + dx/2 + dx/2, logo, | = ndx onde [ é o tamanho do

dominio, e portanto dz = [/n.

Para este problema a matriz Asy5 assume a forma seguinte,

-3 1 0 0 O
1 =2 1 0 0
Asxs=10001 0 1 -2 1 o0 [, (5.40)
o o0 1 =2 1
o 0 o 1 -3
enquanto a matriz C' que esta envolvidas com as constantes vale
—200
0
0

—1000



Finalmente, basta resolver o sistema linear abaixo,

1000

o O O =
S
—
|
[\

0
0
0
1

-3

Vv
Asxs

$1
P2
3
P4
s

= 1000

de onde é possivel obter as temperaturas nos pontos nodais,

$1
o5
3
P4
s

140
220
300
380
460

—200

—1000

Csx1
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; (5.42)

(5.43)

5.3.2 Implementagao Computacional da Difusao no Estado Esta-

ClOnAario

Para uma quantidade pequena de pontos nodais é possivel resolver o sistema de dife-

rentes formas, mas quando uma grande quantidade de pontos nodais é utilizada, torna-se

indispensavel a implementacao computacional do sistema. Na ocasiao a implementacao

em R mostrou-se bastante eficaz, inclusive pela disponibilidade de pacotes para inversao

de matrizes esparsas em poucos segundos.

Inicialmente, é necessario definir as constantes e o grid. Portanto, é necessario escrever

no codigo R as seguintes linhas:

Trecho de cédigo R: inicio

1=0.5; x0=0; xnf=0.5; n=100; interval=1; phi0=100

phinf=500; Gamma—=100; nf=n-+1; delta.x.n=1/n; delta.x.f=delta.x.n/2
first.node=x0+delta.x.f; last.node=first.node+(n-1)*delta.x.n

grid1D <-seq(first.node,last.node,delta.x.n)

Trecho de cédigo R: fim

Onde: “1” foi escolhido para representar o tamanho do dominio em 1D, “x0” é a posicao

inicial do grid, “xnf” é a posicao final do grid, o ntimero de faces é respresentado por “n”,
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a variavel “interval” define o intervalo no qual o resultado deve ser gravado no arquivo de
saida, “phi0” é o valor de ¢ na face do inicio do dominio, “phinf” é o valor de ¢ na face
do final do dominio, “Gamma’” é o valor de I, “nf” é a quantidade de faces, “delta.x.n”
é a distancia entre pontos nodais consecutivos e “delta.x.f” é a distancia entre uma face
e um ponto nodal adjacente, “first.node” e “last.node” definem as posicoes do primeiro e
ultimo pontos nodais respectivamente e finalmente a variavel “grid1D” guarda os valores

das localizacoes dos pontos nodais.

Em seguida a matriz que guarda os valores de I' nas faces é criada abaixo, lembrando
que para o problema acima I' é constante, ou seja, terd o mesmo valor em todas as faces,

como segue
Trecho de cédigo R: inicio
Gamma.x=matrix(data=0,nrow=1,ncol=nf)
for(j in 1:nf){Gamma.x|j|<-100}
Trecho de coédigo R: fim.

A matriz A possui coeficientes associados aos valores dos pontos nodais e os valores

devido ao contorno do dominio sao definidos de maneira suplementar, como segue
Trecho de cédigo R: inicio
A10=Gamma.x|1]/delta.x.f
Alnf=Gamma.x|nf]/delta.x.f
Trecho de cédigo R: fim.

A matriz A é uma matriz tri-diagonal, portanto é esparsa. Para otimizar a solucao
do sistema linear é necessario carregar um pacote que habilite a solucao de sistemas com

matrizes esparsas, na ocasiao o pacote Matrix,
Trecho de cddigo R: inicio
library(Matrix)
Trecho de cédigo R: fim.

Em seguida a matriz A é criada como uma matriz nula n por n, e seus valores sao

guardados conforme o loop a seguir

Trecho de cédigo R: inicio
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A=matrix(data=0,nrow=n,ncol=n)

for(i in 1:n){ for(j in 1:m){

(i)

if(i==1){ A[i,j+1]=Gamma.x|j|/delta.x.n; A[i,j|=-A10 -A[i,j+1]}

if(i>1 & i<n){ Ali,j-1|]=Gamma.x[j|/delta.x.n; Ali,j+1]=Gamma.x|j+1]/delta.x.n
AlLjl=ALj-1]-AL+1] }

ifi==n){ Ali,j-1]=Gamma.x[j|/delta.x.n; A[i,j]=-Ali,j-1]-Alnf } } }}

Trecho de cédigo R: fim.

Agora que a matriz A esta criada, esta pode ser convertida para esparsa e em seguida
vamos verificar a economia de espaco nas diferentes representacgoes, esparsa ou densa,

como segue,
Trecho de cédigo R: inicio
Asparse<-as(A,"sparseMatrix")
object.size(A)
object.size( Asparse)
Trecho de cédigo R: fim.

Na ocasiao de uma matriz 20 por 20 a diferenca fica pequena, 3,4kbytes na representa-
cao densa contra 2,2kbytes na representacao esparsa, mas esta diferenca cresce quando o
tamanho da matriz A cresce, e para uma matriz 1000 por 1000 chega a 8000kbytes contra
41kbytes respectivamente nas representagoes densa e esparsa. Na figura (31)-superior é
possivel ver a ocupacao da matriz, enquanto na (31)-inferior é exibido o custo de memoria

para as representacoes esparsa e densa da matriz A.

Em seguida a matriz das constantes C é criada como uma matriz nula de n linhas
por 1 coluna, posteriormente sao inseridos os valores inicial e final que correspondem as

condicoes de contorno, enquanto os demais valores serao nulos, ou seja,
Trecho de cédigo R: inicio
C—=matrix(data=0,nrow=n,ncol=1)
for(i in 1:n){

if(i——1){C[i]—-A10*phi0}
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if(i==n){C[i]=-Alnf*phinf} }
Trecho de cédigo R: fim.

Finalmente, o sistema pode ser resolvido de duas maneiras: a primeira delas usando os
métodos do pacote base para resolver diretamente o sistema com as rotinas tipo LAPACK;
a segunda maneira usa o fato da matriz A ser esparsa e portanto é mais facilmente resolvida
pelo pacote Matrix do R, que inclui rotinas do tipo LAPACK e SUITESPARSE. A colegao
de rotinas SUITESPARSE é ampla e inclui a rotina UMFPACK cuja eficiéncia na solucao
de sistemas lineares envolvendo matrizes esparsas é bastante conhecida. Na figura (32)-
inferior é possivel notar uma grande diferenca no tempo gasto para resolver o sistema
linear com as diferentes rotinas, ja na figura (32)-superior podemos notar que a solugao

numérica esti de acordo com a solucao analitica.
Trecho de cédigo R: inicio
system.time(( phi=solve(A,C) ))
system.time(( phi2=try(solve(Asparse, C, sparse=TRUE,tol = 1e-19)) ))
Trecho de cédigo R: fim.

A solucao analitica para o problema em questao é dada pela fungao abaixo

6(x) = %(Clx—i—Cg), Clzf‘(m>,

Tn — Zo

e Cp=T (w) o ("”' ;r x()) , (5.44)
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Ocupacao na Matriz Esparsa A

4e3
18
16
14 0
w 12
©
5 10 -4e3
3 8
6
4 -8e3
2
0 -12e3
0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Linhas
Memoria Ocupada pela Matriz A
8
Esparsa mmm
7 - Densa mmmm
6 -
5 L
(2}
()
S 4 -
o)
2
3 L
2 -
1 -

10 20 30
Pontos Nodais

Figura 31: Superior: representacao da matriz esparsa A para uma discretizacao com 20

pontos nodais; inferior: ocupacao da memoria pela matriz A nas formas densa e esparsa.
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Temperatura
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Figura 32: Superior: Solugao do exemplo proposto usando 100 pontos nodais com intervalo

de gravacao de 10 em 10 pontos. Inferior: aumento do custo computacional quando a

solucao é obtida usando método para matrizes esparsas, contra a solucao obtida usando

método para matrizes densas.
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5.3.3 Difusao com o Termo Transiente

Para a difusao com termo transiente vamos estudar a conducao do calor através de
uma barra submetida a condigoes iniciais, como segue
- - T (z,0) = sin(mx),
T _v. (WT) , (5.45)
T(0,t)= 0, T(1,t)=0.
Adicionalmente a constante k esta definida como k& = 1. Para este caso a solucao analitica
é dada pela funcao,

T (z,t) = sin (7z) e ™", (5.46)

E possivel notar a semelhanca da equacdo (5.45) com a seguinte forma da equagao do
transporte,
0 - (> S
—¢+V (¢>)=V-<—V¢)+ -, (5.47)
Ot ~—— p p
’ 0
desde que sejam declaradas as relacoes de equivaléncia entre os valores:I'/p =T =k, ¢ =

T. A discretizagdo de (5.47) passa pelo procedimento de integragio,

t+At t+At
/ dth / / rv¢> dth (5.48)
t

Comutando as integrais dentro das possibilidades em (5.48) vem

Uvdv} /jw a@f - { /ttwdt} /V V- (Vo) av, (5.49)

ou simplesmente,

' ¢ t+At
/t " ?f)dt [I}Vd‘ft} / V- (I'Ve)dV , (5.50)
I II

Em seguida é necessario proceder com a discretizacao dos termos [ e I] da equagao
(5.50). O termo I seré discretizado no esquema conhecido como explicit forward Eu-

ler, o termo I tera a discretizacao reaproveitada da difusao no estado estacionério, em



137

conformidade com a equagao (5.19), como segue,

/'t+At a¢ N Y
: at - P P>

I
t At t At
/VV~(F¢V¢)CZV ~ Aere%—/xwrw%—xw. (5.51)

J/

-

11

Agora que a parte temporal aparece devido ao termo transiente, é necessario introduzir
os indices t e t + 1, onde t refere-se ao instante de tempo atual enquanto t + 1 refere-se

ao instante de tempo imediatamente posterior.

Considerando os coeficientes de (5.50), [ A dt] =dte [[,dV] =06V = Abz e a
regularidade da discretizacdo com A, = A, = A e reunindo (5.50) e (5.51), é possivel
obter

Adt ¢t _ ¢t ¢t _ ¢t
t+1 it ~ Fe E P _Fw P w 5.52
o ¢E Op Op — Py
o~ —Iy—. .
Neste esquema a estabilidade dependeré do coeficiente
I'ét
D=_—. 5.54
ox? ( )
A condigao de estabilidade é dada por F—‘St < 1[27]. Para construir a equac¢do matricial

do esquema dado em (5.53), basta notar que: para os pontos nodais 1 e n, os limites nas
faces devem ser assumidos em conformidade com o que foi efetuado nas equagoes (5.27) e
(5.30), enquanto para os pontos nodais de 2 até n-1 a equagao (5.53) pode ser utilizada,

conforme segue

e Ponto nodal 1

t t t t
t+1 o it s 1" (b (bl _ l 1 F ¢1 - (bW 555
o ot ow { ow qstwlinmsg” (53:—1>r(5r31:/2 Y b (5.55)
e Pontos nodais de 2 até n-1
t ot
P dp+ 5 { ¢E5x Fw% 5:[;% , P={2,...,n—1}. (5.56)

e Ponto nodal n
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P~ gt + ot { lim lim T, O — o Fw(b:l gftw} . (5.57)

0x | gt —ot sz—b2/2 ox

As equagoes de (5.55)-(5.57) permitem escrever as equagoes para 4 pontos nodais

(como exemplo), no seguinte formato,

ot r r ot r
t+1 o 4t ov N 2 t _2 t had 1 t
o =at ox ( oz 5m/2> o1t (5x) 2| F o <5m/2) %] (5.58)
~ ~ —— ———
ot r r r r ot
t+1l ~ t el -2 t -3 2 t 43 t e
—— —_—— ———
| e21 a2 a3 |
ot r r r ot
t+1 t . v 3 t -4 23 t v
=i (2 o+ (-5 ) e (5) ] + 0L oo
—— —_— ——
ot [T, r r ot | T
t+1 ot flin-1 _intl i t i n+1l ¢ 1
O ot 5z | oz T ( dx /2 5x> On| T Sx | dx/2 T (5.61)
mn—1 an,n An, n+1

A equacao (5.61) estd montada de maneira genérica para um n-ésimo termo, mas para

efeito de ilustragao, podemos escolher n = 4 e obter o seguinte sistema matricial,

Pit! an a2 0 0 ol a100h
t+1 ¢
ot o1 Qo2 @ 0 ot 0
;1 -2 21 @22 (23 ¢f n oz | (5.62)
3 z 0 as azs asz (03 x 0
Tl 0 0 as3 au be; Q45 CZ%

ou seja, para n pontos nodais o sistema assume a forma seguinte

o Ot 5t

nx1l — _Aan¢nx1 + Sz

57 —Cnx1, (5.63)

onde os elementos da matriz A sao dados por:
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: 1 L
= 1= Aii-1 = <
J U b
L
J = t+1—=a41 = =,
ox
j = 1= a; = —Q; -1 — Qji41- (564)

5.3.4 Implementacao Computacional da Difusao com Termo Tran-
siente

O esquema do tipo explicit forward Euler é bastante limitado para resolver a
equagao da difusao (5.45), pois para haver estabilidade necessitamos que 6t < dz?/T.
Com as condicoes do problema posto e com o esquema explicit forward Euler so é
possivel realizar simulagdes para pequenos intervalos de tempo, ficando claro a fragilidade

deste tipo de discretizacao para um intervalo de tempo maior.

Para implementar em R a difusao com termo transiente grande parte do coédigo an-
terior da difusao no estado estacionério foi aproveitado; primeiramente foram definidas
as condicOes temporais e a sequéncia de intervalos de tempo. A parte espacial utiliza a

mesma estrutura do codigo anterior. Logo
Trecho de cédigo R: inicio

t0=0

delta.t=(tn-t0)/(n-1)
time=matrix(data=seq(t0,tn,delta.t),nrow=n,ncol=1)
Trecho de cédigo R: fim.

Outra novidade com relagao ao cédigo anterior é a introdugao do campo inicial de

temperatura que devera evoluir segundo o esquema proposto por (5.63), neste caso,
Trecho de cédigo R: inicio
phi.initial=matrix(data=0,ncol=1,nrow=n)
for(j in 1:n){ phi.initial|j|=sin((pi)*grid1D|j|)}

Trecho de cédigo R: fim.
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Nenhuma mudanca precisou ser efetuada na montagem da matriz A, exceto o fato de
que nao havera nesse caso vantagem em armazena-la como esparsa, isto apenas aumentaria
o tempo de acesso, pois nenhum algoritmo de inversao sera necessario. Fica a possibilidade
de comentar o pacote Matrix. A matriz C antes ficava do lado oposto ao sinal de igualdade
com relacao & matriz A, agora ficam ambas do mesmo lado; conforme podemos notar das

equagoes (5.63) e (5.34), bastando modificar o sinal da matriz C, ou seja
Trecho de cédigo R: inicio
for(i in 1:m){
if(i——1){C[i]=A10*phi0}
if(i==n){C[i|=Alnf*phinf} }
Trecho de codigo R: fim.

Para nao ocupar muito espaco na memoria, a gravacao em arquivo é recomendada,
pois para cada instante de tempo posterior serd gerado um novo campo de temperaturas;
por isso um loop é gerado e o novo campo ¢é calculado a partir do antigo, em seguida o
novo campo é gravado e depois declarado como antigo para que ao rodar novamente o

loop, este tltimo campo gere o préximo, entao
Trecho de cédigo R: inicio
phi.old=phi.initial
coef=delta.t/delta.x.n
write.table( format(phi.old), file=paste("phi",1,sep=""),
sep="\t", col.names=F, row.names=F )
for(t in 2:m){
phi.new=phi.old+ (coef)*A%*%phi.old+(coef)*C
phi.old<-phi.new
write.table( format(phi.old), file=paste("phi" t,sep=""),
sep="\t", col.names=F, row.names=F ) }
Trecho de cédigo R: fim.

A seguir nas figuras abaixo é possivel observar o desempenho do esquema explicit

forward Euler para o problema de difusao com termo transiente segundo as condigoes
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estabelecidas pelo problema posto. Este resultado seré ttil para comparacoes futuras.



142

U(X,T)
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Figura 33: Superior: Soluc¢ao numérica da equacao do calor em 1D usando 20 pontos
nodais. Inferior: erro absoluto obtido por comparacao entre a solugao numérica e a

analitica.
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Uma outra possibilidade é discretizar o problema através do esquema implicit backward
Euler. Para este mesmo problema proposto pelas equagdes (5.45) e (5.46) a discretizagao
também envolve os procedimentos efetuados de (5.48)-(5.52), mas agora é assumido que o
lado direito é avaliado no tempo t + 0t no termo da difusao, é neste limite que o esquema

recebe o nome de implicit backward Euler, ou seja, ao invés de

Adt ¢t _ th ¢t _ ¢t

B gt T, p_p %~ %w '

Op = Adx [ oz Y b ’ (5.65)
a equacao (5.52) é modificada para, [23],
A(St t+1 i+l t+1 ¢t+1
B — ol ~ r.-£ L .t 5.66
—op Adz { ox ox 1 (5.66)
Agora basta isolar de (5.66) os termos com indice em fungao dos demais,
ow t+1 Cbgrl - ¢t1j1 Cbtzjl - ¢w1 or

- r ~ —pp. .

ot ‘ ox Tl ox ot op (5.67)

O proéximo passo consiste em agrupar os termos de acordo com as coordenadas dos

pontos nodais e em seguida definir os coeficientes,

L'y t+1 Ly oz T t+1 L. t+1 t
< 5:(;) W+<5 +5t+5 R o ¢ (5.68)
N , N . N ,

A seguir é necessério construir a forma matricial da equagao discretizada (5.68), nao
esquecendo de assumir os limites nas fronteiras para o primeiro e dltimo pontos nodais.

Como exemplo, vamos supor um dominio com quatro pontos nodais,

e ponto nodal 1:

r r (535 F r (5x
— 1 A I t+1 li w t+1 _~e 1 t

- —~ v ——
aw ap ag
(5.69)
Iy t+1 Ty 0x F2 L 1 533t
( 533/2) A SR TR qb o5~ = (5.70)
——— —~ \ﬁ,_/

aio ail ai2

e ponto nodal 2:
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PR Iy oz T3\ 4 I' t+1
2 or 8 ~ %F 71
(5$>¢1 o T ) T T ¢ (5.71)
—— — - ——

e ponto nodal 3:

Us\ i1 Iy ox T4\ 44 Ly t+1
_3 8 0T e 4 ~ 72
( 5:;;) S P TR 7 A R N o d’?” (5:72)
——— ~ —~ v ——
as2 ass as4

e ponto nodal 4:

Fw t+1 Fw 5(1} ‘ t+1 F . x
- — I _° +1 t .
R,—/ . N

aw ar an
Ty) i Ly oz s t+1 s 41 0T
—— — - ~ —oy. 74
( 5:p) s T \o +5t+5/2 T\ Tap ) = (5.74)
SN—— ~ 4 N——
a43 a44 a45

Ao observar as equagoes de (5.69)-(5.74) nota-se que estas podem ser reunidas no seguinte

sistema linear,

a;; a2 0 0 P! o ar0¢h

as1 aza azz 0 o5 ~ 6_x 5 _ 0 (5.75)
0 asx ass as AR ot P 0 |
0 0 a4z au i o4 4505

lembrando que os valores g5 e ¢5™! sdo valores nas faces das fronteiras do dominio e,
conforme as condigoes de contorno colocadas pela equagao (5.45), sdo constantes nestas
posi¢oes para todos os instantes de tempo, ou seja, é possivel substituir em (5.75) os

valores,

CL10¢6+1 — a10¢67

a45¢g+1 — CL45§Z%. (576)

Trocando (5.76) em (5.75), obtemos em sua forma final o seguinte sistema linear,

a1 aiz 0O 0 t1+1 Qﬁ a10¢6

a a a 0 i+l ) ¢ 0
2 T T f+1 ~ or ¢f — . (5.77)
0 asx ass am O3 ot o5 0

t+1 t t
0 0 a43 auyy 4 o) 4505
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Em (5.77) é possivel notar que o sistema pode ser resolvido de forma similar ao sistema
estudado anteriormente no caso da difusao para o estado estacionario; neste caso também
serd vantajoso escrever a matriz A como uma matriz esparsa e usar os pacotes de rotinas
do pacote Matrix do R. Em linhas gerais, serd necessario programar o sistema para a
equacao matricial

0
Ansen®th = gt — Ca, (5.78)

nxl — St nx1l

cuja solucao sera

or B
I;L—;ll = EAnin £L><1 - An>1<nC7l><1‘ (579)

A matriz A é montada da seguinte forma,

. 1. I;
= 1= Aij—1 = —<
J il ox
L
jo= il g =
ox
1)
j = 71— e | + 5—‘: — Q541 (580)

A implementacao do codigo para o esquema implicit backward Euler aproveita os
c6digos anteriores com poucas alteracoes. Podemos destacar a montagem das matrizes A
e C: a escrita da matriz A agora serd na forma esparsa e esta implementacao permitira
realizar simulagoes que o co6digo anterior nao permitia, pois o método implicito é estavel.
Na simulacao apresentada a seguir, o dominio foi aumentado e também o intervalo de
tempo, sem comprometer a solucao. O coédigo anterior nao rodaria [ = 4 e t = 0.5 para
uma quantidade de 500 pontos nodais, caso testado com sucesso no esquema implicito.
Seguem as mudancas com relagdo ao co6digo anterior, primeiramente para os coeficientes

externos da matriz A:
Trecho de cédigo R: inicio
A10=-Gamma.x|1]/delta.x.f
Alnf=-Gamma.x|nf]/delta.x.f
Trecho de coédigo R: fim.
A matriz A neste caso é montada com o seguinte codigo
Trecho de cédigo R: inicio
A=matrix(data=0,nrow=n,ncol=n)

for(i in 1:n){ for(j in 1:n){ if(i==j){



if(i==1){

Ali,j+1]=-Gamma.x[j+1]/delta.x.n
Ali,j|=-A10+delta.x.n/delta.t-Ali,j+1] }#if(i==1)
if(i>1&i<n){

Ali,j-1]=-Gamma.x|j| /delta.x.n
Ali,j+1]=-Gamma.x[j+1]/delta.x.n
Alij]=Alij-1]+ delta.x.n /delta.t-A[i,j+ 1]} #if(i>2&i<n)
if(i==n){

Ali,j-1]=-Gamma.x|j| /delta.x.n

Alij]=-Ali,j-1] +delta.x.n/delta.t-Alnf } } } }
Asparse<-as(A,"sparseMatrix")

Trecho de cédigo R: fim.

A matriz C é montada como segue

Trecho de cédigo R: inicio
C=matrix(data=0,nrow=n,ncol=1)

for(i in 1:m){

if(i——1)1

C[i]=A10*phi0 }#if(i——n)

if(i==n){ Cli|=Alnf*phinf }#if(i==n) }

Trecho de cédigo R: fim.

Por ultimo o sistema linear é resolvido através do seguinte loop

Trecho de cédigo R: inicio
for(t in 2:n){

D=(delta.x.n/delta.t)*phi.old-C

phi.new=try(solve(Asparse, D, sparse=TRUE,tol = 1le-19) )

phi.old<-phi.new

146
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write.matrix( phi.old, file=paste("phi" t,sep=""), )}
Trecho de cédigo R: fim.

A solugao segue na figura (34),
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UX,T)
1
0.5
0
-0.5
-1
025 037  0.50
T

Erro Absoluto

4.0 1.8e-3

3.0 1.3e-3
< 2.0 0.9e-3
1.0 0.4e-3

0.0e-3

Figura 34: Esquerda: Solucao numérica da equacao do calor usando 500 pontos nodais;

direita erro absoluto obtido por comparagao entre a solucao numérica e a analitica.
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Com as duas solucoes através de diferentes esquemas para a difusao com o termo
transiente nota-se a possibilidade de substituir um esquema por outro sempre que neces-
sario. Uma outra possibilidade de discretizagao temporal é o uso do esquema de Crank-

Nickolson, que também possui boa precisao.

5.3.5 Difusao do Calor em 2D com “#-method”

O estudo da difusao do calor em 2D usando o método de volumes finitos pode ser
feito de forma similar ao ja efetuado em 1D. A principal diferenca consiste no aumento

de pontos vizinhos ao ponto investigado. Durante o processo de discretizagao, ao invés de

estudar as propriedades ¢w, dp e ¢, agora teremos ¢y, Op, Op, Os € ON-.

A difusao do calor em 2D pode ser representada pela equacao,

oT
P = V.- (AVT), (5.81)

que pode ser reescrita de forma conveniente, similar & equacao geral do transporte na
auséncia de termo de fontes e conveccao,

or A
—VT). .82
5=V () (58

Ao declarar as quantidades p =1, I' = A\ /pc,, ¢ =T, obtemos

99

5 =V (V9). (5.83)

Para discretizar a equagao (5.83) usando o método de volumes finitos, basta integrar a

mesma no volume e no tempo, e em seguida aplicar o teorema de Gauss,

// (,Mthdt //V (I'Vo)dVdt = // (T'Vo¢) - ndAdt. (5.84)

A discretizacao da parte espacial no termo da direita sera executada usando a interpo-
lacao por diferencas centrais, enquanto a discretizacao do termo temporal da esquerda seré
executada usando o método 0, que permite escolher entre os trés procedimentos de dis-
cretizagdo temporal mais usados: (1) Forward Euler, (2) Cranck Nicolson, (3) Backward
Euler, bastando escolher entre os valores de #: 6 = 0,0, 0 = 0,5, 0 = 1,0, respectivamente.

Logo a equacao (5.84) discretizada assume a forma
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5 5 t At
Mo - o) = o (B on, 2 ) 1)y
t At
+ oz (Fn¢ F5¢P&U¢S>(1—9)+
i+1 41 i+l gt
(B
ox
t+1 t+1 t+1 t+1
+ Oz (Fn ‘b FT¢> (5.85)

Em seguida basta reorganizar os coeficientes e nomear de forma conveniente cada parcela,

5x5y oy 5y ox
(o' —op) = s =D dg + Sz Tw ¢y + 5y —I 05+ n¢N (1-0)+
~—~— S~ W-/ \,_/
ap aw as an
) ) ) )
o =Y Y, %, -2, e (1 6) +
ox ox oy oy
o = ,
aE aw as an
1 5?/F P+ 0y T, + 6_xr P+ 6—xF S o+
ox oy 0y
S~—~— ~——
ap aw as ayn
) ) 0 0
+ | =¥, -, 2, 2, | g, (5.86)
ox ox oy oy
N =~ ,
ep ow as an
ou seja,
0T0Y , 4oy B ¢ ¢ t t t
5 (08— k) = [andl+awdy + asds + andly + ardp] (1-6) +
+ [apdd" +awdit! +asdT + andiy +apdlt] 0, (5.87)
onde o termo ap é definido como ap = —ag —aw —ag—ay. O proximo passo é selecionar

uma quantidade de pontos e realizar a discretizacdo. Para exemplificar vamos escolher

um dominio 3 x 3,
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¢31 ¢32 ¢33
¢21 ¢22 ¢23
(bll ¢12 ¢13

Tabela 5: Representacao de um dominio 2D com propriedade ¢ no centro de cada célula.

Usando a equagao (5.87) para obter a discretizagao da propriedade ¢ obtemos

oxdy

T(gbgl—gb;g) = [a2E3 ;3+a1241/ §1+a}92 32+a?\? §2+a?32 1;2] (1-0)+

93 41 | 20 i1 | 12 1 | 32 it 22 b+l
+ [aE 93 T A Pa1 T ag Qg T ANP3y + Ap Pa }9- (5.88)

Aplicando a equacao (5.87) para todos os demais pontos, o sistema linear é obtido,

% (6~ &) = (35 + F) 1 -0y + (315 + §) (5.89)
onde - - t+1 — -t — -
¢11 ¢11 bll
¢12 ¢12 b12
¢13 ¢13 b13
¢21 ¢21 b21
&H = | ¢ ) &/ = | ¢ ) N = 0 (5.90)
¢23 ¢23 b23
¢31 ¢31 b31
¢32 ¢32 b32
_¢33_ _¢33_ _b33_

Em (5.90) os seguintes coeficientes foram renomeados por questao de simplicidade:
— 01 10 — 02 — 03 14 — .20 — 2
bi1 = ag ¢o1 + ayyPio, b1z = ag G2, biz = ag’dos + ag P14, bar = ajyda, bz = ajx du,

b31 = aN a1 + al)ds0, bz = aNfPaa, bz = ay} du3 + i d34. Finalmente, podemos notar que
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a matriz M é uma matriz penta-diagonal com falhas e pode ser representada como

(ol a2 0 a2 0 0 0 0 0
aly a2 a2 0 a2 0 0 0 0
0 a2 a8 0 0 ax 0 0 0
ag? 0 0 a¥ ¥ 0 a3 0 0
M=| 0 af 0 aff aF aF 0 o} 0 (5.91)
0 0 a8 0 a2 a¥ 0 0 a}
0 0 0 a 0 0 a¥ a¥? 0
0 0 0 0 a 0 af} o o
0 0 0 0 0 af 0 aff of
Neste estagio, basta resolver o sistema linear da equagao (5.92),
d0xd ~| ~ ~ oxdy | ~  ~
u—oM| gt = | Ma-0)+ 22| g4 N,
ot ot
A B
Ap = B. (5.92)

O programa heatTransfer2D.R implementa a equagao (5.92), e esta nos apéndices.
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Figura 35: Exemplo de simulacao com 40 x 40 pontos usando o programa heatTrans-

fer2D.R apos o instante 2k.

Este estudo da difusao do calor em 2D deu origem ao trabalho “Heat Transfer in

Heterogeneous Domain” que serd desenvolvido nos apéndices.

5.3.6 Validacao do Solver

O solver desenvolvido acima pode ser comparado com o solver desenvolvido em MA-

TLAB por Dominik Gibala em 2012, disponivel online no link:
http://www.mathworks.com /matlabcentral /fileexchange /35068-gui-2d-heat-transfer.

Na sequéncia apresentamos as solucoes obtidas usando o solver 35068-gui-2d-heat-
transfer e as solu¢oes do nosso solver desenvolvido em R para efeito de comparacao. Para

efetuar tal comparacao iremos estudar a difusao do calor regida pela seguinte equagao

du _ ivzu. (5.93)
ot pcp
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Figura 36: Superior: Solucao obtida pelo solver 35068-gui-2d-heat-transfer.
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Inferior:

Solucao obtida pelo nosso solver desenvolvido em R. Onde p = 7600, ¢, = 480, A = 47,

uy = 400, werr = 200, Upignt = 500, Upottom = 300, Usop = 800 em unidades do SI.
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Figura 37: Superior: Solucao obtida pelo solver 35068-gui-2d-heat-transfer.
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Inferior:

Solucao obtida pelo nosso solver desenvolvido em R. Onde p = 1000, ¢, = 480, A = 200,

uy = 100, wepr = 200, Upignt = 500, Upottom = 900, Usop = 800 em unidades do SI.
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5.3.7 Escoamento Bifasico com OpenFOAM

Para estudar o escoamento bifasico no OpenFOAM, desenvolvemos um novo solver
para as equacoes da saturacao e da pressao. Este solver foi desenvolvido a partir do solver

do escoamento incompressivel do OpenFOAM.

Inicialmente o arquivo param.H é definido, contendo

//

lambn = (pow((1-sw),2)*(1-pow(sw,(2.0-+theta) /theta))) /mun;

lambw = (pow(sw,((2.0+3.0*theta)/theta)))/muw;

pc = pd*pow(sw,-(1/eta)); dpc = -pd/eta*pow(sw,-((1-+eta)/eta));
//
Em seguida definimos o arquivo pEqn.H,
//
{

fvScalarMatrix pEqn

(

fvm::laplacian((lambn-+lambw)*K pw) + fve::laplacian((lambn*dpc)*K sw)
);

solve(pEqn == -(qn+qw)

);

}

//
A equacao da saturagao serd definida no arquivo sEqn.H
//

{
surfaceScalarField phiGG = linearInterpolate((rhow*lambw*K) & g) & mesh.Sf();

fvScalarMatrix sEqn
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(

fvm::ddt(porosity,sw) - fve::laplacian(lambw*K pw) + fve:div(phiGG) - qw
);

sEqn.relax();

sEqn.solve();//solve(sEqn == qw);

}

// -

Finalmente definimos o arquivo escoamentoFoam.C que incluiré os arquivos param.H,

pEqgn.H e sEqn.H.

Neste arquivo ha também as equagoes para o calculo das velocidades da agua e do

oleo.

// )
Vw = -(lambw*K) & fve::grad(pw);

Vi = -((lambn*K) & (fve::grad(pw) + dpc*fve::grad(sw)));

// -

5.3.8 Geracao da Malha

A malha é definida em um arquivo chamado blockMeshDict. Para construir a ma-
lha basta usar o comando blockMesh, em seguida esta pode ser visualizada usando o

paraFoam,
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Figura 38: Malha contendo 9998 células gerada pelo comando blockMesh para ser utilizada
no estudo do escoamento bifasico. No canto inferior esquerdo sera definido o injetor e no

canto superior direito serd definido o produtor.

Figura 39: Simulacao do escoamento bifasico em uma configuragao do tipo 1/4 de five
spot, apo6s 1500s, contendo um injetor no canto inferior esquerdo e um produtor no canto
superior direito, com uma regiao central de baixa permeabilidade. Dados do problema:
dt = 0.1, pwin; = 3e6Pa, pwyoq = 1e6Pa, k = le — 8m?, ki = le — 11m?p, =
1000kg - m™3, py, = le — 3Pa - s,pu, = le —2Pa -5, 0 =2, ¢ = 0.2.
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Este estudo do escoamento bifasico com o OpenFOAM deu origem ao trabalho “In-
fluence of the Uncertainty of Geological Parameters on Numerical Reservoir Simulators”

que sera desenvolvido nos apéndices.



160

6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho de tese foi feito um levantamento dos modelos em equacgoes diferenciais
parciais para o escoamento em meios porosos, e de técnicas numéricas para sua solucao
computacional. Apresentamos também modelos simples para melhorar a compreensao dos
conceitos estudados. O nosso intuito é analisar os elementos necessarios para a utilizagao
de uma infra-istrutura computacional baseada no paradigma de computacao em nuvens
para tratar problemas da fisica computacional. A infra-estrutura de software foi baseada
nos programas de dominio ptublico R e OpenFOAM, para os quais desenvolvemos rotinas
e uma metodologia para a solucao de equacoes diferenciais parciais usando a técnica de

volumes finitos.

Vale aqui ressaltar que neste trabalho nao foi apresentado um estudo das condi¢oes de
existéncia e estabilidade das solugoes numéricas dos problemas estudados, sem prejuizo,
pois estes podem ser encontrados na literatura, da qual nos referimos especialmente as
referéncias [21], [15].

Como perspectiva para trabalhos futuros, listamos:

e Expandir a metodologia desenvolvida para incluir aplicacoes com o método de vo-

lumes finitos em malhas nao estruturadas;

e Implementar em R uma metodologia semelhante usando a técnica do Galerkin des-

continuo;

e Analizar a viabilidade dos métodos desenvolvidos para estudar problemas de esco-

amento em regime turbulento, especificamente simulacoes diretas DNS;

e Estudar o escoamento multi-componente em meios porosos usando outros softwares

livres tais como DUNE e Fenics.
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APPENDIX A - Dimensionless Equations for
Two-Phase Isothermal Flow

in Porous Media

XXXIV ENFMC, Foz do Iguacu, June 2011
Marceliano Eduardo de Oliveira, Murilo Pereira de Almeida

Laboratorio de Simulagao Numérica, Departamento de Fisica,Universidade Federal do

Ceard, Fortaleza, Ceara, Brasil

A.1 Introduction

In this work we present a systematic way to convert dimensional into dimensionless
equations starting from the concept of adimensional groups established by Buckingham’s
7 theorem. As an application of this method we adimensionalize the equations that model

the isothermal flow of two immiscible fluids in porous media.

A.2 Methodology

The first step in the adimensionalization process is the redefinition of a dimensional
quantity A as a product of two factors, A and A’, where A holds the dimension of A and

A’ is a purely numerical quantity.

By substituting these products into the equation, one can collect the dimensional

factors, usually into a fraction, generating a pure number.

The Buckingham’s 7 theorem provides a way to get all the & pure numbers involved
in a problem, where k = (n — m) is the difference between the numbers of parameters n

and the minimum number of fundamental dimensions m necessary to describe them.
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After getting all the m; numbers, we determine the set of quantities A.

A.3 Illustrative Example: Vertical Motion

We will illustrate this method with the equation of the vertical motion under constant

acceleration
S Pz
quation 92 g
Parameters | zp | o Vo g
Dimensions | L | T | LT | LT2

Table 1: Vertical Motion

As we can observe in table 1, the four parameters zy, ty, vg and g need only two
fundamental dimensions for their complete description, L and 7. Each independent pa-
rameter produces one equation. We can see in table 2 one equation for the powers of L
and another for the powers of T. Powers of other independent fundamental quantities,
that are unnecessary for the problem description such as M, 6 (temperature), @ (electric

charge) and others ..., are not used.

In order to form a basis, it is necessary to fix a number of parameters equal to the
number of independent dimensions, raising each to a different power. This ensure a

number of equations equal to the amount of unknown exponents.

As we can see in table 1, the present equation has four parameters (n = 4), requiring
only two fundamental dimensions (m = 2), L and T. The k possible dimensionless
numbers for each basis is established by Buckingham’s 7 theorem [?]|, by the relation

k =n —m. In this case, the numbers 7m; and my with basis vz{* can be seen below

Proposals T =v3'28"g o = V3228 to
Parameters vt | 2| g v | 27| to
Powers of L 1 Y1 1 To Yo 0
Powers of T —x1| 0 | =2 —x9 | O 1

Results m = "Uo_gzog Ty = Uozo_lto

Table 2: Dimensionless numbers.
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The elements in table 2 form the so-called dimensional matrix, in this case, M () and
M (my) which are used to obtain the values z1, y; and xs, y» which cancel the dimensions

of the numbers m and m,. In some cases, it is useful to put the dimensional matrix in

echelon form.
0? _
As an example, the equation @z = —g will be modified by the relations ¢t = tt/,
o 0?
z = zz and g = g¢/, resulting in ¢ 2281&’2

the dimensionless numbers 7 with the adimensionalization process through the proper

2/ = —gg'. At this stage, it is possible to link

choice of the factors z, ¢, U, g; by observing 7, we note that it depends on z, vy, and g

parameters but does not depend on t,. Thus, we chose Z = zy, ¥ = vy, § = ¢, and replace

2 -2
them in the equation, getting: 507 2= ——gg’. Now it is necessary to choose correctly ¢
z
_2 0
: : . 29 tg o 4 . :
in order to obtain my, i.e., T = — = — =t = 20, . The result of this procedure is
0 <0

seen in the table below,

Variables | Z t v g

Use of m | 20 | 20v5" | Vo g

—1
Use of m | 2o to vo | votg

Table 3: Relations.

The relationships obtained in table 3 perform the adimensionalization of the problem.

Transformations using 7 or m:

0? 0?
’ —1\—2 /
{27@,9} %{ZOZ,(ZOUO ) w,99}>

82 / —2 82 —1 7
27@79 — 2027<t0) ﬁ;voto g .

2
Using the above transformations in equation——2z = —g, the following dimensionless

ot?

forms are obtained,

Dimensionless forms:

92
/ /
(?t’QZ -
0* :
2 = —mag .

atIQ
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The adimensionalization resulting from the use of 7 is extremely sensitive to different
initial velocities, as can be seen in figure (40). In other words, m; works as a weight estab-
lishing a regime in which the value ¢’ does not contribute significantly to the dimensionless

equation.

In addition the number 75 becomes meaningless if ¢y = 0. Also, using 71, ¢’ becomes
unitary m; while using o, ¢’ = gtovy ', in other words, another number 75 appears making

the results for the transformation 7, dependent on two parameters: w5 and 7).

Other bases could be used. For example, the base ¢;'vg’; but this produces dimen-

sionless numbers T, = 2qv; 't;! and 7 = guy 'tg, which are both uninteresting if ¢, = 0,

because m goes to infinity and 7y goes to zero.

A.4 Example: Navier-Stokes Equation

Another interesting example is the flow of fluids through a pipe with a diameter [. In
this type of flow, governed by the Navier-Stokes equations, the process of adimensionaliza-
tion is useful, because it produces naturally the Reynolds number that characterizes the
different types of flow: laminar, turbulent or unstable [1|. This problem can be formulated

as shown below:

0 1
Equation LG4 7-Vi= —-Vp+ Iv2g
ot P p
Parameters | [ v p P n

Dimensions | L | LT | ML™3 | ML7YT=2 | ML7'T!

Table 4:Navier-Stokes: flow in a pipe.

Applying the Buckingham’s 7 theorem in table 4, with the base ({*iv¥% p*), we establish

tentative dimensionless numbers 7m; and
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Proposals m = " p*ip Ty = [P20Y2 p*2)
Parameters [*r | ¥ p P [*2 | v¥? p= n
Powers of M 0 0 21 1 0 0 29 1
Powers of L r1 | Y1 | =3z | —1 To | Yo | =320 | —1
Powers of T 0 | -1 0 -2 0 | —vyo 0 -1
Results T =v"2p 1p o= 1"t lp 1y

Table 5: Navier Stokes: 7 and .

Next, we write the relations between the dimensional variables A and the parameters

that appear in the m numbers, as done in the vertical motion:

Transformations using m; or mo:
0 _1 0
{?7, aﬂ,p,n,p} — {W, (lo™1) 1%,l‘lv’mpﬂplvn’,pp’},

L0 -1 0
{Uvavvapanvp} _>{Ul7/a (lv 1) gal lvlvpp,>7777,7/0”2p/}'

Using the transformations above, the following dimensionless forms are obtained.

Dimensionless forms:
0 - !
S TV == SV 4 L,
0 - 1~ !
S T VT = = VY LV
p

The number 7, is the inverse of the Reynolds number, m, = Re~!. Moreover, for
7o the transformation (n — nn') makes the constant 7' to take a unitary value, and the
equation depends on only one parameter; but for m; , 1 takes another value, and the

equation depends on two parameters.

We can observe that my depends on the viscosity, an important parameter for the

different types of flows.

In figure (41), we compare the my sensitivity to v, for water and olive oil. It is
noticeable that 7 is less sensitivity to v for water. In this case, the use of a constant

mo = 0 has little effect and we recover the Euler equation as a good approximation.
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Vertical Motion
1 2 3 4 5 6 7

80- —m]s0
60- 60
= 40- 40
20- 20
0 0

1 2 3 4 5 6 7

Figure 40: Vertical Motion:zg = 10 m, g = 9,8 ms~2.

Navier-Stokes

0 0,002 0,004 0,006
0,008 ' ' : : : ' 0,008
| — 112 (Water)/10 |
— T2 (olive 0il)/500
0,006+ -0,006
£ 0,004 -0,004
0,002 -0,002
O T T T T T T O
0 0,002 0,004 0,006

"4

Figure 41: Navier-Stokes: (I = 5em), Rep,o < 3000.
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A.5 Two-phase Isothermal Flow in Porous Media

Using the Darcy’s law, u, = —AkVp,, « = w,n where w and n are the wetting and
non-wetting phases, respectively, the relations, s, + s, = 1, pc = Dn — Dw, Mt = A + A\
and the continuity equation ¢asa + V- u, = q., we get the equations for the isothermal

flow of two immiscible fluids in porous media [2]:

Model equations:

-V - ()\tl{;pr =+ )\nkVpc) =Gw + Gn,

0
5y — V - Ak (.

For simplicity, it is interesting to write the above equations in a different form:

Changing the notation:

=V (NkVp) =D g i=1,2,

d
—0750 = V- (MkVpu) =qu-

This is sufficient to highlight the presence of the term —V - (kA;Vp;) = ¢;, whose

adimensionalization facilitates the rest of the procedure.

Equation —V - (kANiVD) = ¢
Parameters | t | A | k ) 1 D
Dimensions | T | L? | L? | L3T~' | ML='T—' | ML7'T2

Table 6: Two-phase isothermal flow in porous media

The set of parameters involved in this model gives the following dimensionless groups:

m = ANt pk Ty = AVt pd w3 = B ABEBED
pwre A Y p |k AR [t p | D pr o AB |t k| P
1 0 0] 110 T 0 0] 1 0 T3 0 010} 0
—xy | 2y1 | O | =1 |2 —x9 | 2ys | O | =1 | 3 —x3 | 2y3 | 0 | 2] 3
—x 0 z11—210 —x9 | O z9 | —2 | —1 —x3 | O z3 | 0] —1

T o= p Ak Ty = u AT 22 pd 73 = A2 tkd

Table 7: Two-phase isothermal flow in porous media:m;, 7o and 73.
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Similar to the vertical motion, we obtain the transformations

Transformations using my, mo or m3:
{v7 k? /\i7pi7 QI} — {A—l/?v/7 kk/7 M_l)\{iupip;'a t_IQ;} )
{V,k,Ni,pisai} — {(t<1>)71/3 V', (t0)Y AR TN, pip, t‘lqé} 7

(V. ki pi gt = {ATVAV KK, N, QAT P ppl t )

Applying the above transformations, we get the following dimensionless forms,

Dimensionless forms:
—m1 [V (KX V'D))] =4,
—my [V' - (KX V'D))] =4,
—m3 [V (KN V'D})] =4;.

For fluids with considerable high viscosity, the number 73 would be less interesting
than the numbers m; and 7. Another factor to consider is simplicity of the transformation

by 7.

Choosing the dimensionless form obtained by 71, we conclude the adimensionalisation

Simultaneous adimensionalisation of the equations:

=SV WA =D i = 1,2,

—qsz‘l%sn — T VRNV =T

Finally, we obtain the model dimensionless equations:

Dimensionless equations for two-phase isothermal flow in porous media:
—m [V (KA VD, + KA VD) =d, + ap,

8 / '\/ /) /
_¢§Sn — T [v ’ (k va pw)] =dqy-
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A.6 Concluding Remarks

The Buckingham’s 7 theorem was used in different contexts to obtain adimensional

equations of mathematical models.

When more than one dimensionless numbers were obtained, implying in more than
one transformation, an analysis of context was useful for an appropriate choice of ,

reducing the arbitrariness of the process.

The use of adimensional equations of the isothermal two-phase flow in porous media

simplifies their computational implementation into numerical schemes.

The appearance of the Reynolds number in the case of Navier-Stokes equations is an

important indicator of the efficiency of the procedure described here.
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B.1 Abstract

The present work describes how to obtain computational solutions to general scalar transport
equations. These equations are discretized using the so called finite volume method, based on
the integral form of the general scalar transport equation, each of its term being approximated
by a certain numerical scheme. There is a variety of schemes available for this purpose; the
methodology of this work consist in implementing some of the available schemes - viz., central
difference, upwind, QUICK and POWER-LAW - for particular cases of the transport equation
appearing in convection-diffusion problems. The solution to the problem of convection depends
only on the Courant number, while when solving the problem of pure diffusion the solution depends
on the Peclet number. When convection and diffusion are solved in a single equation, the solution
1s dependent on both dimensionless numbers, Courant and Peclet, and in this case it is interesting
to combine properly several numerical schemes and establish appropriate parameter values to
ensure convergence and stability. We obtain the discretized linear system for each scheme studied,
which are numerically solved and their results compared to each other in order to evaluate their
efficiency. We aim at finding optimal combination of numerical schemes to solve the convection-

diffusion equation, which appears in several areas of physics.
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B.2 Fundamentals

To study the convection-diffusion problem we will assume the general scalar transport

equation 5
—(p#) + V-(pgi) = V-(I'Ve)] + _S_.
(&(,'O_Z NBGL J,J —~ (B.1)

transient convection diffusion sources

We will consider a benchmark problem in stationary case in the absence of sources

0+ V-(ppi) = 6-(r%) + 0
— —_— (B.2)
transient convection diffusion sources
Integrating this equation in volume, we obtain the approximation
/ V- (poid) dV = / V- (r%) v, (B.3)
1% 1%

which, by the application of Gauss theorem, results into

/A (ppid) - Hd A = /A (Vo) - ada. (B.4)

These integrals are performed on the surface of the finite volume elements. For one
dimensional problem the equation (B.4) becomes

e

, (B.5)

w

wouls = (1520

Where e (east) represents the right side and the w (west) the left side of the element.

B.3 Diffusion Scheme

The diffusion term in equation (B.3) will be approximated by

Lo o \|° T, r, T, T,
/v- (rw) AV = (r%gz)) ~ 2 gy + (‘% - £> ér+ 5= 0. (BG)
JV - W N~ ~—~

1D aw ap aE
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By using a minimal quantity of points (3 points) to obtain the diffusion term approxima-

tion as a linear algebra system we get a system in the form

Lo o \|°
/Vv : (rw) dv = (r£¢> ‘w ~

-

1D
apy ag; O 01 aw1 ®o
aws Gp2 Qg2 b2 + 0 0 - (B.7)
0 aws aps ®3 ags P4

B.4 Convection: Central Difference Scheme

For the central difference schemes we have

[ 9ty av = (o =

-~

1D

1 1 1 1
<_§pwuw) ¢W + (épeue - épwuw> (bP + (§peue> ¢E (BS)

—_— ~ / —_——
Vv
aw ap

aE

Using a minimal quantity of points (3 points) to obtain the convection term approxi-

mation as a linear algebra system we get a system of the form

[ 9o av = (puo, =

-

1D

apr ag1 0 o1 aw1 bo

awz ap2 g2 03} + 0 0 1, (B.9)
0 aws aps ®3 aps o

B.5 Convection: Upwind Scheme
The Upwind Scheme sets the ¢ values using rules based on flux, like

= ele - Pww f l )
[ 9 i av = uyp, = P o B g

1D

Using a minimal quantity of points (3 points) to obtain the convection term approxi-
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mation as a linear algebra system we get a system of the form

[ ¥ omav = (o, =

1D

apy O 0 o1 aw1 ®o

awz apz 0 P2 + 0 0 1 (B.11)
0 aws aps ¢3 0 P4

B.6 Convection: QUICK Scheme

/V V- (poi)dV = (puo)l;, ~

~~

1D

peve (—gow+ S+ 368) + pua (Gow+Jon— o). (B2

Using a minimal quantity of points (4 points) to obtain the convection term approxi-

mation as a linear algebra system we get a system of the form

| i av = (uo, =

1D
apy ap1 0 0 1 aw1 ®o
a a a 0 a
W2 P2 E2 O2 n w2 ®o . (B.13)
awws awsz ap3 Qg3 ¢3 0 0
0  awws aws apa G4 0 ®4

B.7 Convection: Power Law Scheme

The complete discretization using power law scheme is given by the coefficients

ar = & aw = M ePew
E 1 — ePee’ w 1 — ePew ’
ap=—(ag+aw) + (pette — pultin). (B.14)

The matrix is obtained by coefficients above in the same fashion as the other schemes.
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B.8 Numerical Experiment

The schemes will be tested using a following problem:

{Fanaua¢07¢L7L7p} = {0'1715a2'571707171}7
o) = T D)
)

(B.15)

B.9 Results

Central Difference Scheme
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

1 * Central Difference |
0,6- i | -0,6
|| —©— Correct Solution i
o5+—+—"m—r————+—7+———+7—++——7———+0,5
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

X




Upwind Scheme
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
I I | I | I I

016_ _0’6
1 * Upwind | i
0.5 || —©— Correct Solution *| 0,5
0,4 ' T T T T T T T - 0,4
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
X

Power Law Scheme
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
1'1 1 | 1 | 1 | 1 1

0,6-| * Powerlaw 0,6

1| —©— Correct Solution | -

0,5 —T T T T T 0,5
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

X
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QUICK Scheme
0,4 0,6
| |

*  QUICK

1| —&— Correct Solution

B.10 Error Comparison Between Schemes

I T I T I
0,2 0,4 0,6
X

Error Comparison

0,8

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,3 l l 1 1 0'3
1| —@— Error Central Difference Vi
0,257 —m— Error Upwind 4 -0,25
1| —&— Error Power Law I
0'2__ Error QUICK __0'2
8 0,1 5—_ _—0,1 5
& 0,1- -0,1
0,05- ‘/A -0,05
0‘\“ VRVEVEVaV }}}l‘ na xl/‘ -0
-0,05 B T -0,05
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

X

177
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B.11 Concluding Remarks

The Power Law scheme fits best all points except the last point that is best fitted by

Upwind scheme.

B.12 Acknowledgments

This work was financially supported by:

e CNPQ - Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolédgico;
e FCPC - Fundacao Cearense de Pesquisa e Cultura;

e Petrobras - Petroleo Brasileiro S. A.



179

REFERENCES

[1] Michael Schafer. Computational engineering: introduction to numerical methods.
Springer, 2006.

[2] HK Versteg and W Malalasekara. An introduction to computer fluid dynamics. Pear-
son Education Limited, England, 2007.



180

APPENDIX C - Heat Transfer In
Heterogeneous Domain Using
R

August 2014
Marceliano E. de Oliveira, Murilo P. de Almeida, Francisco L. de Oliveira

Laboratorio de Simulagao Numérica, Departamento de Fisica,Universidade Federal do

Ceard, Fortaleza, Ceara, Brasil

C.1 Abstract

The present work shows how to simulate heat transfer in heterogeneous domain using
R (open-source software). The case studied is the heat transfer by diffusion in two dimen-
sional domain; we use the Finite Volume Method (FVM) to implement the diffusion (heat)
equation, with Central Difference Interpolation Scheme for spatial discretization and 0-
Method (Ezplicit Fuler, Cranck Nicolson, Implicit Euler) for the time discretization. As
a good programing practice, the routines are separated by specificities, and, with few mod-
ifications in these routines, the user can change the configuration of the problem and run
different simulations. To block some points in the 2D domain, we create an operator that
“freezes” the property value at these points along the time. The operator in question is
constructed from a mask in matriz form (filled with values one or zero); when the value
one 1s selected the point interacts with its neighbors, and, in other hand, the zero values
cancels the interaction. To show how this can be done, we set some sample configurations

and run the respective simulations.
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C.2 Finite Volume Method

The Finite Volume Method is constructed from the integral form of the General
Scalar Transport Equation using vector calculus theorems and identities. We see bellow

the General Scalar Transport Equation,

a - _‘ -
S(0) + V-(poi) = V-(IVe) + 5.
N ) (C.1)
Transient Convection Diffusion Sources
This equation is widely used when modeling the flow of mass, momentum, energy and

other examples of the transport phenomena class.

C.3 Model Equations

The heat equation that governs heat changes is a well known equation, and appears
generally in the form

oT
P gy = V- (AVT). (C.2)

It is easy to see that an equivalent form of equation (C.2), which enables us to compare

it with a general scalar transport equation is,

oT A
=V- (—VT) , (C.3)
ot PCyp
and after choosing p =1, I' = \/pc,, ¢ =T, we can see that equation (C.3) assumes the
form
0
a—f =V - (I'Vg). (CA4)

We can see that equation (C.4) is in the format of equation (C.1) with the absence of

sources and convection terms.

C.4 Discretization Procedures

We will assume here the discretization using (FVM): in the first step lets integrate
over the spatial volume the quantities that appear in equation (C.4), and then integrate

them over time

// 8dthdt //V (I'Vo)dVdt = // I'V¢) - ndAdt. (C.5)
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We can see in equation (C.5) that Gauss divergence theorem was used in the right hand

side, and in next steps the surface integral will be used to simplify the discretization.

To integrate in space, we will use the finite volume technique called Central Differ-

ence Interpolation, which gives a second order accurate approximation; the integration

in time will be done using the #-method. By choosing among three distinct values of 6,

we are able to simulate with one of the three most frequently used techniques for time

integration: 6 = 0.0 corresponds to Forward Euler Method; other option is § = 0.5
that results in the Cranck Nicolson Method; and finally, # = 1.0 is the Backward

Euler Method. After this previous considerations, our approximation becomes

_ Pp — Ip $p — w4
_5y< o — Ty 5 )(1 0) +

On —p - Pp— s
+ oz <Fn 5 -1, 5 )(1—9)+

0xdy

ot

( t+1

o~ o
oy (Do —H——— —
T ( oz

t+1 t+1
O —9p

N
+ ox (Fn 5

t+1 41
Fw—d)P M(ﬁw )9+

(C.6)

r ot — ¢! 5
s ox

Let’s define the convenient notation for terms that multiply the ¢; values; this practice is

useful in order to obtain the spatial discretization matrix. Then

5x5y

((bt+1

o)

oy 5x
T, ¢t, + =T t ¢ 1-—
B aw as an
oy 0y ox ox ;
-—I.,— = —I'y——T 1—
sz & g syt sy " p(1=0)F
N~~~ ~——
aE aw as an
5y1—\ ¢t+1 5y1—‘w ¢tv-[|/-1 5_xl—\ ¢t+1 6—:CF ¢t+1 9_|_
ox ox oy oy
ar aw as an
T S ) (C.7)
5$ ox oy oy
~ T —— =
E a as an

This enables us to change the format of equation (C.7) and write this in convenient
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notation as

5$5y

(o' —ob) = [apdl + awdly + asdls + andly + apdp] (1—0) +
-+ [CLEQZ5t+1 + aw¢t+1 -+ as(ﬁf;l -+ CLN¢§$1 + apgbl;rl] 9, (08)
where the value ap is defined by ap = —ag — aw — ag — ay. The next step consists in

selecting a number of points and their distribution over two dimensional domain. In this
case, the property ¢ will be evaluated at nodal point located at the center of each cell.
As an example follow a simple representation of this domain with 3 points in x direction

and 3 points in y direction

P31 | 32 | P33
P21 | P22 | Pa3
P11 | 12 | P13

Table 6: Representation of 2D domain with property ¢ in center of each cell.

When we expand the discretization formula (C.8) at a generic point, the point is
denoted the P coordinate and its neighbors are denoted W, E, S, and N, as highlighted
by table (7)

¢31 ¢32 ¢33
~—
N

¢21 ¢22 ¢23
—~—

~— | ~~
w

P E
(bll ¢12 ¢13
~—
S

Table 7: Representation of point and your neighbors, useful to expand equation (C.8).

Observing the table (7) and equation (C.8), the discretization for ¢os becomes

5x5y
(¢t+1 Q%Q) = [a? bs + Ay dhy + ag @y + aXdhy + aF tzz} (1-0)+

+ [a2E3 b afp ot + agd ol + ai ottt + aF ;ﬂ 6. (C.9)
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If we repeat this process from ¢;; to ¢33 we will get a linear system with nine equations.
We need to perform a different analysis on the borders of the domain because, for instance
at ¢11, have no W neighbor, and so ¢, consists of a virtual value which is external to the

domain matrix and acts like a source term. We can write the linear system in the form

5??9 <g’£t+1 _ &) _ (M;gt 4 N) (1—6)+ (]f\\jat“ + N) 9, (C.10)
_ st _ St -
o1 011 b1t
P12 P12 b1
P13 b13 b3
P P2 by
G = .  dt= b | N=| o0 |, (C.11)
P23 P23 b3
P31 P31 b31
P32 P32 by
| ¢33 | | ¢33 | | b33 |

. — 01 10 — 02 — 03 14 — .20 — 24
where: by = g ¢01+aw¢10, bip = ag G2, b1z = ag Go3+ag P14, by = aiy 920, bz = ag P24,

_ 41 30 _ 42 _ 43 34
b31 = ay Qa1 + ajy @30, bzp = a3; a2, bz = ay Qaz + ay; Paq, and

ad a2 0 a3} 0 0 0

0
ayp ap ap 0 a3 0 0 0

0 a2 a¥ 0 0 a% 0 0
agd? 0 0 ¥ a® 0 a3 0

12 21 22 23
0 as 0 ajy ap ap 0 ay

0 0 af 0 aff a¥ 0 0 a3
0 0 0 a 0 0 a¥ a? 0
0 0 0 0 af 0 af} a¥ o
0 0

23 32 33
0O 0 0 a3 0 ay ap

=
I

: (C.12)

C.5 Solving The Linear System

As we can see, the matrix M has a tetra-diagonal sparse form with null terms in some
diagonals. To solve this linear system, an appropriate choice is to select the R Matrix
package that has methods for solving linear sparse system; the sparse method of R Matrix

package enhances the performance of the code. The system to be solved is an appropriate



185

arrange of equation (C.10),

{5x5y

ot

/ J/

5 n—ezﬂ Pt = {M(1—9)+@ o+ N,

w4

A
A¢ = B. (C.13)
The equation (C.13) is easily solved using sparse methods of the R Matrix package, and

after the iterations we will be able to observe the time evolution of quantity ¢.

C.6 Construction of Freeze Operator

The time derivative plays a central role on the construction of the Freeze operator
(F). By observing the left hand side (LHS) of equation (C.8), we see that the LHS is the
time derivative in discrete form, and this implies that if we set the LHS equal to zero the
property ¢p remains unchanged as time evolves; but to set the LHS equal zero we just
need to multiply the RHS by zero. When dealling to a generic system equation we just

need to create a matrix operator (F') that acts this way: it makes null the RHS member

of equation associated to the point P).

As an example, lets block ¢os of the 2D domain presented on table (6). To do this,

lets first create a mask that sets the values 1 for unblocked points and 0 for the blocked

point ¢go:

O31 | P32 | P33 11171
Go1 | P22 | P23 = 1|0 |1
11 | P12 | P13 111]1

Table 8: Representation of 2D domain and associated mask that block point ¢os.

The form that the vector ggtp assumes in the system of equations can be used as a
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guide to the first step to construct ﬁle as

- -t - -

P11
P12
P13
P21
¢'=| ¢n | = Fva =
P23
P31
P32
P33

(C.14)

e e e =R e T e S e S

For the square matrix M of the system of equations, we will create a square freeze operator.
The simplest way to reach this goal consists in replicating the column vector ﬁNpomtsxl

in all columns of a new empty square matrix. Then the Fipointsx Npoints associated with

M is

Fyxn = (C.15)

e e e = e e e
e e = e e e
e e = e e e
e e e = e e e
e e e e == T S e S
e e e = e T e T e
e = e e e
e e = e e e
N T s T S s N SO e G G S

Finally, we need to apply the F operator to the system of equation. This operator

will act only on the RHS making Hadamard’s product (o). The transformation generated

by F turns

% @m N g) _ (Mgt i N) (1-0)+ <M$t+1 n ]\7> 0 (C.16)
into

oxdy

— <5t+1 —$t> = (ﬁNxNOMCEtﬂLﬁle ON) (1-0)+

-+ (ﬁNxNoﬁgt—i_l—}—ﬁleoj\?) 0. (017)
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And the final form of system to be solved, analogous to (C.13), is

oxdy
ot

ﬂ—@foNo]/\\/[/l (gt+1 = |:F/NXNOM(1_6)+%H (gt—i-ﬁNXlO]’\\?. (018)

J/

A B
As we can see by comparing equation (C.18) to equation (C.13), the action of F operator
does not imply a dramatic change in equation and, if a program that implements equation
(C.13) already exists, the use of the F operator is a good option to blocking points in this
program with minimal changes: 1 - Load a mask matrix; 2 - Construct ﬁle and foN
from mask matrix; 3 - Multiply the F in same fashion that we do when transforming

equation (C.16) in equation (C.17).

C.7 About Our Program

Our program was developed using the R language, and to run it extra packages must

be added to the basic R installation: Matrix package and MASS package.

The variable names have extensive form to make it easy the description of variables
and improving readability of all sub-routines codes. This coding practice could dispense
with the use of comments; another code characteristic is that the namimg of variables
is direct compatible with the variable nomenclature used in the Finite Volume Method

literature.

We use a folder structure mixed with shell scripts to make it easy to edit an run a
simulation; when opening the program folder, we can observe one folder (with routines)
and two scripts (EDIT.sh, RUN.sh), as follows

v d 2DHeatTransfer Heterogeneous Domain
3 d routines
EDIT.sh

RUN.sh

Figure 42: Folder structure of our program before execute EDIT.sh script.
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The folder routines contains all routines to run a simulation. When executing EDIT.sh
a new folder will be created and named results and all contents in folder routines will be
copied to results; after this, an editor will open all routines located in the results folder.
The routines in folder routines remain unchanged and protected and, when saving the an
edited files only the codes in the results folder are changed. If we need to change a file
in the folder routines, this can be made manually by editing it directly. After executing

script EDIT.sh the program folder changes to

vl 2DHeatTransfer Heterogeneous Domain

[ | results

[ ] routines
EDIT.sh

RUN.sh

Figura 43: Folder structure of our program after execute EDIT.sh script.

The next step consists in executing the script RUN.sh that will run sequentially the
routines in the folder results; all results obtained will be saved in the results folder together

with other elements that will remain in results folder.

The contents in folder routines are



189

v ‘ routines

OFunctions.R

1simulationData.R

2gridsCreation.R
3gammaMatricesCreation.R
4difusionExternalMatrixCreation.R
SdifusioninternalMatrixCreation.R
tboundaryConditionsMatrixCreation.R
7transientDifusionSolverThetaModel.R
domainMatrix

gnuplotMultiplePlots.sh

Figura 44: Contents of folder routines that will be used to solve problem.

All sub-routines are specialized and each creates an object that will be loaded from
the solver, in the present case the routine 7TtransientDifusionSolverThetaModel.R; Some
defined functions that will be loaded and reused by other routines are in Ofunctions.R. The
parameters and constants of model can be adjusted in IsimulationData.R. The geometri-
cal grids are created by routine 2gridsCreation.R. Routines (3gammaMatricesCreation.R)-
(6boundaryConditionsMatrixCreation.R) create the matrices used in equation (C.18) and
finally 7transientDifusionSolverThetaModel.R loads matrices and solves (C.18). The do-
main mask will be loaded to solve system with blocked points; this mask is a text file
named domainMatrix and can be created by any text editor or any other computer algebra
system R, OCTAVE, MATLAB, etc. The supplementary script gnuplotMultiplePlots.sh

can be used to easily plot the results using gnuplot.

C.8 Some Configurations

To run some examples here we will set some configurations in IsimulationData.R
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# Initial data: square domain
xLength=1
yLength=1
xInitial=0
yInitial=0
interval=1
tInitial=0
tFinal=20000
xFinal=xLength
yFinal=yLength
deltaz=1

# Initial data: points and instants
nPointsX=50

nPointsY=50

nInstants=40000

# Initial data: material

density=1

heatConductivity=1.0e-5

heatCapacity=1

phiInitialAllPoints=200

phiInitialW=900

phiInitialE=208

phiInitials=208

phiInitialN=208
Gamma=heatConductivity/(density*heatCapacity)

# ThetaModel parameter
# theta=(0,0.5,1)=(forward Euler, Cranck Nicolson, backward Euler)
theta=1.0

Figura 45: File 1simulationData.R with values used in case studies.

After editing the simulation data lets create 3 case studies with different blocked
points, in other words 3 different domainMatrix files, one to each case. We will repli-
cate the folder 2DHeatTransferHeterogeneousDomain 3 times and renaming each folder;
a file containing 50 x 50 points is too large to be shown here, but we can show an image
of these matrices using color white in position that contains 1 value and black for 0.
In all the following cases the correspondence between column or row number and po-
sition can be consulted in the file named xGrid created by script RUN.sh; in this case
{1, 10, 20, 30,40, 50} = {0.01,0.19, 0.39, 0.59,0.79, 0.99}.



Domain Configurations of Case Studies
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Figura 46: Representation of domains with blocked points generatad plotting domainMa-

trix of each case.

Results of Square at Center Configuration
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C.9 Concluding Remarks

We build a computer program for simulating 2D diffusion problems using (FVM) and
R program; to generate an irregular domain we show that an operator (ﬁ) constructed
from a mask with 0 and 1 is a good option; this operator acts as a Hadamard’s product
with geometrical discretization. Our program is highly customizable and can be modified

to solve another problem by changing only a few subparts.
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D.1 Abstract

We present the results of a series of numerical simulations of the flow of two immis-
cible incompressible fluids in a two-dimensional reservoir model of a 1/4-five spot well
arrangement, with random spatial distribution of two permeability values. We test three
types of configurations according to the position where the low permeability cells are pla-
ced: in the the first (injector) type these cells are around the injector well in the second
(producer) they are around the producer well and in the third (middle) they are in the
region between the two previous ones. From a statistical test of hypothesis analysis we
conclude that the flurd flow 1s direction dependent and that the the time of breakthrough
and the accumulated oil production are bigger in the producer configurations than in the
wnjector. The set of middle type of configurations exhibits the highest fluctuations of the

results.
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D.2 Introduction

Fluid flow through porous media with low Reynolds number is generally modeled
using Darcy’s equation, which depends on parameters representing geological and fluid
physical properties that are determined by laboratory experiments over sample material
collected during drilling operation. Since the sample data is collected on a small number
of sites, viz., drilled wells, it poorly represents the overall reservoir, which extends to

regions of hundreds of meters and sometimes kilometers.

Numerical reservoir simulators are widely used in the petroleum industry because
they enable the researchers and engineers to test hypothesis about the field properties
and exploitation schemes in order to forecast production and devise optimized operation
strategies. Even during the production period, numerical simulators are continuously
deployed to guide operational decision making; at this stage the simulator parameters are

frequently adjusted to better match history production data.

Uncertainty about the reservoir properties is unavoidable and one must deal with it
in interpreting and using the results of numerical simulations. We perform a sensitivity
analysis of a simple reservoir model by randomly distributing low permeability blocks
over different regions of an otherwise homogeneous spatial domain in order to quantify
the influence of data uncertainty over different parts of the reservoir. There are several
physical (geological) parameters and response variables that could be used in the analysis,
but in order to simplify the study we chose to random vary only the location of the
lower permeability blocks (as will be described in the Model section) and to observe the
breakthrough time and the water injection rate and the accumulated injected water, both
measured at breakthrough moment. The model is initially filled with a fluid mixture
composed by 80% of oil and 20% of water. We simulate the flow of the two immiscible
fluids in this porous media model generated by the injection of a mixture of 15% of oil

and 85% of water.

We are interested in quantifying the fluctuation of the response variables on a series
of controlled simulations as a function of the regions where the random permeability
occurs, i.e., where we lack complete geological information. From this we can determine
the regions where to get the most detailed geological description in order to have a more

precise numerical reservoir model.
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D.3 Model Description

We use a two-dimensional (square) reservoir model with 100 m sides. Two wells are
located at diagonally opposite corners, one used for the fluid injection, the injector, and
the other, the producer, for fluid production. This square is divided into 400 square

cells of 5 x 5 m?

. The porous media parameters (porosity and permeability) are time
independent and constant within each cell; the permeability depends on the cell (spatial)
position. The porosity is homogeneous and has value ¢ = 0.2. The permeability of each
cell is an isotropic two-dimensional tensor K = kI whose eigenvalue k can take either of
the values, k = k., (regular permeability) or k = ki, (low permeability). We partition
the reservoir domain into three regions: one around the lower left corner, the other around
the upper right corner and the third in the middle region between the two others. We
construct three configuration classes according to the region where the low permeabilities

are placed and where the injector and producer wells are located (see Figs. (54), (55) and

(56)):

1. Injector: This class contains the configurations whose injection well is placed at
the lower left corner and the low permeability cells are randomly distributed on the
partition region around this corner. The producer well is located at the upper right

corner;

2. Producer: This class contains the same random low permeability configurations as
the injector class but the injector and the producer wells are switched: The injection

occurs in the upper right corner and the production at the lower left corner;

3. Middle: The low permeability cells are randomly placed on the middle region, the

injection occurs at the lower left corner and the production at the upper right corner.

Each class is further subdivided into 4 subclasses according to the probability of appear-
ance of the low permeability cells. The probability (fraction) values used are 0.2, 0.3, 0.4
and 0.5.

A generic random configuration over region A with probability f, is generated by

independently choosing the permeability of each of its cells, i € A, according to the rule,

Pri{k; = kow}=f and
Prik;, = k‘reg} =1-f,
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and k; = kyeg if i ¢ A. The entire reservoir domain is initially filled with a mixture of 80%

of non-wetting fluid (oil) and 20% of wetting fluid (water).

D.4 Equations

The mathematical model of the two-fluid flow in porous media we use is based on

mass conservation together with Darcy’s law and a capillary relation.

Let the spatial domain be € = [0, 100] x [0,100]. Let its boundary 02 be composed
by three disjoint subsets 02 = I'y UT'; UT',, where I'y represents the no-flow boundary,
['; is the inflow boundary and T, the outflow boundary. See Fig.(54)

Let the porosity be denoted by ¢ and the permeability tensor by K. Let S,, and S,
denote the oil (non-wetting fluid) and water (wetting fluid) concentrations, respectively.

The resulting equations are

0S5,
gbw -V P‘wKpr] = Qu, (D2)

where p,, and p,, denote the respective fluid partial pressure, and ¢, and g, denote their

source terms. The transmissibilities are denoted by

Era
)\a = )
Ho

a=n,w, (D.3)

where p, is the viscosity of fluid « and ko, = k.o(S,) is the relative permeability of fluid
« which is a function of the saturation S,. We use the Brooks-Corey model for capillary

pressure and relative permeability, (see Ref. [5]),

pc(Sw) =DPn —Pw =" qul/)\> (D4)

where py, the bubbling pressure, and A, the pore-size distribution inder, are characteristics

constants to be determined experimentally. The relative permeabilities are given by

Ko (Sy) = SEH3N/A (D.5)
rn(Sw) = (1 — Sy)3(1 — SETV/AY, (D.6)

In our simulations we take A\ = 2.
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D.5 Boundary Conditions

The boundary of the spatial domain is partitioned into three non-overlapping subsets,

where we imposed the boundary conditions (see Fig. (54)):

1. On the no-flow boundary, I'ny: A\yKVp, -7 =0 and \,KVp,, - 17 = 0;
2. On the inlet, I';: p, = P;, and S, = 0.85;

3. On the outlet, I'y: p, = P, and \,KVp, -7 = 0.

D.6 Solver

We numerically solve Egs. (D.1) and (D.2) using the OpenFoam free-software [3].
The details of the equations implementation into OpenFoam will be presented elsewhere
[18]. We use an IMPES (IMplicit Pressure and Explicit Saturation) scheme: Knowing
the initial saturation field S,, we solve Eq. (D.1) for p,, which is then used in Eq. (D.2)
to advance S,, in time using an explicit Euler scheme. These steps are repeated until the

final simulation time is reached.

D.7 Simulations

As described in the Model section, we perform simulations with configurations resulting
from the combination of two factors: the region and the probability of occupation of low
permeability cells, with three regions (injector, middle and producer) and four probabil-
ities (0.2, 0.3, 0.4 and 0.5). For each combination region-probability we generate 1000
random configurations and simulate the flow with the corresponding boundary conditions
using OpenFoam. We fix the time step At = 0.1 and the final simulation time at ¢ = 3000.
At each time step we evaluate the water saturation S,,, the partial water pressure p,, at
each cell and compute the effective velocities Uw and ﬁn on the cell boundaries. We
record in an output (history) file, at each time step, the current simulation time, the
water inflow rate, the oil inflow rate, the water outflow rate and the oil outflow rate, as
well as the to total injection and production of water and oil. By analyzing these history
files we observed that the breakthrough time, which is the time when the water front
reaches the producer well can be characterized (in the our simulations) by the water pro-

duction rate, w_prod_rate, crossing the (critical) value 0.02. A typical curve of water
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production rate versus time is seen in Fig. (50). At a post-simulation processing we spot
the breakthrough moment at each history file and mount a (data frame) file containing
the information of the configuration (its sequence number, region and probability), the
breakthrough time, the oil and water injection and production rates and the accumulated

injected and produced water and oil. To analyze the data we use the free-software R [20].

0.7

0.6
0.5
04
0.3

w_prod_rate

0.2

0.1

0
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

time

Figure 50: Typical curve of the water production rate versus time. At the breakthrough
time the curve undergoes a rapid increase, crossing in this case the value 0.02.

D.8 Parameters

The parameter values used in the simulations are:

pn =102 kgm™"' 57!

f = 1072 kg m™" 57
A=2.0

p, = 10° Pa

Fireg = 107% m?

kiow = 1071 m?

The boundary conditions are:

3.0 x 10 Pa  on the inflow
Pw =
1.0 x 10 Pa, on the outflow
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Sw = 0.85 on the inflow

Vs, =0 on the outflow

D.9 Results and Discussion

Number of blocks. The permeability configurations are randomly generated ac-
cording to an occupation probability over a determined region of the reservoir domain.
For each combination of region and probability we random generate 999 configurations.
The numerical simulation we some of them fail to converge with time step At = 0.1, and
so, they are discarded. The number of valid configurations in each category is reported in
Table (9). From this table we can already detect the system dependence on the direction
of the flow. The injector and producer set have common permeability configurations,
but with some of them the numerical simulation converge in one direction but not in the
other, as can be seen comparing the contents of the first and third rows of Table (9). All
of the 999 generated configurations are valid in the injector set with probabilities 0.2, 0.3
and 0.4, and only one configuration is discarded with probability 0.5. On the other hand,
in the producer set, we have to discard 2 configurations with probability 0.2, 17 with
probability 0.3, 40 with probability 0.4 and 86 with probability 0.5. This also shows that
low permeability regions close to the producer well may result in stiffer models which are

highly computational demanding.

The number of blocks in each valid configuration is therefore a random number whose
mean and standard deviation depend on the region and on probability as shown in Ta-
bles (10) and (11). The maximum number of blocks in the injector (producer) region
is 59 and in the middle region is 242. Dividing the number of blocks n_blocks actually
occupied by the low permeability cells by the total number of blocks of the region we get
the ratio of occupation of the configuration whose averages and standard deviations are
presented in Tables (12) and (13).

fraction | injector middle producer
0.2 999 999 997
0.3 999 999 982
0.4 999 998 959
0.5 998 994 913

Table 9: Number of configurations leading to converging simulation with At = 0.1, as a
function of the region and of the occupancy probability
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fraction | injector middle producer
0.2 1194  48.59 11.93
0.3 17.81  72.89 17.78
0.4 23.73  96.33 23.66
0.5 29.49  120.68 29.38

Table 10: Average of the number of blocks with low permeability as a function of the
region and of the occupancy probability

fraction | injector middle producer
0.2 3.07 6.19 3.06
0.3 3.65 7.18 3.65
0.4 3.70 7.58 3.68
0.5 3.91 7.62 3.90

Table 11: Standard deviation of the number of low permeability blocks as a function of
the region and of the occupancy probability

fraction injector middle  producer
0.2 | 0.2023040 0.2007834 0.2021828
0.3 | 0.3019121 0.3011896 0.3013739
0.4 | 0.4022158 0.3980647 0.4010710
0.5 | 0.4997792 0.4986739 0.4979115

Table 12: Average of the rate of occupation by low permeability cells as a function of the
region and of the occupancy probability

D.10 Selection of variables.

In order to detect the correlated variables and reduce the number of analysis to be

performed we use two scattered plots:

1. the first is presented in Fig. (57) and contains the plots of all possible combinations
of two variables taken from the set composed by region, probability, time of break-
through (¢ bt), water injection rate, oil injection rate, water production rate and

oil production rate;

2. the second is presented in Fig. (58) and contains the plots of two variable com-
binations taken from the set composed by region, probability, and the values at

breakthrough time of the accumulated injected and produced water and oil.
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fraction injector middle producer
0.2 | 0.05201688 0.02559131 0.05193054
0.3 ] 0.06194378 0.02967523 0.06192722
0.4 ] 0.06271174 0.03131553 0.06244157
0.5 ] 0.06631703 0.03147741 0.06614187

Table 13: Standard deviation of the rate of occupation by low permeability cells as a
function of the region and of the occupancy probability

In these scattered plots the variable region takes on numerical values

1 = injector
region =< 2 = middle (D.7)
3 = producer

Let us examine the first set of plots, Fig. (57). The plots on the third row of this
figure shows the behavior of the breakthrough time (¢ bt) versus the other variables. We
can see that t bt takes value over intervals that depend both on the region and on the
probability (first and second columns, respectively). The same happens with the water
injection rate (w_inj rate), as can be seen on the first and second columns of the fourth
row of plots. On the fifth row, we see that the oil injection rate (o_in_rate) takes value
over a very narrow interval, —6.0 x 107* < o_inj rate < —3.0 x 107*, which can be
practically considered as a constant value with very small random fluctuations, which
can result, for instance, from roundoff effects. On the sixth row, we observe that the
water production rate, which is used to specify the breakthrough time, has most of its
values about 0.02 and exhibits three higher values, which are produced at three isolated
simulations whose characteristics are shown in Table (14) below. Excluding these three

points, the remaining values of the water production rate are within 0.02 and 0.0204.

region fraction | index t bt | w_prod_rate
producer 0.50 100 | 1721.10 0.0242
producer 0.50 642 | 1632.10 0.0316
producer 0.50 798 | 2904.30 0.0460

Table 14: Spurious configurations with w_prod_rate greater than 0.0204

We identify a strong correlation between the water injection rate and oil production
rate, which is evidenced by the rectilinear graph on the plots at the seventh row and fourth
column (and fourth row and seventh column). From these observations, we conclude that
we must study the fluctuations of the time of breakthrough and water injection rate and

neglect the other variables (oil injection rate, water production rate and oil production
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rate) since they are either constant or correlated to the water injection rate.

On Fig. (58) we observe that the accumulated quantities of injected and produced,
water and oil, are all strongly correlated among themselves. Therefore, we need to study

only one of these variables, for instance the accumulated injected water.

We conclude that the time of breakthrough, the water injection rate and the accumu-
lated injected water may be used to study the fluctuations in the reservoir response to the
variations of the region and probability variables. The scattered plots of these variables

are presented in Fig. (59)

D.11 Time of Breakthrough.

We compute the mean and standard deviation values of the breakthrough time for
the various configurations. The effect of the flow direction over the results is evidenced
by computing the difference of the breakthrough time of the producer and injector con-
figuration with the same permeability configuration. The mean and standard deviation
values of this difference, for each fraction value, is shown in Tables (22) and (23). From

the related plots and histograms ( Fig. (53), and Fig. (60)) we conclude that:

1. The breakthrough time, ¢t _bt, increases with the amount of low permeability cells

(probability);

2. Within the same probability configurations, the mean value of ¢t bt gets bigger as

the the region of obstacles approaches the producer well;

3. The standard deviation values are bigger when the low permeability cells occupy
the middle region; this might result from the bigger number cells than in the other

two configuration types (injector and producer);
4. The histograms become more spread as the probability increases;

5. The histograms of the middle configurations are flatter than those of the injector

and producer type;

6. The histograms are asymmetric, with longer tails towards high values of ¢ _bt.
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D.12 Water Injection Rate

Injected water and its rate are expressed by negative numbers since they are related
to the flow of the effective water velocity through the boundary, and the flow is negative
when the angle between the velocity and the outward boundary normal is greater than
7/2, i.e., when water enters the domain of the reservoir. For the sake of clarity, we use

the absolute value of these quantities in the following tables and figures.

From the average and standard deviation values of the water injection rate for the
various configurations, and from the related plots and histograms (Tables (15) and (16),

and Fig. (51)) we conclude that:

1. The (absolute value of the) water injection rate at breakthrough time, w_inj rate,

decreases with the increase of of low permeability cells (probability);

2. Within the same probability configurations, the (absolute value of the) mean value
of w_1inj rate is higher bigger as the the region of obstacles approaches the injector

well;

3. The (absolute value of the) mean of w_inj rate decreases drastically as we increase
the probability of low permeability cells in the regions closer to the producer well;
the disparity of values between the injector and the producer is higher for higher

probability values;

4. The standard deviation values increase as the region moves from injector to pro-

ducer, and as the probability value increases;

5. The histograms become more spread as the probability varies from 0.2 to 0.5 and

as the region of low permeability moves from injector to producer;

6. The histograms are asymmetric, with longer tails towards smaller absolute value of

the water injection rate, w_inj rate.

fraction | injector middle producer
0.2 0.45 0.44 0.45
0.3 0.45 0.42 0.43
0.4 0.44 0.40 0.41
0.5 0.43 0.37 0.38

Table 15: Averages of the (absolute value of) water injection rate (at breakthrough time)
as a function of the region and of the probability variables.
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fraction | injector middle producer
0.2 0.01 0.01 0.01
0.3 0.01 0.01 0.02
0.4 0.01 0.02 0.02
0.5 0.02 0.02 0.04

Table 16: Standard deviation values of the water injection rate at breakthrough time as
a function of the region and of the probability variables.

Average of the water injection rate Standard dewviation of the water injection rate
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fraction fraction

Figure 51: Plots of averages of absolute values (left) and standard deviations (right) of the
water injection rate for the various probabilities and positioning of the low permeability
cells.

D.13 Accumulated Injected water

The negative values of accumulated injected water mean that the injected water results
from a negative flow into the reservoir domain. From the mean and standard deviation
values of accumulated injected water for the various configurations, and from the related
plots and histograms (Tables (17) and (18), and Fig. (52)) we conclude that:

1. The (absolute value of the) accumulated injected water injection rate at break-
through time, w_inj, increases with the increase of of low permeability cells (prob-

ability) for the producer configurations;

2. For the injector configurations the absolute value of the injected water remain almost
for all the probabilities, with a small reduction as the probability varies from 0.2 to

0.5.

3. The standard deviation values are bigger for the middle type configurations with all
probability values; the values related to the injector are slightly bigger than those

of the producer configurations;

4. The histograms become more spread as the probability varies from 0.2 to 0.5 and
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as the region of low permeability moves from injector to producer;

5. The histograms are more symmetric than for the other variables (¢t bt and w_inj rate;
the smaller asymmetry shows with longer tails towards bigger absolute value of the

accumulated injected water, w_inj.

fraction | injector middle producer
0.2 | 605.73 599.88 611.76
0.3 | 606.68 601.03 615.45
0.4 ] 602.71 606.85 618.84
0.5 ] 601.19 605.23 620.44

Table 17: Averages of the absolute values of the total (accumulated) injected water (at
breakthrough time) as a function of the region and of the probability variables.

fraction | injector middle producer
0.2 2716  28.34 21.48
0.3 37.93  52.00 30.87
0.4 48.05  71.48 42.47
0.5 58.01  78.50 52.17

Table 18: Standard deviation values of the total (accumulated) injected water (at break-
through time) as a function of the region and of the probability variables.

Average of the accumulated injected water Standard deviation of the accumulated injected water
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fraction fraction

Figure 52: Plots of averages of absolute values (left) and standard deviations (right) of
the accumulated injected water for the various probabilities and positioning of the low
permeability cells.

D.14 Hypothesis tests

We perform the two-sided Student’s t-test to quantify the difference between the mean
of the observed functions in the injector and producer type configurations. We use the

significance level o = 0.01%. The output of the tests are presented in the Tables (19),
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(20), (21), which contain for each fraction value the number of degrees of freedom (d.f),
the critical value t., the computed t value of the samples, the probability p and the 99.99%
interval of confidence for the difference fi;,;(X) — fiproda(X), Where 11, (X) (ftproa(X)) is

the mean of the variable X of the injector (producer) set of configurations.

fraction | d.f. te t P interval
0.2 1983 | -3.898521 | -15.76 | 2.2e-16 | (—54.68,—32.99)
0.3 1977 | -3.898545 | -18.11 | 2.2e-16 | (—94.26, —60.87)
0.4 1862 | -3.899037 | -24.64 | 2.2e-16 | (—170.32, —123.79)
0.5 1540 | -3.900807 | -28.16 | 2.2e-16 | (—290.79, —220.03)

Table 19: Output values of the two-sided Student’s t-test applied to the compare the
mean of the breakthrough time of the injector and of the producer configurations.

fraction | d.f. t. t P interval
0.2 1531 | -3.900868 | 20.34 | 2.2e-16 | (0.0065,0.0099)
0.3 1364 | -3.902129 | 29.95 | 2.2e-16 | (0.0157,0.0204)
( )
( )

0.4 1226 | -3.903432 | 37.76 | 2.2e-16 | (0.0285,0.0351
0.5 1221 | -3.903484 | 38.69 | 2.2e-16 | (0.0460, 0.0563

Table 20: Output values of the two-sided Student’s t-test applied to the compare the mean
of the water injection rate (at breakthrough time) of the injector and of the producer
configurations.

fraction | d.f. t. t P interval
0.2 1895 | -3.89889 | -5.507 | 4.149e-08 | (—10.307894, —1.762291)
0.3 1912 | -3.898816 | -5.6511 | 1.834e-08 | (—14.828397 — 2.720762)
(— )
(—

0.4 1942 | -3.898689 | -7.8763 | 5.562e-15 24.108657, —8.143985
0.5 1908 | -3.898833 | -7.6375 | 3.479¢-14 29.077354 — 9.423398)

Table 21: Output values of the two-sided Student’s t-test applied to the compare the mean
of the total injected water (at breakthrough time) of the injector and of the producer
configurations.

D.15 Total produced oil

Although not necessary in the previous sections, we analize here the total produced oil
at breakthrough time, one of the most important factors considered in the management
of a reservoir since it express the total amount of oil that can be recovered with water
injection. This variable can be used as a performance measure of the various configurations

considered.

We observe that, on average, the total oil production up to breakthrough time is

higher when the producer well is in the region of low permeabilities and that the higher
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the fraction of low permeabilities cells the higher is the amount of total oil produced, i.e.,
the reservoir is better swept when the producer well is surrounded by low permeabilities
regions, which are obstacles for the flow. On the other hand, if the injector is in region with
low permeabilities, the total oil production decreases as the fraction of low pemeability

cells increases.

The configurations with higher fluctuation on the values are those where the low
permeabilities are in the middle region as can be seen in Fig. (53). The biggest and
the smallest values of the total oil produced among all simulations were attained by
type middle configurations with fraction = 0.5. The biggest value was 853.505 and the
smallest was 399.439.

fraction | injector middle producer
0.2 | 590.79 585.08 596.68
0.3 ] 591.71 586.18 600.27
0.4 ] 587.84 591.84 603.57
0.5 ] 586.34 590.25 605.13
Table 22: Average of the total produced oil at breakthrough time as a function of fraction
and region
fraction | injector middle producer
0.2 26.50  27.65 20.95
0.3 37.01  50.73 30.12
0.4 46.89  69.75 41.44
0.5 56.60  76.60 50.91

Table 23: Standard deviation of the total produced oil at breakthrough time as a function
of fraction and region

610 T T 80 T
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Figure 53: Plots of averages (left) and standard deviations (right) of the total produced
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oil for the various probabilities and positioning of the low permeability cells.
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From this series of numerical simulations of two immiscible fluid flow in a two-

dimensional porous media, we can conclude that the existence of low permeability regions

(obstacles to the flow) interferes with the numerical results, which can be observed in a

set of response functions, from which we chose the time of breakthrough (¢ bt) and the

values at breakthrough time of the water injection rate (w_inj rate) and of the total

injected water (w_inj).

1. The results depend on the flow direction: injector and producer type of configura-

tions produced significantly different responses.

2. Average responses show that the producer configurations have larger values of the

breakthrough time and of the total produced oil than the injector configurations.

This suggests that the water might be injected in regions of better permeability in

order to get a better sweep of the reservoir.

3. The highest variability of the breakthrough time, and the total injected water and

produced oil, occured within the middle configuration sets.

fraction | injector middle producer
0.2 2.69 3.26 2.25
0.3 5.68  11.79 5.54
0.4 8.74  23.29 11.62
0.5 13.44  33.50 27.66

Table 24: Spread of the t bt as a function of region and probability.

fraction | injector middle producer
0.2 23.92  21.87 26.57
0.3 16.65  11.75 17.28
0.4 13.58 8.65 12.30
0.5 11.20 7.62 8.36

Table 25: Signal-to-noise ratio of the breakthrough time ¢ bt as a function of the region

and probability

D.16.1 Figures
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fraction

injector

middle

producer

0.2
0.3
0.4
0.5

7.82014 x 107°
1.376279 x 1074
2.012878 x 10~
6.029076 x 10~*

1.846986 x 10~
3.830502 x 10~*
6.765368 x 1074
1.505675 x 1073

2.727221 x 1074
6.944751 x 10~*
1.4633205 x 1073
3.6107259 x 1073

Table 26: Spread of the w_inj rate as a function of region and probability.

fraction | injector middle producer
0.2 76.24  48.89 40.46
0.3 56.96  33.06 24.83
0.4 46.61  24.22 16.63
0.5 26.58  15.64 10.17

Signal-to-noise ratio of the water injection rate at breakthrough time
w__inj _rate as a function of the region and probability

fraction | injector middle producer
0.2 1.22 1.34 0.75
0.3 2.37 4.48 1.55
0.4 3.82 8.36 291
0.5 5.57  10.10 4.37

Table 28: Spread of the w_inj as a function of region and probability.

fraction | injector middle producer
0.2 22.30  21.17 28.48
0.3 1599  11.56 19.94
0.4 12.54 8.49 14.57
0.5 10.36 7.71 11.89

Table 29: Signal-to-noise ratio of the accumulated injected water at breakthrough time
w inj as a function of the region and probability
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Figure 54: Mesh of the spatial domain of the numerical model.
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Figure 55: A sample configuration showing in dark the cells with lower permeability in a
quarter-circle region of radius 50 m around the lower left corner. This type of permeability
distribution is used in the injector and producer classes of configurations.
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Figure 56: A sample configuration showing the distribution of low permeability cells in the
intermediate (middle) region. This type of distribution is used in the middle configuration
class.
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Figure 57: Scattered plots of region (1 = injector, 2 = middle and 3 = producer),
probability, breakthrough time and the rates of injection and production, of water and
oil, at breakthrough time .
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58: Scattered plots of region (1 = injector, 2 = middle and 3 = producer),
probability and the accumulated amount of water and oil, injected and produced, at
breakthrough time.
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Figure 59: Scattered plots of region (1 = injector, 2 = middle and 3 = producer),
probability, time of breakthrough, and water injection rate and the accumulated injected
water at breakthrough time.



217

injector with fraction = 0.2 middle with fraction = 0.2 producer with fraction = 0.2
H H‘ LI m H
g ) mr g lﬂ Hﬂv_ g d H‘Luu,.,
H i ] ‘ H — !
1500 2000 2500 s000 1500 2000 2500 3000 1500 2000 2500 3000
ot o Lo
injector with fraction = 0.3 middle with fraction = 0.3 producer with fraction = 0.3
S L g
gl 0 HJ‘.K.; g jﬂhrﬂh.; g H“‘[ﬂ_,
g T H i H ,
1500 2000 2500 2000 1500 2000 250 2000 1500 2000 250 3000
™ ™ o
injector with fraction = 0.4 middle with fraction = 0.4 producer with fraction = 0.4
2 8 2. H
g jmmm g g\.‘“ﬂ—ﬂﬂm‘w g J\’m”m__
H i g " E - )
1500 2000 2500 3000 1500 2000 2500 3000 1500 2000 250 3000
o et Lot
injector with fraction = 0.5 middle with fraction = 0.5 producer with fraction = 0.5
2 & g g
g AIHHHVHJri, =i i1 e g ‘»mlﬂﬂhn.m
H i ] i H ;
1500 2000 2500 200 1500 2000 2500 2000 1500 2000 2500 3000
Lot ot o

Figure 60: Histogram plots of the
positioning of the low permeability

breakthrough time for the various probabilities and

regions.

A A

Figure 61: Histogram plots of the water injection rate at breakthrough time for the various
probabilities and positioning of the low permeability regions.
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Figure 62: Histogram plots of the accumulated injected water at breakthrough time for
the various probabilities and positioning of the low permeability regions..
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APENDICE E - Cédigo de Alguns Programas

E.1 Programa heat.equation.1.R: Método de linhas

# Programa heat.equation.1.R

# Sequéncia de tempo:

t1<-0; tr<-0.2; nt<-20; ht<-((tr-tl)/(nt-1)); t<-seq(tl,tr,ht)

# Sequencia espacial:

xl1<-0;xr<-1 ;nx<-20;hx<-((xr-x1) /(nx-1));x<-seq(xl,xr,hx)

# Criando as equacoes:

Ui<-1:20;names(Ui) <-paste("U",Ui,sep="")

# Impondo uma condicao inicial:

for(i in Ui){xi<-x1+4(i-1)*hx;Uili] <-sin(pi*xi) }

# Criando o vetor y que sempre leva os dados iniciais para a regiao da func¢ao model:
y<-(Ui) parms<-c(alpha=1,hx=hx)

# Passando o valor de t para a variavel times:

times<_-t

# Estabelecendo o sistema de EDOs que rege o modelo na fung¢ao model:
model<-function(times,y,parms){ with(as.list(c(y,parms)),{
U(xL,t)=U1(t)=0, U(xr,t)=U20(t)=0 -> Ulx=0, U20x=0 # BC
Ul.t<-alpha*((U2-2*U1+U0)/(hx"~2))# BC

U2.t<-alpha*((U3-2¥U2+U1)/(hx"2))
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U3.t<-alpha*((U4-2*U3+U2)/(hx"2))
Ud.t<-alpha*((U5-2*U4+U3)/(hx"2))
Ub.t<-alpha*((U6-2*U5+U4)/(hx"2))
U6.t<-alpha*((U7-2*U6+U5)/(hx"2))
U7.t<-alpha*((U8-2*U7+U6)/(hx"2))
U8.t<-alpha*((U9-2*U8+U7)/(hx"2))
U9.t<-alpha*((U10-2*U9+U8)/(hx"2))
U10.t<-alpha*((U11-2*U10+U9)/(hx"2))
Ull.t<-alpha*((U12-2*U11+U10)/(hx"2))
Ul2.t<-alpha*((U13-2*U12+U11)/(hx"2))
Ul3.t<-alpha*((U14-2*U13+U12)/(hx"2))
Ul4.t<-alpha*((U15-2*U14+U13)/(hx"2))
Ul5.t<-alpha*((U16-2*U15+U14)/(hx"2))
U16.t<-alpha*((U17-2*U16+U15)/(hx"2))
Ul7.t<-alpha*((U18-2*U17+U16)/(hx"2))
U18.t<-alpha*((U19-2*U18+U17)/(hx"2))
U19.t<-alpha*((U20-2*U19+U18)/(hx"~2)) U20.
t<-alpha*((U21-2*U20+U19)/(hx"2)) # BC
return (list(c(U1.t,U2.t,U3.t,U4.t,U5.t,U6.t,U7.t,U8.t,U9.t,U10.t,U11.t,
U12.t,U13.t,U14.t,U15.t,U16.t,U17.t,U18.t,U19.t,U20.t))) }) }
# Carregando a biblioteca deSolve
library(deSolve)

# Resolvendo o sistema de equagoes
out<-ode(y,times,model,parms)

# Plotando um grafico 3D

library(shape);library(rgl)
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U.analitica<-matrix(nrow=nt,ncol=nx)

for(i in 1:nt){

for(j in 1:nx){

U.analiticali,j| <-sin(pi*x|j|) *exp(-pi~2*t[i])

}for(j in 1:nt)

}for(i in 1:nx)

jet.colors <- colorRampPalette( c("lightgray","blue","green","orange","red") )
pal <- jet.colors(100)

col.ind <- cut(out|,-1],100)
persp3d(t,x,out|,-1],col=pal|col.ind]|,zlab="u(x,t)")
persp3d(t,x,out|,-1]-U.analitica,col=pal[col.ind|,zlab="error")
# Plotando um mapa de contorno

image(t,x,out|,-1],ticktype="detailed" ,border="NA" col=pal,main="u(x,t)")

E.2 Programa heat.equation.2.R: Método de linhas (oti-
mizado)

# Programa heat.equation.2.R

# Sequencia de tempo
t0<-0;tf<-0.2;nt<-150;ht <-((t£-t0) / (nt-1));times<-seq(t0,tf,ht)
# Sequencia espacial

xl<-0;xr<-1;nx<-150;hx <-((xr-x1) /(nx-1));x<-seq(xl,xr,hx)

# Condicgoes iniciais e parametros

y<-lmnx;names(y)<-paste("U",y,sep=""); for(iin y){xi<-xI4(i-1)*hx;y|i] <-sin(pi*xi) }
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y[1]=0;y[nx|=0

parms<-c(alpha=1,hx=hxnx=nx)

# Equagoes do modelo

model<-function(times,y,parms){ with( as.list(c(y,parms)), {
odes<-1:nx;names(odes)<-paste("U" odes,sep="",".t")

for(i in 2:(nx-1)){odesli]<-alpha*((y[i-+1]-2*y[i] +¥[i-1])/(hx"2))}
odes|1]<-y[1];0des|nx|<-y|nx]

list(odes)} ) }

# Resolvendo o modelo

library(deSolve); out<-ode(y,times,model,parms)

# Plotando em 3D

library(shape) library(rgl)
U.analitica<-matrix(nrow=nt,ncol=nx)

for(i in 1:nt){

for(j in 1:nx){

U.analiticali,j| <-sin(pi*x[j|) *exp(-pi~2*t[i])

}#or(j in 1:mt)

}#Hor(i in 1:nx)

"nmn "nan
,"green",

jet.colors <- colorRampPalette( c¢("lightgray","blue orange","red") )
pal <- jet.colors(100)

col.ind <- cut(out|,-1],100) # colour indices of each point
persp3d(times,x,out|,-1],col=pal[col.ind],zlab="u(x,t)")
persp3d(times,x,out|,-1]-U.analitica,col=pal|col.ind],zlab="error")

# Plotando o mapa de contorno

image (times,x,out|,-1],ticktype="detailed" ,border="NA" col=pal,main="u(x,t)" ,xlab="t")
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E.3 Programa 2phase.flow.1.R: Método de linhas

# Programa 2phase.flow.1.R
derivate<-function(y,x,hx,nx){

Y <-splinefun(x,y)

f<-Y(x,deriv=1)

f<-splinefun(x,f)

yle<-Y(x[1]-hx)

yre<-Y (x|nx|+hx)

dY<-1:nx

for(i in 1:nx){

if(i<nx){

dY[i]<-2*(y[i+1]-y[i]) /hx-f(x[i+1]) }#if

else{ dY[i]<-2*(yre-yli]) /hx-f(x|nx|+hx) }#else

}#Hor(i in 1:nx)

return(dY) }#derivate<-function(y,x,hx,nx)

xi<-0; xf<-100; hx<-0.1; x<-seq(xi,xf,hx); nx<-( (xf-xi)/(hx) + 1)
ti<-0; tf<-1; ht<-0.01; delta.t<-tf-ti; t<-seq(ti,tf,ht); nt<-( (tf-ti)/(ht) + 1)
Sn<-1:nx; Sn1<-0.20; Snn<-0.80

# Campo de saturacao inicial (abrupto)

for(i in L:nx){ if( i>(1) ){ Snli]<-Snn }else{ Sn[i]<-Snl; } }
Sn0<-Sn

1 <=0;y1<-0.2:x2<-100;y2<-0.8; C3-0.3;

C2<-( yl*exp(-C3*x1)-y2*exp(-C3*x2) ) /(y2-y1)

Cl<-( y1*y2¥exp(-C3*x1)-y1*y2*exp(-C3*x2) ) /(y2-y1)

Sn<-function(x){
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x1<-0;y1<-0.2; x2<-100;y2<-0.8; C3<-0.3

C2<-( yl*exp(-C3*x1)-y2*exp(-C3*x2) )/(v2-y1)

Cl<-( y1*y2¥exp(-C3*x1)-y1*y2*exp(-C3*x2) ) /(y2-y1)
Sn<-C1/(C2+exp(-C3*x)) return(Sn) } # Campo de saturacao inicial (suave)
Sn0<-Sn(x)

plot(x,5n0);lines(x,Sn(x))

# Testando a derivada analitica, contra a derivada numérica derivate()
dSn.test<-( C1*C3*exp(-C3*x) )/( ( C24+exp(-C3*x) )"2)
plot(x,dSn.test);lines(x,derivate(Sn(x),x,hx,nx)) Sn<-Sn(x)

k<-1e-8; phi<-0.2; Pd<-le+3; theta<-2; muw<-1le-3; mun<-1le-2
Pwinj<-3e+6; Pwprod<-le+6

system.time( {

tempo.total<-300

while(tf<tempo.total){

Pe<-Pd*( 1-Sn )~ ( (-1)/(theta) );krw<-( 1-Sn )~ ( (2+3*theta)/(theta) )
lambdaw<-( (krw)/(muw) )

krn<-( (Sn)~2 )*( 1 - (1-Sn)"((2+theta)/(theta)) ); lambdan<-( (krn)/(mun) )
dPc<-derivate(Pc,x,hx,nx); d2P¢ <-derivate(dPc,x,hx,nx)
[<-k*derivate( ( lambdan-+lambdaw ),x,hx,nx)

[I<-k*( lambdan+lambdaw ); III<-k*derivate(lambdan,x,hx,nx)
IV<-dPc¢ V<-k*lambdan; VI<-d2Pc

Pw2test=3000; percent.error=100; while( percent.error > 1){
Pwl<-Pwinj; Pw2<-Pw2test; Pw<-c(Pwl=Pwl,Pw2=Pw2)
Pwparms=-c(LILIILIV,V,VI)

PwModel<-function(x,Pw,Pwparms){

with (as.list(c(Pw,Pwparms)),{
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j<-(x-xi)/hx+1; dPwl<-Pw2

dPw2<-(-1)*( (I[jI*Pw2 + HI[I*IV[j] + V[*VI[] )/ (1] ) )

list( ¢(dPwl,dPw2) ) })

library(deSolve); PwOut<-ode(Pw,x,PwModel,Pwparms)

Pw<-1:nx; convert<-as.array(PwOut/[,2|)

for(i in 1:nx){ Pwli]<-convert|i|}

delta<-PwOut|nx,2]-Pwprod; percent.error<-( abs(delta)/Pwprod )*100
Pw2test=Pw2test+10 }#while( percent.error > 0.1)

library (Hmisc)

setwd(" /home/marceliano/SIMULACOES /hx01ht02C308cv/PRES")
jpeg(paste("fig", tf, ".jpg", sep = ""))

par(mai=c(1.1,1.5,1,0.5))
plot(x,Pw,xlab="X" ylab="PRES" type="line" col=2,yaxt="n",xaxt="n’,
xlim=c(0,100), ylim=c(le+6,3e+6), lwd=2,lty=1,
cex.axis=2,cex.lab=2 cex.main=2,main="")
axis(1,at=c(0,20,40,60,80,100),

labels—c(0,20,40,60,80,100))
axis(2,at=c(1e+6,1.5e+6,2e+6,2.5¢-+6,3.0e+6),
labels=c(le+6,1.5e+6,2e+6,2.5e+6,3.0e+6))

dev.off()

dPw<-derivate(Pw,x,hx,nx)

d2Pw<-derivate(dPw,x,hx,nx)

VII<-k*derivate(lambdaw,x,hx,nx)

VIII<-k*lambdaw

Snl<-c¢(Sn=Sn)

Snparms <-c¢(phi=phi, VIT, VII,dPw,d2Pw xi=xi,nx=nx,hx=hx)
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SnModel<-function(t,Snl,Snparms){ with(as.list(c¢(Sn,Snparms)),{
odes<-1:nx; names(odes)<-paste("dSn", odes,sep="")

for(p in 1:nx){

odes|p|<-(-1)*( VI[p|*dPw[p| + VIH|p|*d2Pw[p| )/( phi ) }#for(p in 2:nx)
list(c(odes)) }), )}

library(deSolve); SnOut<-ode(Snl,t,SnModel,Snparms)

Sn<-1:nx; convert<-as.array(SnOut|nt,|); for(i in 1:nx){
Snli]<-convert|i+1] if(Sn[i]<0.2){Sn[i]<-0.2}
if(Sn[i]>Sn0[i]){Sn[i]<-SnO[i]} } Sn[1]<-0.2
Sni<-smooth.spline(x,Sn,spar=0.3) Sn<-Sni$y
setwd("/home/marceliano/SIMULACOES /hx01ht02C308cv /SAT")
jpeg(paste("fig", tf, ".jpg", sep = ""))

par(mai=c(1.1,1.5,1,0.5))

plot(x,1-Sn xlab="X" ylab="SAT" type="line",

" yaxt="n’,xaxt='n’,

col=3,lwd=2,lty=1,main=
xlim=c(0,100), ylim=c(0,1), cex.axis=2,cex.lab=2 cex.main—2)
axis(1,at=c(0,20,40,60,80,100) labels=c(0,20,40,60,80,100))
axis(2,at=c(0,0.2,0.4,0.6,0.8,1.0),labels=c(0,0.2,0.4,0.6,0.8,1.0))
minor.tick (nx=4,ny=4)

dev.off()

ti—ti+delta.t

tf=tf-+delta.t

t<-seq(ti,tf,ht)

1)
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E.4 Programa difusaolD.estacionario.R: Volumes Fini-
tos

setwd (" /home/marceliano/Dropbox
/Qualificacao.direta/FVM /1D steady state difusion")

1=0.5; x0=0; xnf=0.5; n=20; interval=3

phi0=100; phinf=500; Gamma=100

nf=n+1; delta.x.n=1/n; delta.x.f=delta.x.n/2;
first.node=x0+delta.x.f; last.node=first.node+(n-1)*delta.x.n
grid1D<-seq(first.node,last.node,delta.x.n)
Gamma.x—matrix(data—0,nrow—1,ncol=nf)

for(j in 1:nf){Gamma.x|j|]<-Gamma}
A10=Gamma.x|1|/delta.x.f; Alnf=Gamma.x|nf] /delta.x.f
library(Matrix)

A=matrix(data=0,nrow=n,ncol=n)

for(i in 1:n){ for(j in 1m){ if(i==j){

if(i=—1){ Alij+1]—Gamma.xlj]/deltax.n; Afi,j]=-A10 -A[i,j+1] }#if(i==1)
if(i>1 & i<n){ Ali,j-1]=Gamma.x|j| /delta.x.n
Ali,j+1]|=Gamma.x|j+1|/delta.x.n

Afij]=-ALj-1)-Afij+1] }#E-2 & i<n)

if(i==n){ Ali,j-1]=Gamma.x|[j|/delta.x.n; Ali,j|=-A[i,j-1]-Alnf }}} }
Asparse<-as(A,"sparseMatrix")

object.size(A); object.size( Asparse)
C=matrix(data=0,nrow=n,ncol=1)

for(iin 1:n){

if(i==1){ C[i]=-A10*phi0 }



228

if(i==n){ Cli]=-Alnf*phinf } }

system.time(( phi=try( solve(Asparse, C, sparse=TRUE,tol = 1e-19) ) ))

E.5 heatTransfer2D.R

# Ofunctions.R

# This file contain extra defined functions
source("1simulationData.R")

library (Matrix) library(MASS)

# Definition of saveMatrix("namefile" matrix)
saveMatrix=function(namefile, matrix){
write.matrix(

matrixToBeSaved, file=nameFile
)#write.matrix
}##saveMatrix=function(namefile,matrix)

# Definition of loadMatrix("namefile")
loadMatrix=function(nameFile){
data=as.matrix(read.table(file=nameFile))
out=matrix( data—data, nrow=nrow(data), ncol=ncol(data) )
return(out) }#loadMatrix

# Definition of isInteger(a,b)
isInteger=function(a,b){

if( (a/b)%%1==0 ){

booleanVariable=TRUE

else{
booleanVariable=FALSE
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}telse

return(booleanVariable)

}#isInteger=function(a,b)

# lsimulationData.R

# 'This file contain the simulation parameters

# Initial data: square domain

xLength=1; yLength=1; xInitial=0; yInitial=0

tInitial=0; tFinal=15000; xFinal=xLength

yFinal=yLength; deltaZ=1

# Initial data: points and instants

nPointsX=40; nPointsY=40; nInstants=20000

# Initial data: material

density=1; heatConductivity=1.0e-5; heatCapacity=1

philnitial AllPoints=200; philnitial W=900; philnitial E=800
philnitialS=900; philnitiaN=800; Gamma=heatConductivity /(density*heatCapacity)
# ThetaModel parameter theta=(0,0.5,1) ->

# -> (forward Euler, Cranck Nicolson, backward Euler)

theta=1.0

# Obtaining parameters for FVM method

dxPoint ToPoint—=xLength /nPointsX; dyPoint ToPoint—yLength /nPointsY
dxPoint ToFace=dxPointToPoint/2; dyPoint ToFace=dyPointToPoint/2
firstPointLocationX=xInitial+dxPointToFace; firstPointLocationY=ylInitial +dyPoint ToFace
lastPointLocationX =firstPoint Location X+ (nPointsX-1)*dxPoint ToPoint
lastPointLocationY =firstPoint LocationY + (nPointsY-1)*dyPoint ToPoint

dt=(tFinal-tInitial) /(nInstants-1)
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# 2gridsCreation.R

# This file create xGrid and tGrid that contain nodal points coordinates and time

instants
source("0functions.R")
source("IsimulationData.R")
library(Matrix)
library (MASS)
# Create xGrid xGrid=matrix(data=0,nrow=nPointsX ncol=1)
# Create yGrid yGrid=matrix(data=0,nrow=nPointsY ncol=1)
# Create tGrid tGrid=matrix(data=0,nrow=nlInstants,ncol=1)
# Input xGrid values
pointLocationX=first PointLocationX
for(l in 1:nPointsX){
xGrid[l|<-pointLocationX
pointLocationX=pointLocationX+dxPoint ToPoint
}for(l in 1:nPointsX)
# Input yGrid values
pointLocationY=first PointLocationY
for(l in 1:nPointsY){
yGrid[l]=pointLocationY
pointLocationY=pointLocationY+dyPoint ToPoint
}ttor(l in 1:nPointsY)
# Input tGrid values
instantLocation=tInitial

for(l in 1:nInstants){



tGrid|l|=instantLocation
instantLocation=instantLocation+dt
}##for(l in 1:nInstants)

# Save xGrid saveMatrix("xGrid",xGrid)
# Save yGrid saveMatrix("yGrid",yGrid)

# Save tGrid saveMatrix("tGrid",tGrid)

# 3gammaMatricesCreation.R

# This file create the wGamma, eGamma,
# sGamma and nGamma matrices
source("0functions.R")
source("IsimulationData.R")

library (Matrix)

library (MASS)

# Create wGamma, eGamma, sGamma, nGamma,

wGamma-—matrix(data—0,nrow—nPointsX*nPointsY,ncol—1)
eGamma=matrix(data=0,nrow=nPointsX*nPointsY ncol=1)
sGamma=matrix(data=0,nrow=nPointsX*nPointsY,ncol=1)

nGamma—=matrix(data=0,nrow=nPointsX*nPointsY,ncol=1)

# Input wGamma values

counter=1 for(i in 1:nPointsY){

for(j in 1:nPointsX){
wGamma|counter,1|]=Gamma counter=counter+1
}for(j in 1:nPointsX)

}tfor(i in 1:nPointsY)

# Input eGamma values
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counter—1

for(i in 1:nPointsY){

for(j in 1:nPointsX){
eGamma|counter,1|=Gamma counter=counter+1
}for(j in 1:nPointsX)

}for(i in 1:nPointsY)

# Input sGamma values

counter—1

for(i in I:nPointsY){

for(j in 1:nPointsX){
sGamma|counter,1|=Gamma counter—counter-1
}##for(j in 1:nPointsX)

}#or(i in 1:nPointsY)

# Input nGamma values

counter—1

for(i in 1:nPointsY){

for(j in 1:nPointsX){
nGamma|counter,1|]=Gamma counter=counter+1
}for(j in 1:nPointsX)

}for(i in 1:nPointsY)

# Save wGamma, eGamma, sGamma, nGamma,

saveMatrix("wGamma'",wGamma); saveMatrix("eGamma" ,eGamma)

saveMatrix("sGamma" sGamma); saveMatrix("nGamma" nGamma)

# 4difusionExternalMatrixCreation.R

# This file create difusionExternalMatrices
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source("0functions.R")

source("IsimulationData.R")

library(Matrix)

library(MASS)

# load wGamma, eGamma, sGamma, nGamma
wGamma-—loadMatrix("wGamma"); eGamma=loadMatrix("eGamma")
sGamma—loadMatrix("sGamma'"); nGamma—loadMatrix("nGamma")

# Create difusionExternalMatrixW, difusionExternalMatrixE,

# difusionExternalMatrixS, difusionExternalMatrixN
difusionExternalMatrix W=matrix (data=0,nrow=nPointsX*nPointsY,ncol=1)
difusionExternalMatrixE=matrix(data—=0,nrow=nPointsX*nPointsY ncol=1)
difusionExternalMatrixS=matrix(data=0,nrow=nPointsX*nPointsY ,ncol=1)
difusionExternalMatrixN=matrix(data=0,nrow=nPointsX *nPointsY ncol=1)
# Input values in difusionExternalMatrixW

for(j in 1:(nPointsX*nPointsY)){

if(isInteger((j-1),nPointsX)){

difusionExternalMatrix W[j,1|=
(dt*dyPointToPoint*deltaZ)*wGammalj,1|/(dxPoint ToFace)
}Hif(isInteger((j-1),nPointsX))

}tfor(j in 1:(nPointsX*nPointsY))

# Input values in difusionExternalMatrixF

for(j in 1:(nPointsX*nPointsY)){

if(j>1 & isInteger(j,nPointsX)){

difusionExternalMatrixE[j,1]=
(dt*dyPointToPoint*deltaZ)*eGammalj,1|/(dxPoint ToFace)

}f(j>1 & isInteger(j,nPointsX))
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}Htfor(j in 1:(nPointsX*nPointsY))

# Input values in difusionExternalMatrixS

for(j in 1:(nPointsX*nPointsY)){

if(j<=nPointsX){

difusionExternalMatrixS|j,1]=(dt*dxPoint ToPoint*deltaZ)*sGammalj, 1]/ (dyPoint ToFace)
}#if(j<=nPointsX)

}#or(j in 1:(nPointsX*nPointsY))

# Input values in difusionExternalMatrixN

for(j in 1:(nPointsX*nPointsY)){

if(j>(nPointsX*nPointsY-nPointsX) ){

difusionExternalMatrixN{[j,1|=(dt*dyPoint ToPoint*deltaZ)*nGammalj,1| /(dyPoint ToFace)
}#AE(j> (nPointsX*nPointsY-nPointsX))

}#or(j in 1:(nPointsX*nPointsY))

# Save difusionExternalMatrixW, difusionExternalMatrixE,

# difusionExternalMatrixS, difusionExternalMatrixN
saveMatrix("difusionExternalMatrixW" difusionExternalMatrixW)
saveMatrix("difusionExternalMatrixE" difusionExternalMatrixE)
saveMatrix("difusionExternalMatrixS",difusionExternalMatrixS)

saveMatrix("difusionExternalMatrixN" difusionExternalMatrixN)

# bdifusionInternalMatrixCreation.R

# 'This file create difusionInternalMatrix
source("0functions.R")
source("IsimulationData.R")

library (Matrix)

library (MASS)



# Read wGamma, eGamma, sGamma, nGamma
wGamma-—loadMatrix("wGamma')
eGamma=loadMatrix("eGamma'")
sGamma=loadMatrix("sGamma'")
nGamma—loadMatrix("nGamma")

difusionExternalMatrix W=loadMatrix("difusionExternalMatrixW")
difusionExternalMatrixE=loadMatrix("difusionExternalMatrixE")
difusionExternalMatrixS=loadMatrix("difusionExternalMatrixS")
difusionExternalMatrixN=load Matrix("difusionExternalMatrixN")
# Create difusionlnternalMatrix
difusionInternalMatrix—=matrix(data=0,ncol=nPointsX*

nPointsY ,nrow=nPointsX*nPointsY)

wCounter=1; eCounter=1; sCounter=1; nCounter=1

for(i in 1:(nPointsX*nPointsY)){

for(j in 1:(nPointsX*nPointsY)){

# diagonal of west contribution

(i (1) ){
difusionInternalMatrix|i,j|=(deltaZ*dyPoint ToPoint)*
wGamma|wCounter,1]/(dxPoint ToPoint)

if( isInteger(wCounter,nPointsX) ){

difusionInternalMatrix[i,j]=0

}Af( isInteger(wCounter,nPointsX) )

wCounter=wCounter-+1

pf(i==(+1) )

# diagonal of east contribution

if(i==j-1){
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difusionInternalMatrix|i,j]=(deltaZ*dyPoint ToPoint)*
eGammaleCounter+1,1]/(dxPoint ToPoint)

if( isInteger(eCounter,nPointsX) ){
difusionInternalMatrix|[i,j|<-0

}#Af( isInteger(eCounter,nPointsX) )
eCounter=eCounter1

(1)

# diagonal of south contribution

if( i==(j+nPointsX) ){
difusionInternalMatrix|i,j]=(deltaZ*dxPoint ToPoint)*
sGamma|sCounter,1|/(dyPoint ToPoint)
sCounter=sCounter1

Hif(i==(j+nPointsX))

# diagonal of north contribution

if(i——j-nPointsX){
difusionInternalMatrix|i,j]=(deltaZ*dxPoint ToPoint)*
nGamma|nCounter+nPointsX,1|/(dyPoint ToPoint)
nCounter=nCounter+1

}4if(i=—j-nPointsY)

}for(i in 1:nPointsX*nPointsY) }#for(j in 1:nPointsX*nPointsY')
for(i in 1:(nPointsX*nPointsY)){

for(j in 1:(nPointsX*nPointsY)){

# diagonal of point contribution if(i==j){

if(i==1){
difusionInternalMatrix|[i,j]=-difusionExternalMatrix Wi, 1]+

-difusionExternalMatrixE[i, 1]+
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-difusionExternalMatrixS|[i,1]+
-difusionExternalMatrixN|[i,1]+ #aw
#-difusionInternalMatrix|[i,j-1]+ #ae
-difusionInternalMatrix|i,j+1|+ #as
#_difusionInternalMatrix[i,j-nPointsX]+ #an
-difusionInternalMatrix[i,j+nPointsX]

(1)

if(i>1 & i<=nPointsX){
difusionInternalMatrix|i,j|=-difusionExternalMatrixW|i, 1|4
-difusionExternalMatrixE[i, 1]+
-difusionExternalMatrixS|i,1]+
-difusionExternalMatrixN[i,1|+ #aw
-difusionInternalMatrix|i,j-1]+ #ae
-difusionInternalMatrix[i,j+1]+ #as
#_difusionInternalMatrix[i,j-nPointsX]+ #an
-difusionInternalMatrix[i,j+nPointsX]

}#if(i>1 & i<=nPointsX)

if( i>nPointsX & i<=(nPointsX*nPointsY-nPointsX) ){
difusionInternalMatrix|[i,j]=-difusionExternalMatrix Wi, 1]+
-difusionExternalMatrixE[i, 1]+
-difusionExternalMatrixS|i, 1]+
-difusionExternalMatrixN[i,1|+ #aw
-difusionInternalMatrix|i,j-1|+ #ae
-difusionInternalMatrix[i,j+1]+ #as
-difusionInternalMatrix[i,j-nPointsX]+ #an

-difusionInternalMatrix|[i,j+nPointsX]
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A i>1 & i<(nPointsX*nPointsY) )

if(i< (nPointsX*nPointsY) & i>(nPointsX*nPointsY-nPointsX)){
difusionInternalMatrix|i,j]=-difusionExternalMatrixW|[i, 1]+
-difusionExternalMatrixE[i, 1]+

-difusionExternalMatrixS|i,1]+

-difusionExternalMatrixN|[i,1]+ #aw
-difusionInternalMatrix|[i,j-1]+ #ae
-difusionInternalMatrix|[i,j+ 1|+ #as
-difusionInternalMatrix|i,j-nPointsX|#+ #an
#_difusionInternalMatrix[i,j+nPointsX]

(i< (nPointsX*nPointsY-nPointsX) & i>(nPointsX*nPointsY-nPointsX))
if(i==(nPointsX*nPointsY) ){
difusionInternalMatrix|i,j|=-difusionExternalMatrixW|i, 1]+
-difusionExternalMatrixE[i, 1]+

-difusionExternalMatrixS|[i,1]+

-difusionExternalMatrixN|[i,1]+ #aw
-difusionInternalMatrix|i,j-1]+ #ae
#-difusionInternalMatrix|i,j+1|+ #as
-difusionInternalMatrix[i,j-nPointsX]#+ #an
#_difusionInternalMatrix[i,j+nPointsX]

}#if(i< (nPointsX*nPointsY-nPointsX) & i>(nPointsX*nPointsY-nPointsX))
fif(i==j)

}#for(i in 1:nPointsX*nPointsY)

}for(j in 1:nPointsX*nPointsY')

# Save difusionInternalMatrix

saveMatrix("difusionInternalMatrix",difusionInternalMatrix)
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# marcelianooliveira@gmail.com

# 6boundaryConditionsMatrixCreation.R

# This file create boundaryConditionsMatrix
source("0functions.R")

source("IsimulationData.R")

library (Matrix) library(MASS)

# Create boundaryConditionsMatrixW, boundaryConditionsMatrixE,
# boundaryConditionsMatrixS, boundaryConditionsMatrixN
boundaryConditionsMatrixW=
matrix(data=philnitial W, nrow=nPoints X*nPointsY ,ncol=1)
boundaryConditionsMatrixE=
matrix(data=philnitialE,nrow=nPointsX*nPointsY ncol=1)
boundaryConditionsMatrixS=

matrix(data=philnitialS nrow=nPointsX*nPointsY ncol=1)
boundaryConditionsMatrixN=
matrix(data=philnitialN,nrow=nPointsX*nPointsY ,ncol=1)
# Input values in boundaryConditionsMatrixW

counter=1

for(j in 1:(nPointsX*nPointsY)){
if(isInteger((j-1),nPointsX)){

if(counter==1){
boundaryConditionsMatrixW|j,1]=philnitial W

}else{

boundaryConditionsMatrix W|[j,1]=0

}telse
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counter—counter—1
}Aif(isInteger((j-1),nPointsX))

}#or(j in 1:(nPointsX*nPointsY))

# Input values in boundaryConditionsMatrixE
counter—1

for(j in 1:(nPointsX*nPointsY)){

if(j>1 & isInteger(j,nPointsX)){
if(counter==nPointsY){
boundaryConditionsMatrixE|j,1|=philnitialE

else{

boundaryConditionsMatrixE|j,1]=0

}telse

counter—counter—1

}#if(j>1 & isInteger(j,nPointsX))

}Hfor(j in 1:(nPointsX*nPointsY))

# Input values in boundaryConditionsMatrixS
counter—1

for(j in 1:(nPointsX*nPointsY)){
if(j<=nPointsX){

if(counter==1){
boundaryConditionsMatrixS|j,1]=philnitialS

else{

boundaryConditionsMatrixS|j,1]=0

}telse

counter—counter+1

}#if(j<=nPointsX)



}Htfor(j in 1:(nPointsX*nPointsY))

Input values in boundaryConditionsMatrixN
counter=1

for(j in 1:(nPointsX*nPointsY)){
if(j>(nPointsX*nPointsY-nPointsX) ){
if(counter==nPointsX){
boundaryConditionsMatrixN[j,1|=philnitialN
else{

boundaryConditionsMatrixN|j,1|=0

}Htelse # counter=counter+1

}#4f(j> (nPointsX*nPointsY-nPointsX))

}#or(j in 1:(nPointsX*nPointsY'))

# Save boundaryConditionsMatrixW, boundaryConditionsMatrixE,
#boundaryConditionsMatrixS, boundaryConditionsMatrixN
saveMatrix("boundaryConditionsMatrixW",boundaryConditionsMatrix W)
saveMatrix("boundaryConditionsMatrixE" ,boundaryConditionsMatrixE)
saveMatrix("boundaryConditionsMatrixS" ,boundaryConditionsMatrixS)

saveMatrix("boundaryConditionsMatrixN" ,boundaryConditionsMatrixN)

# TtransientDifusionSolverThetaModel.R

# This file contain the main program that solve the problem

source("0functions.R")
source("IsimulationData.R")
library(Matrix)
library(MASS)

# Load matrices
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xGrid=loadMatrix("xGrid")

boundaryConditionsMatrix W —loadMatrix ("boundaryConditionsMatrixW")
boundaryConditionsMatrixE=loadMatrix("boundaryConditionsMatrixE")
boundaryConditionsMatrixS=load Matrix("boundaryConditionsMatrixS")
boundaryConditionsMatrixN=loadMatrix("boundaryConditionsMatrixN")
difusionExternalMatrix W=loadMatrix("difusionExternalMatrixW")
difusionExternalMatrixE=loadMatrix("difusionExternalMatrixE")
difusionExternalMatrixS=loadMatrix("difusionExternalMatrixS")
difusionExternalMatrixN=load Matrix("difusionExternalMatrixN")
difusionInternalMatrix=loadMatrix("difusionInternalMatrix")

# Declare phi(x,y,t=0)

philnitial T=matrix(data=philnitial AllPoints,nrow=nPointsX *nPointsY ncol=1)
# Declare A matrix

A=(dxPointToPoint*dyPoint ToPoint*deltaZ)*diag(nPointsX *nPointsY)-
difusionInternalMatrix*theta

# Convert A matrix to Asparse matrix

Asparse=as(A,"sparseMatrix")

rm(A)

# Declare C matrix
C=difusionExternalMatrixW*boundaryConditionsMatrix W
difusionExternalMatrixE*boundaryConditionsMatrixE+
difusionExternalMatrixS*boundaryConditionsMatrixS+
difusionExternalMatrixN*boundaryConditionsMatrixN

# Advancing in time

phiOld=philnitial T

phiNew=philnitial T
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for(l in 1:nInstants){

if(1>1){

# Declare B matrix

B((

dxPoint ToPoint*dyPoint ToPoint*deltaZ)*diag(nPointsX*nPointsY)+
difusionInternalMatrix*(1-theta))%*%phiOld +

C

# Solve the system Ax=B
phiNew=try(solve(Asparse,B,sparse=TRUE,tol=1e-19))
# Reload phiNew to phiOld before run loop again phiOld=phiNew
FAE(1>1)

# Reassemble phiNew matrix in 2D grid format
phi=matrix(data=0,nrow=nPointsY ,ncol=nPointsX)
counter=1

for(i in 1:nPointsY){

for(j in 1:nPointsX){

phi[i,j|=phiNew|counter| counter=counter+1

}#or(j in 1:nPointsX)

}for(i in 1:nPointsY)

# Save phi saveMatrix(paste("phi",l,sep=""),phi)

# Print phi when computed print(paste("phi",l,sep=""))

}##for(1=1:nInstants)
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