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RESUMO

Esta dissertacdo investiga a equidecomposicdo de figuras planas e espaciais e suas aplicaces
no ensino de geometria, analisando desde os fundamentos teoricos - incluindo o Teorema de
Wallace-Bolyai-Gerwien para poligonos e o Terceiro Problema de Hilbert para poliedros - até
0 paradoxal resultado de Banach-Tarski, que desafia nocGes intuitivas de volume, propondo ao
final uma abordagem didatica que utiliza recortes e rearranjos geométricos para tornar o
aprendizado de areas e volumes mais intuitivo e significativo. Mais do que um estudo técnico,
esta pesquisa € um convite a repensar a geometria como um campo Vivo, capaz de inspirar
estudantes a enxerga-la alem dos célculos. Ao leitor, ofereco uma jornada que entrelaca beleza
matematica, desafios conceituais e possibilidades educacionais — um mergulho que, espero,
desperte 0 desejo de explorar cada pagina e descobrir como a equidecomposicdo pode

transformar o modo como vemos e ensinamos o0 mundo ao nosso redor.

Palavras-chave: equidecomposicdo; geometria; area; volume; o teorema de Wallace-Bolyai-

Gerwien; o terceiro Problema de Hilbert; o paradoxo de Banach-Tarski.



ABSTRACT

This dissertation investigates the equidecomposition of plane and solid figures and its
applications in geometry education, examining theoretical foundations - including the Wallace-
Bolyai-Gerwien Theorem for polygons and Hilbert's Third Problem for polyhedra - through to
the paradoxical Banach-Tarski result, which challenges intuitive notions of volume. The study
culminates in proposing a didactic approach employing geometric dissections and
rearrangements to make the learning of areas and volumes more intuitive and meaningful,
demonstrating how advanced mathematical concepts can be adapted to enrich basic education

through activities that stimulate visualization and spatial reasoning.

Keywords: equidecomposition; geometry; area; volume; the Wallace-Bolyai-Gerwien

Theorem; Hilbert's Third Problem; the Banach-Tarski paradox.
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1. INTRODUCAO

A Matemética, enquanto ciéncia que estrutura o pensamento logico e formaliza
relacbes espaciais, oferece ferramentas fundamentais para a compreensdo de conceitos
geométricos como areas e volumes. Neste contexto, a equidecomposicdo de figuras planas e
espaciais emerge como um tema de profundo interesse tedrico e pratico, com raizes histdricas
gue remontam a problemas classicos da geometria e implicacBes que transcendem o campo
puramente abstrato, alcancando o ensino e a aprendizagem.

A equidecomposicdo é, em esséncia, a possibilidade de transformar uma figura em
outra por meio de cortes e rearranjos, sem adicdo ou subtracdo de material. Essa nocéo, intuitiva
em um primeiro momento, se aprofunda e ganha contornos rigorosos a partir de resultados
classicos como o Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien, que estabelece que dois poligonos de
mesma area sdo equidecomponiveis no plano. No entanto, ao avangarmos para O espago
tridimensional, somos confrontados com resultados surpreendentes, como a impossibilidade de
decompor certos solidos em outros de mesmo volume — evidenciada pelo Terceiro Problema
de Hilbert — e com paradoxos matematicos instigantes, como o Paradoxo de Banach- Tarski.

No campo educacional, o ensino de é&reas e volumes na educacdo bésica
frequentemente se limita a formulas e célculos algébricos, negligenciando abordagens visuais
e manipulativas que poderiam enriquecer a compreensdo dos estudantes. A equidecomposicdo
oferece uma perspectiva alternativa, promovendo a exploracdo de propriedades geométricas por
meio de transformacfes concretas e intuitivas. Assim, esta pesquisa busca articular 0s
fundamentos tedricos da equidecomposicdo com estratégias didaticas que possam ser aplicadas
em sala de aula, contribuindo para o aprimoramento do ensino de Matematica. Este trabalho
esta organizado da seguinte maneira:

No segundo capitulo, Fundamentacdo Tedrica, serd estabelecido o contexto
historico do problema, destacando como a busca por métodos de comparacdo de &reas e
volumes levou ao desenvolvimento de teorias mais sofisticadas, como a teoria da medida. Em
seguida, sera discutido o ensino de areas de figuras planas na educagdo bésica, com base nas
avaliagches externas, tais como 0 Exame Nacional do Ensino Médio, Olimpiadas de Matematica
e Vestibulares de diversas instituicdes de Ensino.

O terceiro capitulo, Equidecomposicdo no Plano, abordara o célebre Teorema de
Wallace-Bolyai-Gerwien, que estabelece condigBes necessarias e suficientes para que dois
poligonos planos sejam equidecomponiveis. Esse resultado ndo apenas ilustra a elegancia do
conceito, mas também oferece uma ferramenta poderosa para a compreensdo intuitiva de areas,

permitindo que estudantes visualizem transformacGes geométricas de maneira concreta.
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No quarto capitulo, Equidecomposicdo no Espaco, serd discutido o Terceiro
Problema de Hilbert, que questiona se poliedros de wvolumes iguais sdo necessariamente
equidecomponiveis. A solucdo negativa, fornecida por Max Dehn, introduzindo invariantes
geométricos como o invariante de Dehn, revela uma diferenca fundamental entre o plano e o
espaco tridimensional. O quinto capitulo tratara do Paradoxo de Banach-Tarski, um resultado
surpreendente que demonstra a possibilidade de decompor uma esfera sélida em um numero
finito de partes ndo mensuraveis e remontd-las para formar duas esferas idénticas a original.
Essencialmente, 0 maior interesse deste paradoxo para o capitulo é tentar visualizar sua
aplicacdo no plano.

Por fim, o sexto e sétimo capitulo, Abordagem Didatica e Resultados, materializam
0 objetivo central desta dissertacdo: explorar o potencial do conceito de equidecomposicdo
como uma ferramenta didatica para o ensino de areas de figuras planas. A proposta se concretiza
no desenvolvimento de uma abordagem pedagogica especifica, materializada em atividades
interativas e jogos online concebidos para aumentar o0 engajamento e a motivagdo dos alunos.
A relevancia desta pesquisa reside em oferecer aos educadores de matematica uma alternativa
concreta e ludica ao ensino tradicional de areas, que frequentemente se restringe & memorizagao
de formulas. Ao manipular as decomposicdes virtualmente, os estudantes sdo incentivados a
construir uma compreensdo conceitual e intuitiva do que a area representa, conectando um
problema historico da matemética a uma experiéncia de aprendizado dindmica e significativa.
Dessa forma, o trabalho cumpre seu propdsito a0 ndo apenas investigar um tema matematico
profundo, mas também ao traduzi-lo em uma ferramenta pedagdgica pratica e validada, cuja

eficacia é discutida na analise dos resultados.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

O estudo dearea de figuras planas consiste na determinacdo da medida da
superficie ocupada por uma forma geométrica bidimensional, expressa em unidades quadradas,
como metro quadrado. Segundo Lima (2009), a nocdo de é&rea surge naturalmente da
necessidade humana de quantificar e comparar extensdes de terrenos, sendo um dos primeiros
conceitos matematicos desenvolvidos pelas civilizacdes antigas.

Esse conceito, que surgiu de necessidades praticas como a medicdo de terrenos e a
construcdo civil, evoluiu para uma formalizagdo matematica rigorosa, tornando-se um dos
pilares da geometria. Como destacam Pavanello e Pietropaolo (2013), o ensino de areas na
educacdo bésica deve considerar tanto seu aspecto histdrico-cultural quanto suas aplicacdes
contemporaneas, promovendo uma aprendizagem significativa.

Na educacdo bésica, o ensino de area € introduzido nos anos iniciais do Ensino
Fundamental, inicialmente de forma intuitiva, e progressivamente avanca para métodos mais
estruturados, como formulas e decomposicdo de figuras. De acordo com o0s Parametros
Curriculares Nacionais (PCN) (Brasil, 1998), o trabalho com noc¢des de area deve iniciar-se por
atividades concretas de comparacdo e medicdo, utilizando materiais manipulaveis, antes da
introducdo de formulas.

Este capitulo esta organizado em dois topicos principais, que consiste no Contexto
Historico, onde ha uma retrospectiva sobre a evolucdo do conceito de area, desde as civilizagdes
antigas até sua formalizacdo mateméatica, e o Ensino de Area na Educacdo Basica, visando
mostrar como esse contelido é abordado no curriculo escolar e quais as principais dificuldades

dos alunos.

2.1. Contexto Histérico

A reflexdo sobre a génese do conceito de area levanta questionamentos sobre sua
natureza: seria uma construcdo humana ou, assim como 0 Senso numeérico, uma nogdo inerente
a cognicdo humana, anterior até mesmo a sua conscientizacdo?

Evidéncias historicas apontam que sociedades avangadas, estabelecidas as margens
de grandes rios — como o Nilo (Egito), o Tigre e Eufrates (Mesopotamia), o Indo e Ganges
(Asia Centro-Sul) e o Huang Ho e Yangtzé (Asia Oriental) — desenvolveram sofisticados
sistemas de engenharia que demandavam conhecimentos geomeétricos praticos (Robins; Shute,
1987).

Conforme destacam Boyer e Merzbach (2012), esses avangos tecnoldgicos estavam
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intrinsecamente ligados ao desenvolvimento matematico. Essas civilizagGes foram pioneiras no
desenvolvimento de tecnologias e, consequentemente, de saberes matematicos aplicados, como
a criacdo de calendarios precisos e a padronizacao de sistemas de pesos e medidas — essenciais
para a organizacdo da producdo agricola, armazenamento e distribuicdo de alimentos. A
comprovacdo desses avancos pode ser verificada em documentos historicos fundamentais,
como 0s papiros de Moscou (ou Golenishev), que contém solu¢bes para problemas de volumes
e areas, conforme Gillings (1972), e o papiro Rhind (ou Ahmes) com métodos para célculo de
areas, segundo Chace (1927), datados aproximadamente de 1850 a.C.e 1650 a.C.,
respectivamente.

Evidéncias historicas comprovam que tanto egipcios quanto babil6nios
desenvolveram métodos eficazes para o célculo de éareas, incluindo a do circulo, além de
estabelecerem regras gerais para determinar areas de tridngulos, retangulos e trapézios
(Neugebauer, 1969). Esses conhecimentos eram aplicados principalmente na mensuracdo de
terrenos agricolas, mesmo quando estes apresentavam formatos geométricos complexos
(Robins, 1990). Em geral a unidade de medida utilizada era um quadrado, mas em algumas
situaces a estratégia utilizada era decompor a superficie em triangulos ou retangulos e calcular
a sua area como a soma das areas das regides resultantes desta decomposicéo.

Nédo se sabe ao certo porque o quadrado foi escolhido para unidade de éarea,
possivelmente por ser uma figura mais simples. Existem algumas hipOteses de terem escolhido
0 quadrado para unidade de area inicial, conforme Struik (1987), a hipétese era artesanal, pois
estava relacionada as técnicas primitivas de tecelagem de cestos, uma atividade que antecedeu
a fiacdo. Na perspectiva de Joseph (2011), a hipdtese era arquitetbnica, baseada no uso de
ladrilho quadrados em mosaicos hindus e chineses. Ja Seidenberg (1978), sustentava a hipOtese
decorativa, inspirada pelos padrdes quadriculados caracteristicos da ceramica babilonica.

De qualquer forma, o uso do quadrado para ajustar outras figuras e encontrar a
regido superficial era muito utilizado. Diante desta frequéncia, um nome quadratura foi
empregado no sentido de determinar um quadrado com area igual a area da figura em estudo,
ou seja, construir um quadrado equivalente a figura. E nesse processo, era preciso decompor a

figura para recompd-la formando o quadrado.
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Sobre a quadratura, a Base Nacional Comum Curricular — BNCC (Brasil, 2017) diz

0 seguinte:

Assim, a Geometria ndo pode ficar reduzida a mera aplicacdo de férmulas de célculo
de &rea e de volume e nem a aplicagbes numéricas imediatas de teoremas sobre
relacbes de proporcionalidade em situacbes relativas a feixes de retas paralelas
cortadas por retas secantes ou do teorema de Pitdgoras. A equivaléncia de areas, por
exemplo, ja praticada ha milhares de anos pelos mesopotamios e gregos antigos sem
utilizar formulas, permite transformar qualquer regido poligonal plana em um
quadrado com mesma area (€ 0 que os gregos chamavam “fazer a quadratura de uma
figura”). Isso permite, inclusive, resolver geometricamente problemas que podem ser
traduzidos por uma equacao do 2° grau. (Brasil, 2017).

Heath (1921), ao discutir os Elementos de Euclides, ressalta a importancia da
guadratura para a geometria grega: "A quadratura de uma figura era o objetivo de muitos
problemas geométricos, sendo a busca por uma area equivalente em forma de quadrado uma
maneira de comparar e quantificar diferentes figuras planas". Embora o conceito de area como
uma medida numérica ndo estivesse plenamente desenvolvido, a estratégia de buscar uma
equivaléncia de area era uma nocdo fundamental e relevante.

A civilizagdo grega representou um marco crucial na transicdo dos metodos
empiricos para uma abordagem mais rigorosa e dedutiva da geometria. Com Euclides e sua
obra monumental, "Os Elementos”, o célculo de areas, ou mais precisamente, a teoria das areas
equivalentes, foi formalizada dentro de um sistema axiomatico. Euclides ndo se preocupava
diretamente com a atribuicdo de um ndmero a area, mas sim com a comparacdo de areas e a
prova de equivaléncia entre figuras. Seus teoremas sobre a equivaléncia de éareas de
paralelogramos e triangulos sob certas condicdes estabeleceram as bases para a compreensao
abstrata do conceito.

Kline (1972) observa que

A matematica grega, especialmente a euclidiana, ndo desenvolveu um conceito
numérico de &rea no sentido moderno. Emvez disso, focou na equivaléncia de figuras
por meio de construgdes geométricas, o que se manifestou na teoria das areas (Kline,
1972, p.50)

Avancando além das figuras retilineas, Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.)
elevou o estudo da area a um novo patamar, desenvolvendo métodos para calcular a area de
figuras curvilineas, como a parabola. Sua obra A Quadratura da Parabola é um dos exemplos
mais notaveis da aplicacdo do método de exaustdo, precursor do calculo integral. Ao inscrever
e circunscrever poligonos na figura e calcular a soma de suas areas, Arquimedes conseguia

aproximar a area da parabola com qualquer grau de precisdo desejado.
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Segundo Boyer e Merzbach (1991),

Arquimedes levou a geometria grega ao seu auge, desenvolvendo métodos que
estavam proximos do célculo integral moderno. Sua quadratura da parabola, em
particular, demonstra uma sofisticacdo matematica notavel para sua época. (Boyer e
Merbach, 1991, p.140)

Apos o periodo grego, o conceito de area passou por uma transformacdo gradual,
impulsionada em parte pela influéncia de outras culturas e pela crescente interseccdo entre a
geometria e a aritmética. A introducdo do sistema de numeracdo indo-ardbico e o avanco da
algebra no mundo islamico e posteriormente na Europa medieval e renascentista, permitiram
uma abordagem mais numérica e quantitativa da area. A area passou a ser vista ndo apenas
como uma equivaléncia entre figuras, mas como uma medida escalar associada a uma
superficie.

Smith (1923) observa que a passagem da ideia de equivaléncia geométrica para a
atribuicdo de um valor numérico a area foi um processo gradual, influenciado pela evolucdo da
aritmética e da algebra. A familiaridade com a multiplicacdo e a capacidade de realizar célculos
com ndmeros racionais e, posteriormente, irracionais, abriu caminho para a definicdo moderna
de area como um produto de grandezas lineares.

O século XVII testemunhou uma revolucdo na matematica com o advento do
calculo diferencial e integral, desenvolvido independentemente por Isaac Newton e Gottfried
Wilhelm Leibniz. O célculo integral, em particular, forneceu as ferramentas analiticas para
determinar a area de figuras complexas, incluindo aquelas delimitadas por curvas arbitrarias. A
integral definida formalizou a ideia de somar infinitesimais para obter a é&rea total,
transcendendo os métodos de exaustdo de Arquimedes.

Para Stewart (2020),

O célculo integral revolucionou a maneira como a area é compreendida e calculada.
A integral definida tornou-se a ferramenta fundamental para determinar a area de
regides sob curvas e entre curvas, independentemente da complexidade de suas
fronteiras. (Stewart, 2020, p.367)

Essa formalizagdo permitiu a determinagdo precisa de areas em contextos que
. . , . . . .. ~ b
seriam intrataveis pela geometria euclidiana tradicional. A funcdo A = fa f(x)dx tornou-se a

representacdo canbnica da area sob uma curva. As Figuras 1, 2, 3 e 4 destacam nomes de
matematicos importantes que fizeram parte dessa construcdo do conceito de &rea, das ideias

iniciais até uma formalizacdo por meio de calculo diferencial integral.



Figura 1 - Euclides de Alexandria.

Fonte: Google Imagens (02). ‘

Figura 2 - Arquimedes de Siracusa.

Y ik
Fonte: Google Imagens (2025).

Figura 3 - Isaac Newton.

Fonte: Google Imagens (2025).
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Figura 4 - Gottfried Wilhelm Leibniz.

Fonte: Google Imagens.

2.2. Ensino de Areas de Figuras Planas na Educacdo Basica

O ensino na Educacdo Bésica demanda constantes reflexdes criticas, uma vez que
as avaliagdes predominantes frequentemente limitam-se a verificar se 0s alunos atingem
padrdes numéricos estabelecidos. Nesse contexto, 0 processo de ensino-aprendizagem em
diversas disciplinas torna-se mecanizado, reduzindo-se a transmissdo de formulas ou a
memorizacdo de trechos destacados, sem exigir reflexdo substantiva sobre os textos ou a
compreensdo conceitual subjacente as aplicacdes matematicas.

Quando focalizamos especificamente o estudo de Areas de Figuras Planas, observa-
se uma gradual transicdo de abordagem geométrica para uma perspectiva predominantemente
algébrica. O contelido, em muitos casos, restringe-se a substituicdo de valores em varidveis pré-
estabelecidas para obtencdo de resultados numéricos. Como salienta Lima (2009), tal
abordagem, embora eficaz para resolucdo de exercicios padronizados, negligencia o
desenvolvimento do raciocinio espacial e da capacidade de argumentacdo matematica -
elementos fundamentais para a constru¢do de um pensamento critico consolidado.

A literatura na &rea de Educacdo Matematica corrobora essa andlise, evidenciando
que a memorizacdo de formulas sem compreensdo de sua origem conceitual leva a erros
sistematicos quando os estudantes enfrentam problemas ndo convencionais (Dante, 2013).
Contudo, o ensino de areas de figuras planas apresenta potencial para transcender essa
abordagem puramente algoritmica. Os tdpicos subsequentes demonstrardo como as

competéncias e habilidades ja estabelecidas nos curriculos podem fornecer bases solidas para
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uma construcdo reflexiva do conhecimento geométrico. Nessa perspectiva, conforme
argumenta Skovsmose (2000), a matematica escolar deve priorizar a literacia critica,
capacitando os alunos ndo apenas para calcular, mas para questionar, justificar e construir

significados matematicos consistentes.

2.2.1 O Ensino de Areas de Figuras Planasna BNCC

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), enquanto documento normativo de
carater obrigatorio para as escolas de Educacdo Basica no Brasil, reconfigura as expectativas
de aprendizagem e o desenvolvimento de competéncias e habilidades em todas as areas do
conhecimento. No ambito da matematica, e em particular da geometria, a BNCC propde uma
abordagem que visa transcender a tradicional fragmentacdo dos conteldos, buscando uma
construcdo progressiva do conhecimento, da Educacdo Infantii ao Ensino Médio. Nesse
contexto, o ensino de areas de figuras planas e volumes de solidos geométricos assume um
papel central, exigindo dos alunos ndo apenas a aplicacdo de formulas, mas uma compreensao
conceitual aprofundada e a capacidade de relacionar esses conceitos a diversas situacbes do
cotidiano.

A BNCC organiza a matemética em cinco Unidades Tematicas: NUmeros, Algebra,
Geometria, Grandezas e Medidas, e Probabilidade e Estatistica. A geometria, juntamente com
Grandezas e Medidas, sdo os pilares para o desenvolvimento das habilidades relacionadas a
areas e volumes. A importancia da BNCC reside em sua énfase na construcdo de uma
aprendizagem significativa, que valoriza a exploragdo, a experimentacdo e a conexdo entre 0s
diferentes campos da mateméatica e com outras areas do saber. Conforme a propria BNCC
(Brasil, 2018) estabelece

A mateméatica deve permitir ao estudante construir significados para 0os numeros
naturais, inteiros, racionais e reais, compreender as relagdes de proporcionalidade e
as grandezas e medidas, manipular as expressdes algébricas e desenvolvero raciocinio
geométrico, estatistico e probabilistico. (Brasil, 2018)

Nos anos iniciais do Ensino Fundamental, que consiste do 12 ao 5% ano, a BNCC
foca na construcdo intuitiva de nocOes espaciais e na introducdo das primeiras ideias sobre
medida. A Tabela 1 mostra as habilidades relacionadas as unidades tematicas geometria e

grandezas e medidas.
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Tabela 1 - Quadro de habilidades dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental
relacionadas a Unidade Tematica Geometria e Grandezas e Medidas

UNIDADE

COMPONENTE ANO/FAIXA TEMATICA HABILIDADES
" . (EFOIMA1L), (EFOLIMA12), (EFOIMA13),
Matematica e Geometria (EFOLMA14).
" Grandezas e (EFOIMA15), (EFOLMA16), (EFOIMALY),
a
Matematica ! Medidas (EFOLMA18), (EFOLMA19).
" . . (EFO2MA12), (EF02MA13), (EF02MA14),
Matematica 2 Geometria (EFO2MA15)
Matermatica 2 Grandezas e (EFO2MA16), (EFO2MAL7), (EF02MA18),
Medidas (EFO2MA19), (EF02MAZ20).
" . (EFO3MA12), (EFO3SMA13) (EFO3MAL14)
a
Matematica 3 Geometria EF03MA15), (EFO3MALS)
Grandezas e (EFO3MAL17), (EFO3MA18), (EFO3SMAL9),

Matematica 3 Modichs (EFO3MA20), (EFO3MA21), (EFO3MA22),
(EFO3MA23), (EFO3MA24).
(EFOAMA16), (EFOAMAL7), (EFO4AMA1S),

» . :
Matematica 4 Geometria (EFO4MA19)
- Grandezas e (EFO4AMA20), (EFO4AMAZ21), (EF0AMAZ22),
a
Matematica 4 Medidas (EFO4MA23) (EFOAMA24) (EFOAMAZS)
» ) (EFOSMA14), (EFOSMA15), (EFOSMATL6),
Matematica 52 Geometria (EFOSMAL17), (EFOSMA18)
Matematica 5 Gr&ﬁﬁ € (EFOSMA19), (EFOSMAZ20), (EFOSMA2L).

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

A BNCC estabelece um sistema de codificacdo alfanumérica para designar e
organizar de forma univoca as competéncias e habilidades propostas para a educacdo basica
brasileira. Essa codificacdo estrutura-se a partir de uma ldgica sequencial que permite a
identificacdo precisa de cada objetivo de aprendizagem no documento. A titulo de exemplo, o
cbdigo EFO4MAO05 pode ser decomposto da seguinte forma: o primeiro par de letras (EF) indica
a etapa do Ensino Fundamental, o primeiro par de nimeros (04) especifica 0 4° ano; o segundo
par de letras (MA) aponta para 0 componente curricular de Matematica; e o numero final (05)
designa a quinta habilidade listada para o referido ano e componente. Tal padrdo, que articula
etapa de ensino, ano ou faixa etaria, € componente ou area do conhecimento, cria uma
linguagem comum para o planejamento pedagdgico, a producdo de materiais didaticos e os
processos avaliativos em ambito nacional, apresentando, contudo, variagdes estruturais para se
adequar as especificidades da Educacdo Infantil, organizada por campos de experiéncia, e do
Ensino Médio, estruturado por areas do conhecimento.

A andlise das habilidades de Geometria e Grandezas e Medidas para as turmas do

1° a0 5° ano do Ensino Fundamental, conforme preconizado pela BNCC, revela uma
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intencionalidade pedagdgica voltada para o desenvolvimento de um pensamento espacial e de
uma compreensdo pratica das medidas no cotidiano dos estudantes. Longe de um ensino
abstrato e puramente formal, a BNCC estabelece uma progressdo que parte do concreto e da
exploracdo intuitiva do mundo fisico para a construcdo gradual de conceitos mais elaborados.

No que tange a Geometria, as habilidades iniciais, do 1* e 22 ano, priorizam o
reconhecimento e a nomeacdo de figuras planas e espaciais, relacionando-as a objetos do
cotidiano. Os alunos sdo incentivados a identificar caracteristicas basicas, como lados, veértices
e faces, e a explorar a localizacdo e movimentagdo no espaco, utilizando pontos de referéncia e
esbocando trajetos. Essa fase é crucial para o desenvolvimento da visualizagcdo espacial e da
linguagem geométrica. Nos anos seguintes, do 3% ao 5% ano, as habilidades se aprofundam,
passando a exigir a classificacdo de figuras com base em suas caracteristicas, 0 reconhecimento
de planificacBes de solidos e a ampliacdo do repertério de figuras geométricas. A manipulagdo
e a observacdo de regularidades em formas geométricas sdo incentivadas, fundamentando a
compreensdo de conceitos mais abstratos que virdo nos ciclos posteriores.

Paralelamente, a unidade de Grandezas e Medidas constrdi as bases para a
quantificacdo do mundo. Nos primeiros anos, o foco estd na comparacdo e estimativa de
grandezas como comprimento, massa, capacidade e tempo, utilizando termos comparativos, de
maneira informal como mais longo, mais pesado, e unidades de medida ndo padronizadas como
palmos ou passos. Gradualmente, a BNCC introduz as unidades de medida padronizadas mais
usuais — metro, centimetro, litro, quilograma, horas, minutos — o0 manuseio de instrumentos de
medida —régua, balanca, relégio — e a resolucdo de problemas simples que envolvam essas
grandezas. A introducdo da nocdo de area como medida de superficie, que ocorre geralmente
por contagem de quadrados em malhas, e a ideia de volume como espago ocupado nos anos
finais deste ciclo, representa um marco importante, pois estabelece as primeiras conexdes entre
a forma geométrica e sua quantificacéo.

Em sintese, a BNCC, para os Anos Iniciais, prop6e uma abordagem didatica que
valoriza a experiéncia, a observacdo e a experimentagdo. As habilidades de Geometria e
Grandezas e Medidas trabalham em sinergia para que o0 aluno construa uma compreensao
robusta e intuitiva do espaco e da medida, essencial para o desenvolvimento de um raciocinio
matematico aplicado. Ao conceber essas aprendizagens de forma progressiva e interconectada,
0 documento busca garantir que as criancas estabelecam alicerces solidos para o estudo mais
formal das areas e volumes que se dard nos Anos Finais do Ensino Fundamental e no Ensino
Médio. Como ressaltam Pavanello e Campos (2013), a manipulacdo concreta de figuras

(recortes, sobreposicdes) é crucial para que os alunos construam nogfes de congruéncia e
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Nos anos finais do Ensino Fundamental, que consiste do 6% ao 9% ano, a BNCC

introduz o célculo formal de areas e volumes, sempre vinculado a resolucdo de problemas.

A Tabela 2 mostra as habilidades relacionadas as unidades tematicas geometria e

grandezas e medidas.

Tabela 2 — Quadro de habilidades dos anos finais do Ensino Fundamental
relacionadas a Unidade Tematica Geometria e Grandezas e Medidas.

UNIDADE

‘ COMPONENTE ANO/FAIXA TEMATICA HABILIDADES
(EFOBMA16), (EFOBMAL7), (EFO6MA18),
Matemética 6 Geometria (EFOBMA19), (EFOBMAZ20), (EFOBMA21),
(EFOBMA22), (EFOBMA23).
Matermatica & Grandgzas e (EFO6MAZ24), (EFOBMAZ25), (EFO6MAZ26),
Medidas (EFOBMAZ27), (EFOBMAZ28), (EFOBMAZ29).
(EFO7TMA19), (EFO7TMA20), (EFO7TMA21),
Mateméatica 7 Geometria (EFOTMA22), (EFO7TMAZ23), (EFO7TMA24),
(EFO7TMA25), (EFOTMAZ26).

N Grandezas e (EFO7TMAZ27), (EFO7TMAZ28), (EFO7TMA29),

Matemética 7 Medidhs (EFO7TMA30), (EFO7TMA31), (EFO7TMA32),
(EFO7TMA33).

i . . (EFO8MA14), (EFOBMA15) (EFOBMA16)
Matematica 8 Geometria EFOSMAL7), (EFOSMA1S)
Matematica g Gr&gﬁﬁ € (EFOSMA19), (EFO3MA20) (EFO3MAZ21).

(EFOOMA10), (EFOOMALL), (EFOIMA1L2),
Matematica 9 Geometria (EFOOMA13), (EFOOMA14), (EFOOMA1S),
(EFOOMA16), (EFOOMALY).

- Grandezas e

Matematica % Medidas (EFOOMA18), (EFOOMA19).

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Os Anos Finais do Ensino Fundamental, 6 ao 9% ano, conforme a BNCC,
representam um periodo de aprofundamento e formalizacdo dos conhecimentos geométricos e
das grandezas e medidas, construindo sobre as bases intuitivas lancadas nos anos anteriores.
Esta fase € crucial para que o estudante transite de uma compreensdo perceptiva para uma
andlise mais abstrata e dedutiva, preparando-o para os desafios do Ensino Médio.

Na unidade tematica de Geometria, as habilidades evoluem para a classificacdo
mais rigorosa de figuras planas e espaciais, considerando suas propriedades e relagdes. Os
alunos sdo desafiados a identificar e classificar triangulos e quadrilateros com base em medidas
de lados e angulos, aprofundando o estudo de poligonos regulares e irregulares. A BNCC
enfatiza a compreensdo de transformacfes geométricas — translacdo, rotacdo, reflexdo —, que
sd0 essenciais para entender a congruéncia e a semelhanca de figuras. O uso de instrumentos

de desenho geométrico, como réguas e compassos, e, de forma crescente, de softwares de
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geometria dindmica, € incentivado para a construcdo, andlise e visualizacdo de figuras,
fortalecendo a intuicdo e a capacidade de argumentacdo. A introducdo do plano cartesiano nessa
etapa permite a representacdo e a analise de figuras em um sistema de coordenadas,
estabelecendo uma ponte vital com a Algebra.

No que se refere a Grandezas e Medidas, a BNCC estabelece a consolidacéo das
unidades de medida padronizadas e suas transformacdes. E aqui que o ensino de areas de figuras
planas e volumes de solidos geométricos ganha maior formalidade. Os alunos sdo esperados a
calcular areas de triangulos, quadrilateros — incluindo paralelogramos, losangos e trapézios — e
circulos, utilizando formulas, mas também compreendendo a derivacdo e a logica por tras delas.
A BNCC estimula a resolugdo de problemas que envolvam grandezas como perimetro, &rea e
volume em contextos reais, demandando do estudante a escolha da unidade de medida mais
adequada e a interpretacdo dos resultados.

A compreensdo do volume de prismas e cilindros € uma habilidade central, bem
como a relagéo entre volume e capacidade. As habilidades se expandem para a aplicacdo desses
conceitos em situaces-problema mais complexas, que podem exigir a decomposicdo de sélidos
em figuras mais simples ou a conversdo entre diferentes unidades de medida. A BNCC também
propbe a andlise da relacdo entre perimetro e éarea, desmistificando a ideia de uma
proporcionalidade direta entre as duas grandezas, o que contribui para um entendimento mais
refinado da dimensdo espacial.

Em sintese, os Anos Finais do Ensino Fundamental na BNCC direcionam o
aprendizado da geometria para um nivel mais formal e analitico. As habilidades relacionadas a
areas e volumes buscam ndo apenas a proficiéncia no calculo, mas a capacidade de raciocinar
geometricamente, de aplicar conceitos em contextos diversificados e de justificar
procedimentos. Ao promover uma articulacdo entre a geometria e as grandezas e medidas, e ao
incentivar o uso de tecnologias e a resolugdo de problemas significativos, a BNCC busca
assegurar que os alunos desenvolvam um conhecimento sélido e funcional.

No Ensino Médio, a BNCC integra geometria a outros campos matematicos, como
Algebra e Trigonometria.

A Tabela 3 mostra as habilidades relacionadas a unidade teméatica geometria e

medidas.
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Tabela 3 — Quadro de habilidades do Ensino Médio relacionadas a Unidade
Tematica Geometria e Medidas.

208 Geometria e (EM13MAT103),

Matematica EM Medidas . (EM13MAT105).
L Geometria e

Matematica EM Medidas 2 (EM13MAT201).

(EM13MAT307),

_ (EM13MAT308),

Matemética EM Ge&?git;; ¢ 3 (EM13MAT309)

(EM13MAT313),

(EM13MAT314).

(EM13MATS504),

- Geometria e (EM13MAT105),

Matematica EM Mediidas 5 (EM13MAT50),

(EM13MATS509).

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

No Ensino Médio, a BNCC estabelece um patamar de aprendizagem em Geometria
e Medidas que transcende a simples aplicacdo de formulas. Esta etapa é projetada para
consolidar os conhecimentos adquiridos nos ciclos anteriores e, mais significativamente, para
desenvolver habilidades de raciocinio abstrato, modelagem matematica e resolucdo de
problemas complexos, preparando o estudante para a vida académica e profissional. A énfase
recai na articulagdo dos conceitos geométricos com outras areas da matematica e do
conhecimento, visando uma compreensdo mais holistica e aplicada.

Na unidade temética de Geometria, as habilidades do Ensino Médio aprofundam-
se na andlise das propriedades de figuras planas e espaciais sob diferentes perspectivas. Os
alunos sdo desafiados a investigar relagbes meétricas em tridngulos — incluindo as Leis do Seno
e do Cosseno — e a aplicar nocBes de congruéncia e semelhanca em contextos variados. A BNCC
promove a compreensdo da geometria analitica, permitindo a representacdo de figuras e o
calculo de areas no plano cartesiano, 0 que representa uma ponte fundamental entre a geometria
e a algebra. Além disso, a visualizacdo de transformacGes geométricas — isometrias e homotetias
— € explorada de forma mais robusta, incluindo a andlise de seus impactos na area e perimetro,
e até mesmo a investigacdo da deformacdo de angulos e areas em projecBes cartograficas. A
capacidade de reconhecer padrdes e de generalizar propriedades observadas em ladrilhamentos
do plano é também uma habilidade destacada.

No campo de Grandezas e Medidas, 0 Ensino Médio exige uma compreensdo mais
sofisticada da mensuracdo e de suas aplicagdes. As habilidades focam na investigacdo de

processos para a obtencdo de medidas de &reas de superficies por meio de reconfiguraces,
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aproximacoes e deducdes de expressbes de célculo, aplicando-as em situacdes reais e com 0
apoio de tecnologias digitais. Contudo, a maior inflexdo para a sua dissertacdo reside no estudo
do volume de solidos geométricos. A BNCC especifica a investigacdo de processos de obtencao
da medida do volume de prismas, piramides, cilindros e cones, com a inclusdo explicita do
Principio de Cavalieri. Este principio é crucial para entender a invariancia do volume sob certas
transformac@es e para derivar as formulas de célculo de forma mais intuitiva € menos arbitraria.
A aplicacdo desses calculos de area e volume em cenarios praticos, como projetos de
arquitetura, engenharia, design e problemas que envolvem medicdes em geral, € uma constante
nas habilidades, reforcando a natureza aplicada da matematica nessa etapa.

Em suma, a BNCC no Ensino Médio direciona o aprendizado da Geometria e
Grandezas e Medidas para o desenvolvimento de uma matematica funcional e estratégica. O
documento exige que o estudante ndo apenas execute calculos de areas e volumes, mas que
compreenda 0s principios que 0s governam, que saiba modelar situagcdes-problema da realidade
e que utilize diferentes recursos, incluindo tecnologias digitais, para analisar, representar e
comunicar solucdes. Ao promover essa articulacdo entre a abstracdo matematica e suas
maltiplas aplicagBes, a Base busca capacitar os alunos a utilizar o raciocinio geométrico como
uma ferramenta poderosa para interpretar e intervir criticamente no mundo. Aliando todo
processo de ensino e aprendizagem de Geometria na BNCC ao processo avaliativo podemos
destacar como ocorre no Ensino Basico, e como destaca-se no ingresso a universidade. Segundo
Libéneo (2013),

A avaliagdo escolar ndo se resume a verificagdo do rendimento do aluno, mas assume
um carater diagndstico, formativo e regulador do processo de ensino-aprendizagem,
fornecendo subsidios para atomada de decisdes pedagdgicas e paraa reorientagdo do
trabalho docente. (Libaneo, 2013, p.256)

A BNCC orienta 0s sistemas de ensino, as instituicbes e 0s professores na
elaboracdo de curriculos e propostas pedagdgicas que contemplem o desenvolvimento integral

dos estudantes. A construcdo da avaliagdo é um processo continuo. Consoante a Zabalza (2004),

A avaliacdo é um processo continuo e sistematico de coleta, anélise e interpretacéo de
informagdes sobre o desempenho dos alunos, visando a emissdo de juizos de valor
sobre o seu progresso e a sua aprendizagem, bem como a melhoria do processo de
ensino. (Zabalza, 2004, p.45).
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2.2.2 O Ensino de Areas de Figuras Planas nos Vestibulares

A transicdo da Educacdo Basica para o Ensino Superior, mediada pelos exames
vestibulares, imp6e uma outra lente sobre a abordagem dos conteldos matematicos, incluindo
a Geometria. Diferente da BNCC, que foca no desenvolvimento progressivo de competéncias
e habilidades, os vestibulares, e em especial 0 ENEM, operam como instrumentos de selecdo,
testando a capacidade do candidato de aplicar conhecimentos em situacfes-problema, muitas

vezes complexas e interdisciplinares. Conforme Soares (2004),

O Exame Nacional do Ensino Médio surge como uma proposta de democratizagdo do
acesso ao ensino superior, buscando avaliar competéncias e habilidades desenvolvidas
ao longo da educacdo béasica, emcontraposicdo aos vestibulares tradicionais, muitas
vezes focados na memorizagdo de contelidos especificos. (Soares, 2004, p.18)

Nesse panorama, 0 ensino de areas de figuras planas e volumes de solidos
geométricos ndo se restringe a verificacdo da memorizacdo de formulas, mas busca avaliar a
compreensdo conceitual, o raciocinio logico e a capacidade de modelagem matematica.

Contudo, os vestibulares tradicionais ainda persistem em muitas regides do Brasil,

seguindo uma linha de conteddos mais aprofundados. Para Fernandes (2018),

Apesar da crescente importancia do ENEM, os vestibulares tradicionais mantém-se
como portas de entrada para diversas instituicdes de ensino superior, apresentando
metodologias de avaliacdo proprias e, em muitos casos, ainda valorizando o dominio
aprofundado de contetdos especificos e a capacidade de resolucdo de problemas

complexos em é&reas como matematica € fisica. (Fernandes, 2018, p.67)

Embora os modelos de provas sejam distintos, existe uma intersecéo entre eles, que
é 0 objetivo principal de uma pessoa gque passa por todo processo seletivo, que é o ingresso no

Ensino Superior. Como afirma Ribeiro (2015),

Embora com propostas distintas, 0 ENEM e os vestibulares tradicionais podem ser
vistos como complementares na avaliacdo dos egressos do ensino médio, cada um
com sua especificidade e contribuicdo para o processo seletivo do ensino superior.
(Ribeiro, 2015, p.30)

Em um apanhado geral dos editais dos principais vestibulares do pais, como Fuwvest,
Unicamp, Unesp, UERJ, que ainda tem uma alta procura e que observa-se que a Geometria
Plana e Espacial € uma area consistentemente cobrada, com um peso significativo. No que tange
especificamente a areas de figuras planas, a exigéncia vai além do célculo direto de formas

basicas. E comum encontrar questdes que demandam:
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o Compreensdo da equidecomposicdo: Problemas que exigem a decomposicdo e
recomposicdo de figuras para o célculo de areas, explorando o conceito de equivaléncia
de &reas.

o Relagdes métricas em tridngulos e poligonos: Aplicacdo do Teorema de Pitagoras,
relagdes trigonométricas e propriedades de semelhanca e congruéncia para encontrar
medidas e, consequentemente, areas.

« Areade setores e coroas circulares: Célculo de porcdes de circulos e figuras formadas
por arcos.

o Contextualizagdo: Questdes que inserem o célculo de &rea em cenarios praticos, como
plantas baixas, mapas, projetos de engenharia ou arte.

o Geometria Analitica: O calculo de areas de poligonos a partir das coordenadas de seus
vértices no plano cartesiano, utilizando a formula do determinante ou a decomposicdo

em figuras mais simples.

Para volumes de sélidos geométricos, a abordagem dos vestibulares também é

abrangente e exige raciocinio tridimensional. Os editais tipicamente incluem:

o Volumes de prismas, piramides, cilindros, cones e esferas: Aplicagdo das formulas e
compreensdo de suas derivacoes.

o Solidos de revolucdo: Geracdo de solidos a partir da rotagdo de figuras planas e o
calculo de seus volumes.

e Principio de Cavalieri: Embora ndo seja explicitamente nomeado em todos os editais,
a ideia de gue sélidos com a mesma altura e secdes transversais de areas iguais em todos
0s niveis ttm o mesmo volume é frequentemente explorada em questbes que envolvem
a comparacao de volumes de solidos com formatos distintos.

e Variacdo de volume e capacidade: Problemas que envolvem a mudanca de volume em
funcdo de alguma dimensdo, ou a relagdo entre volume e capacidade (litros, metros
cubicos).

o« Conexdo com a realidade: Questdes que simulam situacGes como embalagens,

reservatorios, escavacOes, etc., exigindo a modelagem matematica do problema.

Em geral, os vestibulares buscam avaliar ndo apenas o dominio das formulas, mas
a capacidade do candidato de interpretar problemas, selecionar as informacdes relevantes,
aplicar o conhecimento de forma contextualizada e justificar suas solugdes. O foco é na

resolucdo de problemas ndo-rotineiros, que demandam criatividade e flexibilidade no raciocinio.
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A seguir mostraremos alguns exemplos de questfes de areas de figuras planas que
podem ser solucionados por ferramentas da equidecomposi¢do. A Figura 5 mostra um problema
do vestibular da FUVEST, realizado em 2014.

Figura 5 - Questdo do \estibular da FUVEST, realizado em 2014.

Uma das plscinas do Centro de Praticas Esportivas da USP
tern o formate de tréc hexagonos regulares congruentes,
Justapostos, de modo gue cada par de hexdgonos termn wm
lada em comum, conforme representado na figura abaixo.

A distincla entre lados paralelos de cada hexdgono & de
25 matros.

Aszzinale a alternativa gue mals se aproxima da drea da
plscina.

a} 1600 m*
b) 1.800m*
cj 2.000 m*

d) 2200 m*
e) 2400 m*

Fonte: \estibular Fuvest 2014.

A solucdo do problema pode ser obtida por equidecomposicdo. A questdo solicita a
area aproximada da piscina de praticas esportivas da USP, que é formada por 6 hexagonos
regulares, e que podem ser decomposto em 18 triangulos equilateros, uma vez que um hexagono
regular pode ser decomposto em 6 triangulos equilateros. Com essa informagdo e o que foi dito
no enunciado, podemos fazer algumas manipulacdes para calcular a area do triangulo equilatero,
e encontrar a solucdo do problema.

A Figura 6 mostra uma questdo da prova do vestibular da UNESP, realizada em
2018.
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Figura 6 - Questdo do Vestibular da UNESP, realizado em 2018.

Afigura indica um trapézio ABCD ne plano cartesiano.

e [
123 4656878 910111213149516197 181820 .

A area desse trapézio, na unidade quadrada definida pe-
kos eixos coordenados, & igual a

[A) 160.
(B) 175.
[C} 180.
(D} 170
(E} 155.
Fonte: \Vestibular Unesp (2018).

A solucdo pode ser obtida por meio de equidecomposicdo. Tomando 0s pontos
A(0,3), B(0,15), C(20,9), D(10,0), E(20,0), F(0,9) e O(0,0), entdo a area do trapézio ABCD
pode ser calculada como sendo a area do triangulo BFC mais o trapézio AFCD, que por sua
vez, é parte da decomposicdo do retdngulo FCEO. Denotando [ABC]como area do poligono
ABC, temos que

[ABCD] = [FBC] + [AFCD] = [FBC]+ [OFCD] — [ADO] — [DCE].

Com isso, concluimos que a resposta é

[ABCD] = 60 + 180 — 15 — 45 = 180.

Esses exemplos mostra aplicagdo dessa técnica em resolucdes de problemas nos
vestibulares mais tradicionais do Brasil. Mas, uma area que contém problemas que podem ser
solucionados de forma semelhante sdo os exames militares. Os exames de admissdo as
academias e escolas militares, como IME, ITA, ESPCEx, AFA, Escola Naval, EFOMM, entre
outras possuem uma reputacdo de alta exigéncia em Matemdtica, e a Geometria Plana e Espacial
constitui um dos pilares dessa avaliagdo. Diferentemente de wvestibulares que buscam uma
abordagem mais interdisciplinar e contextualizada, o0s concursos militares frequentemente
aprofundam-se nos aspectos formais, dedutivos e analiticos da geometria, testando ndo apenas

a aplicacdo de formulas, mas o rigor do raciocinio e a capacidade de lidar com situacGes
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complexas e, por vezes, abstratas.

Nos editais e nas provas de vestibulares militares, a Geometria Plana € explorada
em sua totalidade, abrangendo desde os conceitos fundamentais de pontos, retas e planos até
propriedades avancadas de poligonos e circulos. Questdes que envolvem relagcdes métricas no
triangulo, como Teorema de Pitagoras, relagdes trigonométricas, Lei dos Senos e Cossenos,
propriedades de tridngulos e quadrilateros notaveis, areas de figuras planas diversas (incluindo
as nao convexas), € a geometria analitica sdo recorrentes. A precisdo nos calculos e a
demonstracdo de compreensdo sobre as propriedades que sustentam as solugdes sdo elementos
cruciais. E comum que os problemas exijam a manipulagio de varias formulas e conceitos em
uma Unica questdo, demandando do candidato uma visdo integrada do conteddo.

Um aspecto particularmente interessante e que por vezes aparece de forma implicita
ou explicita ¢ a equidecomposicdo. Embora ndo seja um topico listado diretamente como
equidecomposicdo na maioria dos editais, 0 conceito subjacente é explorado na resolucdo de
problemas de &rea e volume. Em geometria plana, a capacidade de decompor figuras complexas
em figuras mais simples (triangulos, retangulos, etc.) para calcular sua area total € uma
habilidade fundamental. Similarmente, na geometria espacial, a compreensdo de que um
volume pode ser obtido pela soma ou subtracdo de volumes de sélidos mais elementares ¢ uma
aplicacdo direta da ideia de equidecomposicdo. Questdes que pedem a area de uma regido
sombreada em figuras compostas, ou o volume de um solido 'vazado", frequentemente
dependem da manipulacdo e rearranjo de partes para simplificar o célculo. O Principio de
Cavalieri, por exemplo, que estabelece a equivaléncia de volumes entre solidos de mesma altura
e secOes transversais de areas iguais, € um reflexo avancado da nocdo de equidecomposicéo.
Isso exige do candidato ndo apenas a memorizacdo de foérmulas, mas a capacidade de visualizar
e transformar as figuras para encontrar a solu¢cdo mais eficiente.

A Figura 7 mostra uma questdo do concurso militar da AFA, realizada em 2021.
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Figura 7 - Questdo do Concurso Militar da AFA, realizado em 2021.

51 -Para construir um viaduto, a prefeitura de uma cidade

precisard desapropriar alguns locais de uma determinada
quadra da cidade.
Para identificar o que precisara ser desapropriado, fez-se um
esbogo da planta dessa quadra no gqual os locais foram
representados em um plano cartesianc e nomeados de A,
até Aqq, conforme figura a seguir.

Esbogo da Planta:

W
A

T A: A

6 : A

5 "ﬁiﬂ

4 A5

3] A,

24 A] :

1

[] 4 E- & 7 8 @ 10 «x

O viaduto estara representado pela regifo compreendida

entre as refas de eguagbes r:——;x—y—3=0 =

s:—x—2y+10=0.

Um local sera inteiramente desapropriado se o viaduto
passar por qualguer trecho de seu temitorio.

Se cada unidade do plano no esbogo da planta equivale a
10 m na situagBo real, entiio a drea total dos locais dessa
quadra gue precisara ser desapropriada, em m?, & igual a

a) 5950 c) 6950
b) 6450 d) 7450

Fonte: Concurso Militar AFA 2021.

A solucdo pode ser obtida com auxilio da equidecomposicdo. A Figura 8 ilustra

quais regides devem ser desapropriadas.



35

Figura 8 - llustracdo das regides que serdo desapropriadas.

vA
8 ] ]
A" ]
. s %
A" /| A, A |
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O ~ o= |
] [\ E
L \ ~ A:):
3 b A \( A ~
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ey e, - >
0 a 4 . 8 T 8 6 1 X

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Como o retangulo da figura estd decomposto em 10 regibes, podemos entdo dizer
que a area desapropriada A serd igual a A=810—A;, — A, =80—-9—6=69,5. Pela
escala fornecida, temos que a area real serd igual a 69,5 .102m? = 6950m?.

Dando continuidade a anélise de como a geometria é avaliada em exames de acesso
ao Ensino Superior, e em contraste com a abordagem frequentemente mais formal e
aprofundada dos vestibulares militares. O ENEM, enquanto principal porta de entrada para o
Ensino Superior no Brasil, apresenta uma metodologia de avaliagdo da matematica que difere
dos vestibulares tradicionais. Sua matriz de referéncia ndo se estrutura em conteidos estanques,
mas sim em competéncias de area e habilidades que buscam aferir a capacidade do estudante
de aplicar o conhecimento matematico em situacGes-problema do cotidiano, de forma
contextualizada e interdisciplinar. Nesse cenario, a Geometria Plana e Espacial, com particular
destaque para o estudo de areas e volumes, ocupa uma posicdo central, exigindo do candidato
ndo apenas a memorizacdo de formulas, mas a mobilizacdo de raciocinio l6gico, visualizacdo e
capacidade de modelagem.

As questdes de geometria no ENEM frequentemente se apresentam vinculadas a
cenarios reais, como arquitetura, engenharia, design, cartografia ou situacdes do dia a dia. Elas
demandam que o estudante interprete graficos, figuras e textos para extrair as informacoes
relevantes, planeje uma estratégia de resolucdo e execute os célculos necessarios. A énfase ndo
recai tanto na complexidade algoritmica ou na demonstracdo formal, mas na interpretacdo e
aplicacdo de conceitos geométricos para resolver problemas praticos. Isso significa que, muitas
vezes, uma questdo de geometria envolve também habilidades de grandezas e medidas, ndmeros
ou &lgebra, reforcando o carater integrado da matemética.

A Tabela 4 mostra a descricdo das competéncias de area e habilidades que estdo
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Tabela 4 - Competéncias e Habilidades da Matriz de Referéncia do ENEM que

relacionam com Geometria

Area 2: Utilizar o conhecimento
geométrico para realizar a leitura e a
representacdo da realidade e agir sobre

ela

Area 3: Construir nocdes de grandezas e
medidas para a compreensao da realidade

e a solucéo de problemas do cotidiano.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

H6: Interpretar a localizacdo e a movimentacdo de
pessoas/objetos no espaco tridimensional e sua
representacdo no espaco bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou
espaciais.

H8 - Resolver situacdo-problema que envolva
conhecimentos geométricos de espago e forma.
H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e
forma na selecdo de argumentos propostos como
solucdo de problemas do cotidiano.

H10 - Identificar relagcdes entre grandezas e unidades
de medida.

H11 - Utilizar a nocdo de escalas na leitura de
representacdo de situacdo do cotidiano.

H12 - Resolver situagdo-problema que envolva

medidas de grandezas.

Em sintese, o ENEM, alinhado a BNCC, avalia a capacidade do estudante de ir

aléem da memorizacdo. As questdes de geometria, e de areas e volumes em particular, sdo

frequentemente contextualizadas, exigindo que o candidato mobilize diferentes habilidades

para interpretar a situacdo, selecionar a abordagem geométrica mais adequada e aplicar o

conhecimento de forma critica e eficaz para a resolu¢do do problema proposto.

A Figura 9 mostra uma questdo que pode ter o auxilio da equidecomposicdo na sua

resolucdo.
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Figura 9 - Questdo 21 da prova amarela do ENEM 2008.

[ Guestso [IFY] 1

O tangram & um jogo oriental antigo, uma espécie
de quebra-cabega, constituido de sete pecgas: 5 tridngulos
retangulos e isosceles, 1 paralelogramo e 1 quadrado.
Essas pecas sao obtidas recortando-se um gquadrado de
acordo com o esquema da figura 1. Utilizando-se todas as
sete pecgas, & possivel representar uma grande diversidade
de formas, como as exemplificadas nas figuras 2 e 3.

PN
-

P =

Figura 1 Figura 2 Figura

Se o lado AB do hexagono mostrado na figura 2 mede
2cm, entdo a area da figura 3, que representa uma
“casinha”, & igual a

9

AN

0 4cm’
@ 8cm’.
® 12cm’.
@ 14cm’.

@ 16cm’
Fonte: ENEM (2008).
A solucdo do problema pode ser resolvido com auxilio da equidecomposicdo. Note

que a Figura 10 ilustra a designacdo dos Vértices e lado do quadrado, que estad representado

como figura 1 na Figura 9.

Figura 10 - lustracdo do quadrado com Vértices e lados nomeados.

.
{

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

S
U

Note que de acordo com a Figura 2.6, TS é a diagonal do quadrado RSUT, e

TS =2.AB = 2.2 = 4,0 que implica que
4 42
TS=l2el=—cl=—@l=2V2
V2 2

Como todas as sete pegas foram utilizadas para fazer a casinha, segue que, por
equidecomposicdo, 0 quadrado RSUT e a casinha sdo equivalentes. Portanto, o resultado é
12 = (2v2)" = 8cm?.

A questdo 152 da prova amarela do ENEM 2010, ilustrada na Figura 11 ¢€

normalmente resolvida por semelhanca de tridngulos, verificando a proporcionalidade e usando

arazdo entre as areas. Mas, podemos utilizar a equidecomposicdo para resolver o problema.
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Figura 11 - Questdo 152 da prova amarela do ENEM 2010.

Questao 152

Em canteiros de obras de construcio civil & comum
perceber trabalhadores realizando medidas de
comprimento e de &ngulos e fazendo demarcagbes por
onde a obra deve comecar ou se erguer. Em um desses
canteiros foram feitas algumas marcas no cho plano.
Foi possivel perceber que, das seis estacas colocadas,
trés eram vértices de um tridngulo retdngulo e as outras
trés eram os pontos médios dos lados desse mangulo,
conforme pode ser visto na figura, em que as estacas
foram indicadas por letras.

B

—
A —

A regiio demarcada pelas estacas A, B, M & N deveria
ser calgada com concreto.

Messas condigbes, a drea a ser calgada corresponde

4 masma area do tridngulo AMC.

a mesma area do triangulo BNC.

a metade da area formada pelo friangulo ABC.
ao dobro da drea do fridngulo MMC.

a0 triplo da area do tridngulo MNC.

(mRol R ol

Fonte: ENEM (2010).
Observe que a questdo deseja uma argumentacdo sobre os triangulos que podem ser

encontrados no triangulo ABC. Tracando os segmentos PM e AM, temos a decomposicdo do

triangulo ABC em quatro triangulos de mesma area. Segue que [MNC] = @ e [ABMN] =
[ABC]

[AMN] + [APM] + [BPM] = 3.

= 3[MNC]. Portanto, a area da calcada € o triplo da area

do tridangulo MNC.

2.2.3 O Ensino de Areas de Figuras Planas nas Olimpiadas.

As Olimpiadas de Matematica normalmente sdo divididas em niveis e fases,
contemplando alunos do 5* Ano do Ensino Fundamental até alunos no Ensino Superior.
Geralmente os contetidos sdo divididos em quatro areas, sendo Algebra, Geometria, Teoria dos
Numeros e Combinatéria. O objeto de estudo desta pesquisa é a Geometria, que na perspectiva
das olimpiadas, é abordada de uma forma diferente, exigindo eficiéncia e elegancia nas solugdes
dos problemas.

A geometria plana, e em particular o célculo de areas, ocupa um espaco proeminente
nas competicbes de matematica, tanto em nivel nacional quanto internacional. Olimpiadas
como a OBMEP, OBM, OCM e a prestigiada IMO frequentemente apresentam problemas de
geometria que exigem mais do que a mera aplicacdo de formulas. Nesses certames, a capacidade
de visualizar, decompor e rearranjar figuras geométricas torna-se uma habilidade crucial para a
resolucdo eficiente e elegante dos desafios propostos.
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Problemas envolvendo éareas em olimpiadas frequentemente testam a criatividade e
0 raciocinio espacial dos competidores. Ndo € raro encontrar questdes em que a dificuldade
reside na identificacdo de uma estratégia geométrica astuta, ao invés de célculos algébricos
complexos (Lopez; Linhares, 2020). Essa caracteristica faz da geometria uma sec¢do desafiadora,
mas também gratificante, para os participantes.

Problemas envolvendo &reas de figuras planas sdo recorrentes em competicdes
matematicas. Segundo Lima et al. (2006), muitos desses problemas exigem ndo apenas
formulas basicas (como as do triangulo, retdngulo e circulo), mas também a aplicacdo de
principios geométricos mais  sofisticados, como o Teorema de Pick, Razdo de
Avreas e Equidecomposicao.

Dentro do vasto campo da geometria de areas, a equidecomposi¢do surge como uma
técnica de valor inestimivel nas provas de olimpiadas. Conforme discutido anteriormente, a
equidecomposicdo permite transformar uma figura em outra de area equivalente através de
cortes e rearranjos, fundamentada pelo Teorema de Bolyai-Gerwien para poligonos. A
relevancia dessa técnica em contextos olimpicos reside na sua capacidade de simplificar
problemas aparentemente complexos, convertendo figuras de dificil mensuracdo em formas
mais familiares, cujas areas séo facilmente calculaveis.

Muitos problemas de olimpiadas sdo construidos de forma a insinuar ou mesmo
exigir uma abordagem por equidecomposicdo para uma solucdo mais rapida e elegante. Por
exemplo, um problema pode apresentar um poligono irregular e perguntar por sua area, sem
fornecer as medidas necessarias para o uso direto de férmulas convencionais. Nesses casos, a
perspicacia em identificar como cortar e colar partes da figura para formar um retangulo, um
quadrado ou um tridngulo simples pode ser o diferencial para a obten¢do da resposta

A prética de problemas de olimpiadas com foco em equidecomposicdo ndo apenas
aprimora a intuicdo geométrica dos estudantes, mas também os capacita a abordar desafios de
maneira mais flexivel e criativa. A busca por decomposicdes eficientes e a visualizagdo das
transformacdes geométricas sdo habilidades que transcendem a mera memorizagcdo de formulas,
promovendo um raciocinio matematico mais profundo e adaptavel, caracteristicas altamente
valorizadas nas competices de matemética.

O problema 15 da 12 fase da OBMEP nivel 3, ilustrado na Figura 12, mostra um
problema que pode ser resolvido com auxilio da equidecomposicéo.
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Figura 12 - Questdo 15 da prova 12 fase da OBMEP nivel 3, realizada em 2019.

15. Afigura tem 8 lados de medida 10 cm, 4 lados de
medida 20 cm, 4 angulos de 60°, 4 angulos de 90% e 4
angulos de 300°,

Qual & a area da figura?

(A) 100 cm?
(B) 120 cm?
(C) 200cm?
(D) 400 em?
(E) 420 cm?

Fonte: OBMEP (2019).

E possivel notar que os tridngulos ABC e CDE da Figura 13 sdo congruentes, com

isso, temos que a Figura 13 e 14 sdo equivalentes.

Figura 13 - Decomposi¢do da Figura 12.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).
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Figura 14 - Quadrado equivalente a Figura 13.

20 cm

-] L]

20 cm 20 om

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Portanto, a area da figura é igual a (20cm)? = 400cm?.

Ao longo deste capitulo, analisamos como o ensino de areas de figuras planas é
abordado na Educacdo Basica, desde os anos iniciais att o Ensino Médio, destacando o0s
desafios e as potencialidades presentes nos documentos curriculares, como a BNCC, nos
processos avaliativos, como o0 ENEM e os vestibulares, e nas olimpiadas cientificas. A BNCC,
ao propor uma progressao de habilidades que vai da exploracdo concreta a formalizacdo gradual,
oferece um caminho para superar essa limitacdo. No entanto, como aponta Pavanello (2013), a
implementacdo dessas diretrizes esbarra em desafios como a formagdo docente e a caréncia de
recursos didaticos adequados. Os vestibulares, por sua vez, refletem essa dualidade: enquanto
alguns exames priorizam problemas contextualizados, outros manttm um foco excessivo em
técnicas de calculo, nem sempre promovendo uma compreensdo profunda dos conceitos
geométricos (Mori, 2016).

Como pontuam Nunes e Bryant (1997), a compreensdo de grandezas e medidas é
crucial para o desenvolvimento do pensamento matematico e para a capacidade de interagir
com o mundo de forma significativa. Desse modo, o dominio do conceito de area ndo se
restringe a geometria plana, mas se estende a diversas aplicacdes, desde a construcdo civil até
a engenharia e o design. A habilidade de calcular e estimar areas, bem como de compreender as
relagdes entre diferentes figuras geométricas, fortalece a visdo geométrica do estudante, um
aspecto salientado por Serrazina (2002) ao afirmar que a geometria ndo é apenas um conjunto
de formulas, mas uma forma de pensar e de ver o mundo. E nesse contexto que o ensino de
areas se revela um pilar essencial para o desenvolvimento de competéncias matematicas mais
complexas, preparando o terreno para a exploracdo de conceitos avancados.

No proximo capitulo, avangaremos nessa discussdo, explorando como o conceito

de equidecomposicdo de figuras planas pode ser uma ferramenta poderosa para 0 ensino de
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areas, promovendo uma aprendizagem mais significativa e conectada aos principios da
geometria euclidiana. Como veremos, essa abordagem ndo apenas enriquece o trabalho com
medidas de superficie, mas também fortalece o desenvolvimento do raciocinio l6gico e da

visualizacdo espacial, competéncias essenciais para o estudo da Matematica (Nasser, 2019).
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3. EQUIDECOMPOSICAO NO PLANO

Desde o comeco do século XVIII, a equidecomposicdo tem-se tornado parte do que
¢ conhecido como Matemdatica Recreativa. Uma vez descoberto que diferentes tipos de
poligonos podem ser cortados e suas pecas reagrupadas para formar outros poligonos, surge a
questdo do ndmero minimo de cortes para tal agrupamento. Além do ndmero minimo de pecas,
outro aspecto em equidecomposicdo sdo quebra-cabecas que contém alguns poligonos, como,
por exemplo, o classico quebra-cabeca chinés Tangram, que sdo sete pecas representando
figuras geométricas que sem sobreposicdo sdo reagrupadas e formam poligonos que lembram

animais, flores, dancarinos ou letras, conforme a Figura 15.

Figura 15 - Exemplos de algumas formas com as pecas do Tangram.

Fonte: Google Imagens.

Outro exemplo é um jogo antigo, atribuido a Arquimedes, chamado de Stomachion,
em que consiste num quebra-cabega geométrico constituido por um conjunto de 14 pecas planas
de diversos formatos poligonais, que permitem O rearranjo para construcdo de figuras
poligonais distintas, conforme a Figura 16.



Figura 16 - Exemplos de algumas formas com as pecas do Stomachion.

™

Fonte: Google Imagens.

Um destaque importante do Stomachion é que diferentemente do Tangram, podemos
utilizar todas as pecas para construir um quadrado, mas representado de diversas formas, como

é mostrado na Figura 17, a seguir.

Figura 17 - Exemplos diversos de quadrados com as pegas do Stomachion.

Fonte: Google Imagens.

Além da praticidade no ensino de areas, permitindo a visualizacdo da equivaléncia
de areas sem o uso de formulas, torna-se imprescindivel a elaboracdo de definicdes rigorosas
desse conceito, as quais fundamentam a formalizagdo dos teoremas que sustentam toda teoria

estabelecida nos livros didaticos. Recorrendo a Boltianski (1981),
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Examinaremos as duas figuras mostradas abaixo (todos os segmentos que compdem
a figura cruciforme s&o iguais entre si; e o lado do quadrado é igual ao segmento AB).
As linhas tracejadas no desenho partemas figuras em um namero idéntico de partes
iguais (as partes iguais das duas figuras estdo marcadas comnumeros). Esta acdo se
expressa com as seguintes palavras: as figuras abaixo sdo equidecompostas.

Figura 18 - Figuras equidecomponiveis

Fonte: Boltianski (1981, p.9)
Falando de outra maneira, duas figuras sdo equidecomponiveis, se, cortando de certo
modo uma delas em umnimero finitos de partes, pode-se (ao dispor essas partes de
outra forma) compor com essas a segunda figura. (Boltianski, 1981, traducdo autoral)

Em uma linguagem mateméatica, poderiamos formalizar as definicbes para
decomposicdo e equidecomponivel, da forma a seguir.
Definicdo 3.1 (Decomposicdo de Poligonos): Dada uma regido poligonal P, se

existem regides poligonais K;,K,, Kj, ..., K,

n

tais que P=K, UK, UK;U..UK, , com
K;n K; = @,para todo i # j, dizemos que Ky, K,, K, ..., K, sdo decomposicOes de P, ou que
P é decomposta pela sequéncia de regides poligonais K,,K,, K, ..., K,,.

Definicdo 3.2 (Poligonos equidecomponiveis). Dois poligonos P e P’ sdo
equidecomponiveis quando existem decomposicdes P =P, UP,UP;U..UP;U..UP, e
P'=P/UP,UP;U..UP/U..UP , de tal modo que cada poligono P;;1<i<n, é
congruente ao poligono P;.

Definicdo 3.3 (Triangulacdo de um poligono). Seja P um poligono qualquer, um
segmento que liga dois Vértices ndo consecutivos de P denomina-se diagonal de P . Esta
diagonal é uma diagonal interior de P se, com excecdo de seus extremos, estiver contido no
interior de P. Uma triangulacdo de P é uma colecdo de triangulos cujos lados sdo lados de
P e/ou diagonais interiores de P, de modo que os triangulos, quando se intersectam, o fazem
em lados comuns ou em Vértices de P e a reunido desses tridngulos e seus interiores € a regido
determinada por P.

A Figura 19 apresenta um poligono ndo convexo com duas formas diferentes de
triangulacéo.
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Figura 19 - Triangulo ABC equicomposto ao retdngulo ABFE..

Fonte: Marques, 2012.

A apresentacdo da equidecomposicdo varia conforme a finalidade, podendo ser
tratada com rigor formal, por meio de definicdes e demonstracbes ou, alternativamente, por
praticas mediante recursos visuais e manipulativos. Hilbert (2003) define que dois poligonos
sdo equidecomponiveis quando se puderem decompor em um nimero finito de triangulos
congruentes entre si dois a dois.

No esforco de elucidar o conceito de equidecomposicdo da maneira acessivel,
Souza (Souza, 1973) define que duas figuras sdo equidecomponiveis quando podem ser

decomponiveis em partes respectivamente iguais.
3.1 Equidecomposicao

A equidecomposicdo de poligonos, conforme destacado por Hadwiger (1957),
representa ndo apenas uma curiosidade geométrica, mas uma ferramenta poderosa para
compreender a equivaléncia de formas sob transformacdes elementares.

Este estudo se fundamenta no célebre Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien, que
segundo Wallace e West (Wallace; West, 1992), estabelece a ponta definitiva entre a teoria da
area e as operacOes concretas com figuras planas.

Seguiremos com as demonstracGes de alguns resultados que servirdo de base para
o0 teorema central deste capitulo.

Proposicédo 3.1. Todo poligono de n lados, n = 4, admite uma triangulaco.

Demonstracgao: Iremos dividir o problema em dois casos, sendo

)] P um poligono convexo.

Seja P um poligono convexo, em que P = A;A, ...A,, onde 4, com 1<i<n,

representam os Vértices de P. Para todo i <j<mn-—1, sejam II; o semiplano

determinado por AA,,, que conttm os pontos de P e II, o semiplano

determinado por A,A; que conttm pontos de P . As diagonais

A A5 ALA,, .. ALA, _, estdo, com excecdo de seus extremos, contidas em todos
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esses semiplanos. Logo, sdo diagonais interiores de P. Cosiderando os triangulos
A=A A,A; 0, = A A A, . A,_, = AjA,_A,. O poligono P esta contido na
reunidao desses triangulos e o interior de P esta contido na reunido dos interiores
desses triangulos e dos lados que estdo no interior de P. Portanto, os triangulos

A;,1<j<n-—2, formam uma triangulacdo de P.

P um poligono qualquer.

Suponhamos, por absurdo, que seja possivel obter um poligono P de n lados que ndo
pode ser decomposto em triangulos. Tomemos P de modo que n seja 0 menor
possivel, e consideremos uma reta r que ndo intersecta P e que ndo seja paralela
a nenhum dos lados de P. Sejam ainda B o Vértice do poligono P localizado a
menor distancia de r, e A e C os Vértices adjacentes a B, temos dois casos para
analisar.

12 caso: Os pontos A,B e C sd0 0s Unicos Vértices de P que pertencem a regido
triangular ABC . O poligono P’, obtido do poligono P substituindo-se 0s
lados AB e BC por AC, conforme a Figura 20, tem (n— 1) lados. No entanto, por
hipotese, n € o menor nimero de lados para o qual a tese ndo vale. Assim, P’ pode
ser decomposto em tridngulos adjacentes. Juntando a P'o triangulo ABC, obtemos

uma decomposicdo de P em tridngulos justapostos.

Figura 20 - Triangulacdo de um poligono qualquer, 12 caso.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

22 caso: O triangulo ABC contém outros vertices de P. Dentre estes vértices, seja D 0
mais distante do lado AC, como mostra a Figura 21. Dessa forma, a diagonal BD ndo

intersecta nenhum lado de P fora os pontos B e D. O segmento BD divide P em
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dois poligonos adjacentes, P'e P, ambos com um ndmero de lados menor do que
0 nimero de lados de P. Como, novamente n é o menor ndmero de lados para o qual
a tese ndo vale, os poligonos P'e P' podem ser decompostos em triangulos

adjacentes. Unindo estas decomposicdes, temos uma triangulagdo de P.

Figura 21 - Triangulacdo de um poligono qualquer, 22 caso.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

A decomposicdo de figuras planas em elementos mais simples, como tridngulos, €
um método fundamental na geometria euclidiana, tanto para o célculo de &reas, quanto para
analise de propriedades topoldgicas. Como destacado por Honsberger (1973), todo poligono
simples pode ser particionado em um ndmero finito de tridngulos ndo sobrepostos por meio de
diagonais internas.

E artistico pensar que decompor poligonos em tridngulos é mais do que um simples
exercicios de tesoura geométrica, é entender como formas complexas podem ser reduzidas a
componentes elementares, preservando sua esséncia métrica.

O Teorema 3.1 fornece a possibilidade de decompor um poligono de n lados em
triangulos justapostos.

Teorema 3.1. Todo poligono de n lados, n = 4, pode ser decomposto em (n —
2) tridangulos justapostos cujos Vértices sdo Vértices do poligono.

Demonstracdo: Suponha que existe um nimero n tal que para qualquer poligono
com quantidade de lados menor que n o teorema é valido, mas que existam poligonos com
quantidade de lados maior ou igual a n para os quais 0 teorema seja falso. Entdo, existe algum
poligono P de n lados que ndo pode ser decomposto em n — 2 triangulos justapostos cujos
Vértices sejam Vveértices de P. Tomando no plano um sistema de coordenadas cartesianas, de
modo que nenhum lado de P seja paralelo ao eixo das ordenadas, P € tal que haja um Unico

ponto de maior abscissa e um Unico ponto de menor abscissa, conforme a Figura 22. Caso essa
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condicdo ndo seja imediata, basta rotacionar o poligono em alguma quantidade adequada de

graus com relacdo a origem.

Figura 22 - Poligono com pontos de maior e menor abcissa Unicos.

Fonte: Gomides, 2022.

Tomando o ponto B como o de maior abscissa e 0s Vértices A e C, com C sendo

consecutivo a A, ha um tridangulo determinado por esses trés Vértices. Existem duas

possibilidades para esta situacdo, o tridangulo ABC contém, ou ndo contém, algum outro Vértice

de P. Analisando os dois casos, temos,

ABC contém algum outro Vértice de P.

Figura 23 - Triangulo ABC contém outro vértice de P.

Fonte: Gomides, 2022.

Analisando a Figura 23, vamos considerar que o triangulo ABC contenha o
ponto D, que é Vértice de P. Tracando o0 segmento BD, o poligono P é
dividido em dois poligonos, o P, com n, lados e P, com n, lados. Note que
a soma P, + P, fornece n, +n, =n + 2 lados, pois o0 lado AD, que € o Unico
lado dos dois poligonos que ndo é lado de P, é contado duas vezes, enquanto
cada um dos outros n lados é contado uma unica vez. Como P, e P, S0
poligonos, n, >4 e n, >4, o que implica que tanto n, quanto n, séo
menores que n e entdo o teorema vale para P, e P,. Logo, P, pode ser

repartido em n — 2 tridangulos, e P, pode ser repartido em n — 2. Juntando a
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quantidade de triangulos total, temos (n, — 2) + (n, — 2) = n — 2, 0 que

é um absurdo pois o teorema ndo vale para P.

ii. ABC ndo contém nenhum outro vértices de P.

Figura 24 - Triangulo ABC ndo contém outro Vértice de P.

Fonte: Gomides, 2022.

Neste caso, considerando que o segmento AC dividle P em dois novos
poligonos, sendo o triangulo ABC e poligono P; que possui n — 1 lados.
Portanto, o teorema vale para P’, que pode ser triangulado em (n—1) — 2 =
n — 3 triangulos. Entdo, a divisdo total de P em tridngulos sera igual a
quantidade de triangulos de P, somado ao triangulo ABC, ou seja, 0 nimero
de tridngulos de Pé n—3+1=n— 2,0 que é um absurdo, pois 0 teorema

ndo é vélido para P.

Portanto, o teorema é valido.
|
Alem disso, a beleza algébrica da equidecomposicdo surge quando percebemos que
ela define uma relacdo de equivaléncia entre as figuras geométricas, onde sdo satisfeitas as
relacbes de simetria, reflexividade e transitividade. Essas propriedades, como destacado por
Wagon (1993), transformam a equidecomposicdo em uma ferramenta poderosa para classificar
figuras, ndo por sua aparéncia, mas por sua estrutura intrinseca. As relacbes de simetria,
reflexividade e transitividade desempenham um papel vital na caracterizacdo da decomposicdo
de poligonos. S&o conceitos que ndo apenas fundamentam demonstraces classicas, como o
Teorema de Pitagoras via decomposicdo, mas também preparam o terreno para generalizacdes
em dimensdes superiores. O Lema 3.1 mostra como as relagcbes sdo satisfeitas em poligonos

equidecomponiveis.
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Lema 3.1. Se P,Q e R sdo poligonos equidecomponiveis, entdo as seguintes

relacOes sdo satisfeitas:

Reflexiva: P é equidecomponivel a P;

Simétrica: se P € equidecomponivel a Q, entdo Q é equidecomponivel a P;
Transitiva: se P é equidecomponivel a Q e Q é equidecomponivel a R, entdo P é
equidecomponivel a R.

Demonstracdo: Segundo o Teorema 3.1, um poligono sempre é decomponivel em

um nimero finito de triangulos.

Suponhamos que os poligonos P,Q e R sdo decomponiveis em triangulos

(P,,P,,Ps,...P) ;(Q,0Q,,0;..,Q,) e (R,R,, R, ...,R,)
n € N*, respectivamente. Como todo triangulo P; com i=123,..,n, ¢é
congruente a si mesmo, temos que

P=P,UP,UP,U..UP,=P.
Suponha que P € equidecomponivel a Q. Assim, por definicdo, temos que
P=P,UP,U..UP, e Q=Q,UQ,U..UQ,,
com P; congruente a @; para todo i=1,23,..,n. Como a congruéncia de
triangulos é simétrica, entdo Q; € congruente a P; para todo i= 1,23, ..,n.
Portanto, Q é equidecomponivel a P.
Suponha P equidecomponivel a Q e Q equidecomponivel a R. Dessa forma, por
definicdo, temos que
P=P,UP,U..UP,,Q=Q,UQ,U..UQ,e R=R,UR,U..UR,
com P; conguente a Q; e Q; congruente a R; para todo i =1,2,3,...,n. Como a
congruéncia de triangulos é transitiva, se P; € congruente a Q; e Q; é congruente
a R;, entdo P; é congruente a R;, para todo i = 1,2,3,..,n. Portanto, P é
equidecomponivel a R.
|

Dois poligonos P e P's@o equidecomponiveis quando € possivel dividir cada um

deles em um mesmo ndmero de partes, com interiores distintos, e congruentes entre si. Embora

esse conceito ndo fosse formalizado na antiguidade, ele esta implicitamente presente no estudo

euclidiano de areas, como observado na obra Os Elementos, de Euclides, o texto deixa claro

que “Figuras que podem ser decompostas em partes congruentes possuem areas iguais”
(Euclides, 2009).
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No entanto, a reciproca ndo foi algo de imediato, demandou uma analise mais
profunda. A resposta afirmativa a essa questdo é formalizada pelo Teorema de Wallace-Bolyai-
Gerwein, que estabelece “"'Dois poligonos planos possuem a mesma area se, € somente Se,
forem equidecomponiveis por meio de um numero finito de cortes e rearranjos utilizando
apenas isometrias” (Bolyai, 1832; Gerwein, 1833).

Alguns lemas serdo provados antes de demonstrarmos efetivamente o Teorema de
Wallace-Bolyai-Gerwein.

Definicdo 3.4. Dois poligonos P e Q séo ditos equicompostos se P pode ser
decomposto em um ndmero finito de pegas poligonais P,,P,,...,P, e Q pode ser decomposto
em um nimero finito de pecas poligonais Q,,Q,,...,Q, de modo que cada peca P; seja
congruente apeca Q; paratodo i del a n.

Lema 3.2. Todo tridngulo é equicomposto a um retangulo.

Demonstracdo: Sejam AB o maior lado do triangulo ABC, ilustrado na Figura 25,
e CD a altura relativa a AB. O ponto D, projecdo ortogonal do ponto C sobre o lado AB,
encontra-se entre A e B, pois caso contrario um dos angulos, A ou B, seria obtuso e, entdo

AB ndo seria 0 maior lado.

Figura 25 - Triangulo ABC equicomposto ao retangulo ABFE.

.
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Fonte: Autoral.

Pelo ponto médio M da altura CD, tracemos uma reta paralela a AB, conforme a
Figura 25. Esta intersecta AC e BD nos seus respectivos pontos médios, P e Q. Baixemos

agora as perpendiculares AE e BF a essa reta. Pelo caso de congruéncia ALA, (Angulo-lado-
angulo oposto), temos que AAPE = ACPM e ABQF = ACQM. Assim, o triangulo ABCe o
retangulo ABFE sdo compostos pelo trapézio ABQP e pelos triangulos CPM e

CQM.Portanto, o triangulo ABC é equicomposto ao retangulo ABFE.
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Lema 3.3. Se dois paralelogramos tém areas iguais € uma base comum, entdo eles
sd0 equicomposto.

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, considere os paralelogramos ABCD e
ABC'D’ de base comum AB e alturas congruentes. Diante disto, vamos analisar trés casos.

1° caso: Os segmentos CD e C'D'tém um segmento comum D’'C’ como mostra a
Figura 26.

Figura 26 - Paralelogramos equicomposto relativo ao 1°caso.

c C'

111

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Neste caso, temos que CD=CD'+D'D e C'D'=C'C+CD’. Como CD =

C'D', entio C'C = D'D. Logo, pelo caso LLL (lado-lado-lado), AADD' = ABCC'(I =
I11).Portanto, ABCD (I + II)é equicomposto a ABC'D'(II1 + I =1+ II).

22 caso: Os segmentos CD e C'D'tem somente um ponto comum, como ilustra a Figura
27.

Figura 27 - Paralelogramos equicompostos relativo ao 2° caso.

D c=0 c

/ 111

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Os tridangulos ADD'e BCC'sdoo congruentes pelo caso LLL(I— III), uma vez que

DD’ = CC' = 4B, por construco;

AD' = BC’, pois sdo lados opostos do paralelogramo ABC'D’;
AD = BC, pois sdo lados opostos do paralelogramo ABCD.
Portanto, temos que ABCD (I +II) é equidecomposto a ABC'D'(II1+ 11 =1 + II).
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3% caso: Os segmentos CD e C'D'ndo tém pontos comuns, como mostra a Figura 28.

Figura 28 - Paralelogramos equicompostos relativo ao 3° caso.

D D™ G C"=D" C'=D' C
° kS

A B

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Conforme Hartshorne (2000) quando adapta o postulado de Arquimedes,
dizendo que se CD e C’'D’sdo segmentos quaisquer, entdo existe um nimero natural n tal que
a unido de n segmentos congruentes a C'D’, construidos continuamente a partir de D’sobre a
semirreta CD, conterd o ponto C.

Com isso em mdos, podemos empregar o postulado de Arquimedes, tracando a
partir do ponto D'esses segmentos, 0 que nos permite a construcdo de paralelogramos
auxiliares, como ilustra a Figura 28. Cada um desses paralelogramos serd equicomposto ao
outro pelo 12 caso ou pelo 22 caso. Dessa forma, pela propriedade transitiva da equicomposicéo,
ABCD ¢ equicomposto a ABC'D’.

Lema 3.4. Dois retangulos que tém areas iguais Sa0 equicompostos.

Demonstracdo: Sejam os retangulos ABCD e AE]I, ilustrados na Figura 29,
sobrepostos e de mesma area, ou seja,
AB .BC = Al. AE . 0]
Seja ainda o segmento  BI, que intersecta CDem Fe EJ em G, isto é, F =

INCDe G =BIn EJ.Sem perda de generalidade, podemos supor que

Diante disto, temos trés situacOes distintas para analisar.

Figura 29 - Retangulos equicompostos.
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Fonte: Autoral.

1. Se AE = AB,entdo os dois retangulos sdo coincidentes e, portanto, equicompostos.

2. Se AE =2

~ |5

, 0U seja, F=H =G, os triangulos EBG e DFI sé&o congruentes pelo

caso ALA (angulo- lado-angulo), uma vez que:
GEB = IDF = 905

_— 0 - __ AB
B F = AB — AF = 7;
EBG = DF1,pois sdo angulos correspondentes.
Analogamente, AJIF = ACGB (F = G).Portanto, os retangulos ABCDe AE]I sdo

equicompostos.

3. Se ? < AE < AB, temos que os triangulos ABI e CFB sdo semelhantes pelo caso AA

(angulo-angulo), uma vez que IAB=BCF=90° e ABI e BFC sio angulos

alternos internos. Desta forma, temos

o 4B .BC = AI.CF . (ii)

>
S

Comparando (i) e (ii), concluimos que AE = CF e, consequentemente, que EB =
DF e IJ =CF. Dessa forma, pelo caso ALA (angulo-lado-angulo), temos que AIDF =
AGEBe AlJG = AFCB. Portanto, os retangulos ABCD e AEI] sdo equicompostos.

Lema 3.5. Todo poligono € equicomposto a um retangulo.

Demonstracdo: Segundo o Teorema 3.1, todo poligono pode ser decomposto em
um nomero finito de triangulos. Cada um destes triangulos, conforme o Lema 3.2, é
equicomposto a um retangulo. Mas, de acordo com o Lema 3.4, casa um desses retangulos €

equicomposto a um retangulo de mesma area. Suponhamos entdo que b seja a medida da base
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de cada um desses retangulos. Dessa forma, por transitividade, os triangulos 1,2,3,4,5, nos
quais foi decomposto o poligono original sdo equicompostos, respectivamente, aos retangulos
L1LIII,IV,V,.. de base b. Empilhando estes retdngulos uns sobre os outros, obtemos um

retangulo de base b, o qual é equicomposto ao poligono original, como ilustra a Figura 30.

Figura 30 - Poligonos equicomposto a um retangulo.

4 5 |
v
111
2
I

b

Fonte: elaborado pelo préprio autor (2025).

3.2. O Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien

Dois poligonos quaisquer, de mesma darea, sao equidecomponiveis, como
exemplifica a Figura 31. Esse teorema foi demonstrado em 1832 por Farkas Wolfgang Bolyai
(1775-1856), que foi um matematico hingaro interessado nos fundamentos da geometria, com
destaque para o axioma das paralelas e teve como principal trabalho, o Tentamen, que foi uma
tentativa de estabelecer uma base rigorosa e sistematica para a geometria, aritmética, algebra e
analise. Além de que, Farkas Bolyai foi o pai do famoso matematica Janos Bolyai, que
destacou-se como pioneiro no estudo de geometria hiperbdlica, juntamente com Lobatchevski
e Gauss. De forma independente, em 1833, Paul Gerwien, um mateméatico alemdo amador,
também demonstrou o teorema.

No entanto, lan Stewart que foi professor na Universidade de Warwick, na
Inglaterra, acrescenta, em seu livro From Here to Infinity, que em 1807 a prova do teorema foi
apresentada por Willam Wallace (1768-1843), nos Transactions of the Royal Society of
Edinburgh.. William Wallace foi um matematico e astrbnomo escocés, inventor do pantografo,

um instrumento feito de madeira e utilizado para reproduzir desenhos em diferentes escalas.
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Figura 31 - Quadrado e triangulo equicompostos.

Fonte: Wikipedia, 2017.

Teorema 3.2. (Wallace-Bolyai-Gerwien): Dois poligonos que tém areas iguais sao
equicompostos.

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.1, cada um dos poligonos pode ser decomposto em
triangulos, os quais séo, de acordo com o Lema 3.2, equicomposto a retangulos. Os dois
retangulos obtidos da decomposicdo dos dois poligonos tém areas iguais e, portanto, pelo Lema
3.4, sdo equicompostos. Logo, pela transitividade da equidecomposicdo, os dois poligonos sao
equicompostos.

|

O Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien da precedentes para diversas possibilidades
a serem investigadas. Dentre elas, podemos destacar a seguinte:

E possivel impormos condicBes extras sobre o ndmero ou a disposicdo das partes com as
quais se compdem os poligonos equivalentes?

Em 1951, mais de um século depois da demonstracdo original, os mateméaticos
suicos Hugo Hadwiger (1908-1981) e P. Glur refinaram o Teorema de Wallace-Bolyai- Gerwien.

Definicdo 3.5 (Poligonos TR-equidecomponiveis). Dois poligonos P e P’sdo
TR-equidecomponiveis quando admitem decomposicbes P = P,,...,P, = P/,..., P, tais que,
para i = 1,2,3,...,n, pode-se obter P; a partir de P; por meio de uma translagdo ou de uma
rotacdo de 180° (com centro em um ponto qualquer do plano).

Teorema 3.3 (Hadwiger-Glur). Dois poligonos com areas iguais sdao TR-
equidecomponiveis.

Demonstracdo: De acordo com Lima (Lima, 1985), a prova do Teorema de
Hadwiger-Glur segue as ideias da prova do Teorema 3.2 acrescida do seguinte resultado:

Lema 3.6. Todo retangulo R € TR-equidecomponivel com outro retdngulo R’ cuja

base é paralela a uma reta r dada.
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Demonstracdo: Um segmento de reta paralelo a r fornece uma decomposicdo R =
AUB, como mostra a Figura 32. Transladando o tridngulo A para outra extremidade de
R, obtemos o paralelogramo P = A'U B, o qual é TR-equidecomponivel com R. Como
mostra as Figuras 33, 34, 35 e 36, o parallogramo R é TR-equidecomponivel com um

retangulo R’, cuja base tem comprimento b e € paralela areta r.
Figura 32 - Decomposicéo e translagdo do triangulo A.

r

>

Fonte: Lima (2017).

Figura 33 - O paralelogramo P e o retangulo R, com bases e alturas iguais, admitem
as decomposicdes P=AUB e R=A"UB’, onde A é congruente a A' e B é
congruente a B.

P R

Fonte: Lima (2017).

Figura 34 - Se nenhuma altura do paralelogramo estiver contida em seu interior, a
partir de uma extremidade da base traca um ziguezague em angulos retos, o qual
decompbe o paralelogramo na forma P=AUBUCUDUE UF . Por meio de
translacGes paralelas a base.

Fonte: Lima (2017).
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Figura 35 - As linhas pontilhadas indicam como se obteve a decomposicdo R =AU
B U C. A altura do pentdgono A € igual a altura de R'. Para obter o lado inclinado de
A, tracamos, a partir do Vértice superior esquerdo de R, um segmento paralelo a
diagonal pontihada. Como R e R’ tém areas iguais, tem-se R'=A"UB'U
C', sem superposicoes.

B C
R| N\, ¢ |
A A R
\‘\
N |8 )

Fonte: Lima (2017).

Figura 36 - Temos R =AUBUS e R'"=A"UB’'U S, onde A" é congruente a A e
B' é congruente a B. Se R e R’ tiverem a mesma area, S e S' também terdo. Agora a
altura de S € menos de 2 vezes a altura de S', de modo que podemos aplicar a estes
dois retangulos o processo da Figura 32.

Fonte: Lima (2017).

3.3. Calculo de Areas por Equidecomposicao.

O célculo de areas de figuras planas constitui um pilar da geometria, com aplicacdes
que se estendem desde problemas elementares até contextos cientificos e tecnologicos
avancados. Uma abordagem particularmente elegante e intuitiva para a compreensdo e
determinacdo de areas reside na teoria da equidecomposicdo. O principal resultado dessa teoria
é 0 Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien, que foi estabelecido e demonstrado no tdpico anterior,
deixando claro a equivaléncia entre area e equidecomponibilidade para poligonos, fornecendo
uma deixa para explorarmos o célculo de &reas sob essa perspectiva.

A aplicacdo pratica desse teorema revela-se na deducdo e compreensdo das
formulas de &rea de diversas figuras. Por exemplo, a area de um paralelogramo pode ser

facilmente visualizada como equivalente a de um retangulo de mesma base e altura através de
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um simples corte e translagdo. Quando analisamos o estudo de éreas, sob o olhar da
equidecomposicdo, ficamos em conformidade a Hartshorne (2000) que deixa claro como a
equidecomposicao transforma o problema de equivaléncia de areas em um exercicio construtivo
de decomposicdo geométrica.

A importancia desse olhar para o calculo de areas é algo que do ponto de vista
pedagogico, consoante a Coxeter (1969), oferece uma rica oportunidade para o
desenvolvimento do raciocinio espacial e da intuicdo geométrica dos estudantes. A manipulacao
de pecas e a visualizacdo das transformagdes fortalecem a compreensdo do conceito de area
como uma propriedade conservada sob decomposicdo e recomposicdo, promovendo um
aprendizado mais significativo e duradouro.

Dando sequéncia a discussdo sobre o calculo de éareas, sob a perspectiva da
equidecomposicdo, 0s proximo tdépicos serdo dedicados a apresentacdo de definicbes e
exploracdo de teoremas que sustentam essa abordagem geométrica.

Definicédo 3.6. A area A de um poligono é um nimero real positivo associado a ele,

de forma que:
)] Poligonos congruentes tem areas iguais;
i) Se dois poligonos P, e P, tém interiores disjuntos, isto €, de interseccdo vazia,
entao

A(P,UP,) =A(P) + A(P,);
iii) Se um poligono P, est4 contido em um poligono  P,, entéo
A(P,) < A(P,);

iv) A érea do quadrado unitario (lado de medida 1 u.c — uma unidade de comprimento

—)é1ua. (uma unidade de &rea).

Proposicdo 3.3. A razdo entre as areas de dois retdngulos de bases congruentes

equivale arazdo entre as suas alturas.
Demonstragdo: Sejam R,(b,h,) e R,(b,h,) as areas de dois retangulos de alturas

h, e h,, respectivamente, e bases de medida b. Queremos mostrar que
R,(b,h,) _ E
R,(b,h;) ~ h,
Dividiremos a prova em duas etapas.
1° caso: as alturas h, e h, S80 comensuraveis.
Nesse caso, como ilustra a Figura 37, existe um segmento de medida x tal que:
h, =px,p €N; ()
h, =qx,q € N. (ii)
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Dividindo (i) por (ii),obtemos
hy p

—=— (iii)
h, q

Figura 37 - Retangulos de bases congruentes.

R

l!} b
Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Considerando o retangulo X, de area X (b, x), temos que:

R,(b,h,) =pX(b,x),p € N; (iv)
R,(b,h,) = qX(b,x),q € N. )
Dividindo (iii) por (iv), obtemos
Ribh) _p
Ry(b,hy) q

Comparando (iii) com (vi),concluimos que
Ry(b,hy) hy

Ry(b.hy)

2° caso: as alturas h, e h, S80 incomensuraveis.
Considerando um segmento de medida y tal que
h,=ny,neN (vii)
Como h, e h, sdo incomensuraveis, y ndo cabe um ndmero inteiro de vezes em
h, (mas cabe um ndmero inteiro de vezes em h,, pela propriedade Arquimediana em R, que
diz que para quaisquer dois ndmeros reais x e y, com x>0 e y > 0, existe um nimero
natural n tal que nx > y). Assim,
my <h, <(m+1)ymeN (viii)
Dividindo (wiii) por (vii),obtemos
m < E < m+1
n h,

(ix)
Considerando o retangulo Y (b,y), pela Definicdo 3.6 temos que:
R,(b,h,) = nY(b,y),n EN; (x)
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mY(b,y) <R;(b,h;) < (m+1)Y(b,y),m € N. (xi)

Dividindo (xi) por (x), obtemos
m R;(b,h;) m+1 .
- < R, (b h,) < ma— (xii)

Como y é uma medida arbitraria, podemos escolher y tdo pequeno quanto

quisermos. Assim,
y = 0>=>n - oo;
m+1 m 1 m
n-o=>--0= =—+—-—>—
n n n n n

Dessa forma, comparando (ix) e (xii),concluimos que, no limite (y —» 0 ou

n—>oo),

Ry(bhy) _ Iy
Ry(b,hy)  hy
Portanto, a razdo entre as areas de dois retangulos de bases congruentes equivale a

razao entre as suas alturas.

Teorema 3.4. Aérea do retangulo de dimensbes ae b é ab.

Demonstragdo: Sejam os retangulos de &reas R,(a, b),R,(a,1)e R5(1,1),sendo
este Ultimo o quadrado unitario conforme a Definicdo 3.6. Como a Proposicdo 3.3 estabelece a
razao entre as areas de dois retdngulos de bases congruentes equivale a razdo entre as alturas,

temos que:
R,(a,b b
%: 1= b;  (xiii)
R,(a,1) Ry(1,a) a
R,(1,1) R;(1,1) 1
Multiplicando membro a membro (xiii)e (xiv),concluimos que:
R,(a,b) R,(a,1)
R, Ry(LD)
R,(a,b) 3
Ry (1,1

Com base na ideia intuitiva de area, a igualdade (xv) demonstra que o quadrado

= a. (xiv)

ab. (xv)

unitario pode ser contido ab vezes dentro de um retangulo cujos lados medemae b.
R,(a,b) = ab.
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Teorema 3.5. A érea do triangulo de base de medida b e altura de medida h é %

Demonstracdo: Sejam, na Figura 25, AB =b,CD=h e BF = ?: g Pelo
Teorema 3.4, a area do retangulo ABFE é
__ . bxh
A(ABFE)=AB x BF = >

Como, pelo Lema 3.2, o trianguo ABC é equicomposto ao retangulo
ABFE, temos que

bXxh
A(ABC) = A(ABFE) = —

|
Teorema 3.6. A éarea do paralelogramo de base de medida b e altura de
medida hé b X h.
Demonstragdo: Seja o paralelogramo ABCD, de base AB =b e altura DG =
BF = h, ilustrado na Figura 38. Conforme o Lema 3.5, o paralelogramo ABCD é equicomposto

ao retangulo GECD, de base CD = AB = b e altura GD = h. Portanto, pelo Teorema 3.4,
concluimos que

A(ABCD) = A(GECD) = CDx DG = ABXx DG =b X h.

Figura 38 - Paralelogramo equicomposto a um retangulo.

D F

Fonte: elaborado pelo proprio autor (2025).

As areas dos demais poligonos convexos sdo decorréncia direta do Lema 3.5.
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4 EQUICOMPOSICAO NO ESPACO

De acordo com Boltianski (1996), dois poliedros sdo considerados
equidecomponiveis quando, ao seccionar um deles em um ndmero finito de partes por meio de
cortes especificos, € possivel reorganizar essas partes para formar o segundo poliedro. Essa
reconfiguracdo é realizada mediante operacdes de rotacdo, translacdo, reflexdo e isometrias.
Poliedros equidecomponiveis sdo, portanto, equivalentes no sentido de que possuem volumes
idénticos.

A equicomposicdo, conforme demonstrada no Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien,
pode ser generalizada para poliedros, isto é, dois poliedros equivalentes sdo equidecomponiveis?
Essa problematica estad diretamente associada ao terceiro dos vinte e trés problemas propostos
por David Hilbert (1862-1943) durante o segundo Congresso Internacional de Mateméticos,
realizado em Paris no ano de 1900. Diversos estudiosos da area dedicaram-se a investigacdo da
decomposicdo de poliedros, cabendo a Max Wilhelm Dehn (1878-1952), entdo orientando de
doutorado de Hilbert, a contribuicdo de uma resposta negativa ao problema em questéo.

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados referentes a equicomposicdo de
poliedros, partindo do pressuposto de que o leitor possui familiaridade com as expressfes para
0 célculo de volumes de prismas. O objetivo central consiste em investigar os limites da

equidecomposicdo de poliedros, culminando na discussdo sobre o terceiro problema de Hilbert.

4.1 Equidecomposicdo no Espaco Tridimensional.

Apesar da resposta negativa ao Terceiro Problema de Hilbert, o estudo da
equidecomposicdo no espago tridimensional ndo se encerra. Pesquisas posteriores exploraram
condicBes sob as quais certos tipos de poliedros sdo equidecomponiveis, como prismas com a
mesma altura e base de mesma area, e investigaram generalizacbes do conceito de
equidecomposicdo, como a equivaléncia por complementacdo, conforme Sah (1979). Os
objetos de estudo devem ser rigorosamente definidos para garantir clareza e precisdo no
desenvolvimento do trabalho. Diante disso, apresentam-se, a seguir, algumas definicbes
fundamentais sobre os objetos que serdo abordados ao longo deste topico.

Definicdo 4.1 (Poliedro). Um poliedro P c R® é definido como a unido de um
conjunto finito de poligonos, obedecendo as seguintes condicdes:

I Existe um conjunto finito de poligonos F;,F,, ..., E, € R*® denominado de Faces e

formam a superficie do poliedro P.
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il Para quaisquer dois poligonos F, e F,, com i # j, a intersecdo F; N F; € vazia ou
é um subconjunto comum de uma aresta ou de um Vértice.
ii. Cada aresta e, de P é um segmento de reta que conecta dois Vértices v, e v,,e
pertence a exatamente duas faces adjacentes F; e F;.
V. Cada Vértice v, de P é um ponto em R? que pertence a pelo menos trés arestas ou
faces distintas.
Definicdo 4.2. (Poliedro Convexo). Um poliedro P é dito convexo se, para
quaisquer dois pontos x,y € P, 0 segmento de reta que 0s conecta esta completamente contido
em P. Caso contrario, P é classificado como ndo convexo.

As Figuras 39, 40 e 41 séo exemplos de poliedros convexos.

Figura 39 - Poliedro convexo: Tetraedro Triakis (Poliedro de Catalan).

Fonte: Wikipédia (2025).

Figura 40 - Poliedro convexo: Dodecaedro Truncado (Poliedro de Arquimedes).

Fonte: Wikipédia (2025).

Figura 41 - Poliedro convexo: Bipirdmide Quadrada Giroalongada (Poliedro de
Johnson).

Fonte: Wikipédia (2025).
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Defini¢do 4.3. (Prisma Convexo): E um poliedro convexo constituido por duas
bases poligonais congruentes, B, € B,, situadas em planos paralelos distintos em R3, e cujas
faces laterais sdo os paralelogramos que conectam as arestas correspondentes de ambas as bases.
Formalmente, sejam B, um poligono convexo contido em uma plano de R* e v um vetor de
translacdo ndo paralelo a esse plano. O prisma P é o conjunto de pontos

P={p+tv|peB,e0<t <1}

Figura 42 - Prisma convexo de bases paralelas.

Fonte: Wikipédia.

Definicdo 4.4 (Poliedros equivalentes). Dois poliedros séo equivalentes se tém o
mesmo volume.

Definicdo 4.5 (Decomposicdo de um poliedro). Um poliedro P é composto pelos
poliedros P;, P,, ..., P,, ou pode ser decomposto neles, se P = P, U P, U ...U P, e 0s interiores
de P;,1 <i < n,forem disjuntos.

Definicdo 4.6 (Poliedros equidecomponiveis). Dois poliedros P e P’ sdo
equidecomponiveis quando existem decomposicbes P =P, UP,U ..UP, e P'=P/UP,U
..U P/ de tal modo que cada poliedro P;é congruente ao poliedro P;,com 1 <i < n. Alem
disso, exige-se que o poliedro P tenha suas particbes com os interiores disjuntos, 0 mesmo
ocorrendo com o poliedro P’'.

Essa definicdo pode ser vista como congruéncia por corte, neste caso teriamos
P e P’ congruentes por corte e denotariamos por P ~ P'.

Um resultado positivo importante no estudo da equidecomposicdo de poliedros
concerne aos prismas. Eles ocupam um lugar especial no estudo da equidecomposicdo de
poliedros. Como demonstra Sydler (1985), todo prisma triangular é equidecomponivel a um
paralelepipedo retangulo de mesmo volume.

Do ponto de vista educacional, NCTM (2000) destaca que a equidecomposicdo de
prismas oferece um método visualmente intuitivo para compreender formulas de volume,

transformando a abstracdo algébrica em operacfes geomeétricas concretas.
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Com as definicbes devidamente estabelecidas, é possivel proceder a analise de
algumas equicomposicdes envolvendo prismas.

Teorema 4.1. Todo prisma reto é equicomposto a um paralelepipedo reto retangulo.

Demonstracéo: Seja P um prisma reto qualquer. Pelo Lema 3.5, a base poligonal
do prisma P é equicomposta a um retangulo. Consideremos este retangulo como base de um
paralelepipedo reto retangulo R cuja altura é congruente & altura de P. Como P e R tém
alturas congruentes e bases equicompostas, temos que P é equivalente a R. Assim, P e R sdo
equidecomponiveis, como pode ser exemplificado na Figura 43.

Figura 43 - Prisma triangular reto equicomposto a um paralelepipedo reto retangulo.

Fonte: elaborado pelo proprio autor (2025).

Teorema 4.2. Se a secdo reta de um prisma obliquo esta contida nele, entdo o prisma
obliquo é equicomposto a um paralelepipedo reto retangulo.

Demonstragdo: Seja P’um prisma obliquo qualquer de bases S; e S,.Seja S; a
secdo reta ou secdo normal do prisma, que seria uma secdo perpendicular as arestas laterais,
com S; c P’, tal que o plano II' que conttm S; divide P’ em dois solidos: P;, o sdlido
inferior, e P,, 0 solido superior. Com movimentos de translagdo no espago, podemos mover
P de modo a coloca-lo sobreposto a P,, formando um prisma reto P.Como demonstrado no
Teorema 4.1, esse prisma reto P é equicomposto a um paralelepipedo reto retangulo R. Logo,
P’ é equivalente a P e, por transitividade, equicomposto a um paralelepipedo reto retangulo

R, ilustrado na Figura 44.
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Figura 44 - Prisma pentagonal obliquo equicomposto a um prisma pentagonal reto.
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Fonte: elaborado pelo autor (2025).

4.2 O Terceiro Problema de Hilbert

A equidecomposicdo demonstrada no Teorema 4.1 pode ser estendida a outros
poliedros equivalentes, ou seja, é possivel afirmar que dois poliedros equivalentes sao
equidecomponiveis? Essa questdo esta intrinsecamente relacionada ao terceiro dos vinte e trés
problemas propostos por David Hilbert em 1900, durante o Congresso Internacional de
Matematicos, realizado em Paris. Ao longo do tempo, diversos matematicos dedicaram-se ao
estudo da decomposicdo de poliedros, investigando as condicdes e propriedades que permitem
tais divisbes e suas implicagOes teoricas. Essa linha de pesquisa ndo apenas contribuiu para o
avanco da geometria, mas também estabeleceu conexdes profundas com outras areas da
matematica, como a teoria dos conjuntos e a algebra.

Segundo Guimardes (2011)

Legendre em uma nota de seus Eléments de Géométrie (1794), ja havia demonstrado
que dois poliedros simétricos sdo equidecomponiveis com partes que téma mesma
orientacdo. Hill, professor na Universidade de Londres, fornece, em 1895, exemplos
de tetraedros equidecomponiveis com umcubo. Bricard, professor de Matematica em
Paris, fornece em 1896 uma condigdo para que dois poliedros de mesmo volume sejam
equidecomponiveis, mas sua demonstracao € incompleta. Max Dehn, aluno de Hilbert,
prova, em 1900, poucos meses apds o0 congresso de Paris, que existem poliedros com
0 mesmo volume que ndo sdo equidecomponiveis. Em particular, Dehn mostra que
um tetraedro regular e um cubo, ambos com o mesmo volume, ndo podem ser
equidecomponiveis. Hadwiger, na década de 1950, simplificou a demonstracdo de
Dehn, empregando o chamado invariante de Dehn, que é igual para poliedros
equidecomponiveis. Ora, a decomposicdo de umprisma em trés piramides pode fazer
surgir piramides de mesmo volume, mas com invariantes de Dehn diferentes. Em 1965,
0 matematico suico J. P. Sydler consegue, enfim, provar que as condi¢cdes de Dehn
sdo necessarias e suficientes para que dois poliedros de mesmo volume sejam
equidecomponiveis (Guimardes et al., 2011).
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Um dos discipulos de Hilbert, Max Dehn, dedicou-se ao estudo do problema
proposto por seu mentor e apresentou uma resposta negativa a questdo. O aspecto central de
sua demonstracdo reside na construcdo de invariantes, que posteriormente foram denominadas
invariantes de Dehn. Tais invariantes desempenham um papel fundamental na analise da
equidecomponibilidade de poliedros, fornecendo critérios essenciais para determinar quando
dois poliedros ndo podem ser decompostos em partes congruentes. A contribuicdo de Dehn ndo
apenas resolveu parcialmente o problema proposto por Hilbert, mas também estabeleceu uma
base tedrica significativa para investigacfes futuras em geometria e teoria da decomposicéo.

Podemos apresentar um contraexemplo que ilustra o resultado estabelecido
por Max Dehn, o qual demonstra a existéncia de dois poliedros que, embora possuam volumes
idénticos, ndo sdo equidecomponiveis. Esse resultado evidencia que a equidecomponibilidade
de poliedros ndo é determinada exclusivamente pelo volume.

O seguinte par de poliedros A e B, definidos por:

A = Enwoltéria convexa de {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)};

B = Enwoltéria convexa de {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,1,1)}.

Ambos possuem volume idénticos, com V(A) =V(B)= % mas ndo sdo
equivalentes por decomposicao.

Para a demonstracdo do Teorema de Dehn, que é o principal ponto deste capitulo,
usaremos de alguns resultados sobre fungfes aditivas e invariantes.

Definicdo 4.7. (Invariantes). Seja I uma aplicacdo que associa a cada poliedro
P um ndmero real denominado de I(P).O nimero I(P) é chamado de invariante se satisfaz
as seguintes propriedades:

. Se P, e P,sdo congruentes por corte, entdo I(P,) = I(P,).
il. Se o poliedro P for decomposto em poliedros menores P,,P,,...,P,, ou seja, P =

P,+P,+--+P,entdo [(P) =1(P)+I(P,)+ - +I(P).

Defini¢do 4.8. (FungBes Aditivas). Uma funcdo f:R — R é aditiva se satisfaz

Vr,y ER, flx+y) =)+ f(y)

Definicdo 4.9. (Funcdo Q-Linear). Uma funcdo aditiva f é Q-Linear se também

preserva a multiplicagdo por escalares racionais
Vq € Q Vx €R, f(gx) = qf (x).

Uma das ideias centrais consiste na construgdo de invariantes para poliedros, mas a

consideracdo dos angulos diedros de um poliedro revela-se fundamental. O invariante de Dehn,

construido para distinguir poliedros de mesmo volume que ndo sdo equidecomponiveis,
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depende crucialmente da medida desses angulos e dos comprimentos das arestas
correspondentes. Conforme destacado por Hadwiger (1957), a ndo equidecomponibilidade de
certos poliedros de mesmo volume reside precisamente na diferenca de seus angulos de aresta
ponderados pelos comprimentos das arestas correspondentes. Essa observacdo sublinha a
importancia de analisar ndo apenas 0 Vvolume, uma medida integral, mas também as
caracteristicas locais da geometria do poliedro, como seus angulos diedros, para determinar sua
equidecomponibilidade.

Diante disso, € fundamental estabelecer uma definicdo precisa do conceito
de angulo diedro.

Definicdo 4.10. Sejam a, e a, planos e r a reta de interse¢éo de a, e a,. O
angulo @ construido pela interse¢do ortogonal de um plano g com a reta r e os planos «, e

a, échamado angulo diedro.

Figura 45 - Angulo diedro.

Fonte: elaborado pelo proprio autor.

Se 0 angulo @ for o angulo diedro entdo o seu suplemento também é um angulo
diedro. Adotaremos a medida do angulo diedro em radianos.

Usando angulos diedros, construiremos um invariante, que segue da seguinte forma:
Considere os angulos diedros w,,w,,...,w, medidos em radiano, e cy,¢c,,...,c, OS
comprimentos das arestas correspondentes a cada angulo diedro do poligono P. Dada uma
funcdo aditiva f, definimos

X (P) := X(P) := ¢, f(wy) + o f (W) + -+ + ¢, f(wy,).

Por definicdo, se P, e P, sdo congruentes por corte, entdo os comprimentos de suas
arestas e angulos diedros sdo iguais. Logo, X,(P;)= X,(P,). Portanto, segue que se
P, ~ Pyentdo X;(P,) = X;(P,).

Para a funcdo X, construida com o proposito de ser um invariante, € necessario

impor algumas condicOes sobre a fungdo aditiva f.
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Teorema 4.3 (Hadwiger). Se uma funcdo aditiva satisfaz f(m) = 0, entdo X, €
um invariante, isto €, se P~ P’ entdo X (P)= X,(P'), dado um poliedro T e sua
decomposicio T =T, + T, +--+T,, vale X.(T)=X.(T,)+X;(T,) + -+ X.(T,), para
qualquer funcdo aditiva f tal que f(m) = 0.

Demonstracao: Seja o funcional X, (P) definido como

X, (P) = ) 1(e).£ (0(e)).

A prova € realizada em duas etapas. Primeiramente, demonstra-se a propriedade aditiva
do funcional X, e, em seguida, utiliza-se tal propriedade para estabelecer a invariancia sob

equidecomposicéo. Para provar a aditividade, seja T, um poliedro decomposto em n partes,

T,,T,, .., T,. O objetivo é demonstrar que

PRAGESACS)

A interseccdo dos Vveértices e arestas de todas as pecas T; define uma particdo de cada aresta
original em segmentos menores. Denominaremos cada um desses segmentos de cadeia. O
funcional de um poliedro T; pode ser expresso como uma soma sobre as cadeias que compdem
suas arestas. Como o angulo diedro € constante ao longo de uma aresta original de T;, o valor
X, (T;) pode ser reescrito como a soma dos valores a. f(¢) para todas as cadeias pertencentes

as arestas de T,

!

onde a é o comprimento da cadeia e ¢ 0 angulo diedro. Consequentemente,

a soma total

i=1

pode ser vista como uma grande soma sobre todas as cadeias de todas as pecas. A validade da
propriedade aditiva € verificada ao se analisar a contribuicdo de uma cadeia genérica G, de
comprimento a, para a soma total. Se a cadeia G pertence a um conjunto de pecas
{T,,T;,..,T,.}, com angulos diedros correspondentes {¢,,¢,,..,&}, sua contribuicdo

agregada para a soma é a. f(&, + &, + -+ &,), em virtude da aditividade da fungéo f. O valor

desta expressao depende da localizacdo de G em relagdo ao poliedro original T,,.
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A investigacdo das propriedades locais da cadeia G requer a andlise de trés casos distintos.

1. Se a cadeia G esta contida no interior de T,, ela estd completamente rodeada por faces

das pecas da decomposicdo. A soma de seus angulos diedros deve, portanto, formar um

sz = 2m.

A contribuicdo de G para a soma é a - f(2m) =a-2f () = 0, pela condicdo imposta
sobre f.

2. Quando a cadeia G se encontra sobre uma face de T,, mas ndo em uma de suas arestas,

angulo completo, implicando

os angulos diedros das pecas que a conttm somam um angulo plano. Neste caso,

ka =n

e a contribuicdo de G é a- f(m) = 0.
3. Se a cadeia G € parte de uma aresta original de T, com angulo diedro ¢,, os angulos
diedros das pegas em G devem somar precisamente ¢,. A contribuicdo de G é,

portanto, a - f(¢,), um termo em geral, ndo-nulo.

Desta analise, conclui-se que as Unicas cadeias que fornecem uma contribuicdo ndo-nula para a

soma total s&o aquelas que comp8em as arestas do poliedro original T,. A soma de todas essas

contribuicbes ndo-nulas reconstroi exatamente o funcional de Hadwiger do poliedro original,

X¢(T,). Assim, a propriedade aditiva

z Xf(Ti) = Xf(TO)

esta verificada. Com a aditividade estabelecida, a prova da invaridncia € direta. Pela definicdo
de congruéncia entre poliedros, se T, e T, sd0 congruentes, entdo suas arestas possuem
comprimentos iguais e seus angulos diedros correspondentes sdo idénticos. Logo, decorre
diretamente que X,(T,) = X,(T,). Dado que a propriedade aditiva foi estabelecida e que a
congruéneia implica a igualdade dos invariantes, segue-se que, se K ~ W, entdo X,(K) =

X, (W).
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Para a demonstragdo rigorosa do Teorema de Dehn, que estabelece a ndo
equidecomponibilidade de certos poliedros de mesmo volume, torna-se imprescindivel o
desenvolvimento prévio de alguns lemas e teoremas auxiliares. Como observa Boltianski
(1978), a solucdo do Terceiro Problema de Hilbert ndo pode ser alcangcada diretamente, ela
demanda uma estrutura de lemas que isolem e tratem separadamente cada aspecto essencial do
problema. Consoante a Hartshorne (2000), sem esses resultados intermediarios, a invariancia
da soma de Dehn sob decomposicdo ndo poderia ser estabelecida de modo rigoroso.

Nas palavras de Stillwell (1998)

A beleza do Teorema de Dehn reside precisamente na maneira como ele sintetiza
observagdes geométricas aparentemente desconexas, unificadas por uma sequéncia
l6gica de resultados intermediarios. (Stillwell, 1998).

Dando continuidade a discussdo, exibiremos as demonstracdes de alguns lemas

auxiliares.
z A l 7 ’ - - ~
Lema 4.1. Se 6 é um angulo tal que cosf = > onde [ € um ndmero inteiro ndo
divisivel por 3, entdo para todo nimero natural n, cos(nf) = Sin onde ¢ € um ndmero inteiro

ndo divisivel por 3.

Demonstracéo: Faremos a demonstracdo por inducéo

i) \erificando para n = 1, temos que
c l
10) =+ =~
cos(160) 313
i) Suponhamos que a proposicdo seja verdadeira para alguma n =k > 1, ou seja,

assumimos que
Cc
cos(kO) = 3—’;

onde c, & um numero inteiro ndo divisivel por 3. Queremos agora mostrar a validade para n =

k + 1, ou seja

cos((k +1)6) = Gl

3k+1
com ¢, Um inteiro ndo divisivel por 3. Para isso, iremos utilizar a formula de recorréncia
para 0 cosseno de makiplos de um angulo (que pode ser obtida usando as formulas de adicéo
de arcos)
cos((k + 1)6) = 2 cos(kb) cosO — cos((k — 1)9).

Substituindo na hipdtese de inducdo, temos que
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Ck-1
3k—1
e usaremos cosf = % com mum inteiro ndo divisivel por 3 para ajustes de célculo, ficando

cos(k@) = ;—’; ,cos((k —1)6) =

C, M Cp_qy 2mMC,  Cp_q
cos((k +1)80) = 2.3—k.§— k1= gkl gkoi
2me,  9¢,_4
3k+1 - 3k+1

=4

=S cos((k + 1)9) =

2me, — 9¢y,_,
3k+1

& cos((k+1)0) =

Definindo c¢,,, = 2mc;, — 9c¢,_,, temos

cos((k +1)6) = Gl

3k+1
Note que c¢,,c,_1,2m ndo sdo divisiveis por 3, ou seja, a combinagdo linear
2mc,, — 9c¢,, também ndo é divisivel por 3.

Lema 4.2. Seja 6 = arccos G) 0 angulo diedro de um tetraedro regular. Entdo a

razao %é um ndmero irracional.

T

Demonstracao: Vamos provar por absurdo. Seja 5= % € Q,, entdo
—nm +mb = 0= ml =nm = cos(mb) = cos(nm) = +1.

O que é absurdo, de acordo com o Lema 4.1, portanto a suposi¢do é falsa e gé

irracional.
|

Apos a cuidadosa construgdo dos fundamentos tedricos e a demonstracdo dos lemas
auxiliares necessarios, estamos finalmente preparados para apresentar a prova completa
do Teorema de Dehn.

Teorema 4.4 (Dehn). Um cubo e um tetraedro regular ndo sdo congruentes por

corte.
Demonstracédo: Seja 0 = arccos(g) 0 angulo diedro de um tetraedro regular, de

acordo com o Lema 4.2, temos que e 6 sdo linearmente independentes sobre Q. Com isso,
defina uma funcdo Q-linear f:R - R, com f(m) =0 e f(6) =1. Seja C um cubo de

aresta a e angulo diedro 6 = g como ele possui 12 arestas de mesmo comprimento, temos

que 0 invariante Xf(C) é dado por
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12

X(©=>a. f(3)

i=1

1 ~f (x). Portanto,

Como f é Q-linear, temos que f (%x)

Xf(C)zia.%.f(n) :i

i=1

NIH

Seja T um tetraedro regular com arestas de comprimento a, temos que

X,T)= a.f(®),

pela definicdo de f, temos f(6) = 1, o que implica

6
X (T) = Z a.1l=6a.
i=1

Portanto, conclui-se que um tetraedro regular e um cubo de volumes iguais ndo séo
congruentes por corte, uma vez que seus invariantes de Dehn s&o distintos.

|

A demonstracdo apresentada para o Teorema de Dehn, foi construida sobre o

arcabougo mais geral dos invariantes de Hadwiger. A escolha de um funcional X, especifico,

baseado em uma fungdo Q-linear, permitiu-nos chegar ao resultado de forma direta e acessivel.
E fundamental, contudo, contextualizar esta abordagem em relaco ao trabalho pioneiro que ela
representa. A demonstracdo original de Max Dehn, publicada em 1901 na prestigiosa revista
Mathematische Annalen, foi um marco da mateméatica por introduzir métodos algébricos para
resolver um problema puramente geométrico. A sua prova nao utilizava o formalismo aqui
apresentado, mas sim a definicdo de um invariante especifico, hoje conhecido como Invariante
de Dehn, que reside na estrutura mais complexa dos produtos tensoriais. Décadas mais tarde, a
teoria foi generalizada por Hugo Hadwiger, que em sua obra de 1957, Vorlesungen uber Inhalt,
Oberflache und Isoperimetrie, estabeleceu uma familia de invariantes que inclui o de Dehn
como um caso particular.

A demonstracdo do Teorema de Dehn usando produtos tensoriais pode ser
encontrada com mais detalhes em Dias (2013).

O teorema de Dehn, ndo apenas resolveu o terceiro problema de Hilbert, mas
também inaugurou uma linha de investigacdo profunda na teoria da equidecomposicdo. Em
1965, Jean-Pierre Sydler, publicou o artigo Conditions nécessaires et suffisantes pour

I'équivalence des polyedres de I'espace euclidien a trois dimensions, na revista Commentarii
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Mathematici Helvetici, provando que, em R3, dois poliedros sdo equidecomponiveis se e
somente se possuem 0 mesmo Vvolume e 0 mesmo invariante de Dehn. Posteriormente, Borge
Jessen e Anders Thorup, publicaram o artigo The algebra of polytopes in affine spaces , na
revista Mathematica Scandinavica, generalizando esses invariantes para dimensdes superiores,
mostrando que, em R™, com n >4, a equidecomposicdo exige ndo apenas a igualdade de
volumes, mas a também a coincidéncia de invariantes combinatrios mais complexos,

associados a angulos diedros de faces com dimensdo superior.
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5 O PARADOXO DE BANACH-TARSKI

O tema equidecomposicdo abre margem para diversas situacdes, algumas sendo até
inusitadas e contra intuitiva. Neste capitulo iremos adentrar em um dominio surpreendente desta
teoria, 0 teorema de Banach-Tarski, um resultado que desafia nossa intuicdo sobre a natureza
do volume no espaco tridimensional, desta forma, o teorema é conhecido como Paradoxo de
Banach-Tarski. Proposto por Stefan Banach e Alfred Tarski em 1924 (Banach; Tarski, 1924), o
resultado afirma que uma bola sélida no espaco tridimensional pode ser decomposta em um
numero finito de pedacos e, através de meras rotacdes e translaces desses pedacos, remontada
para formar duas copias idénticas da bola original.

Stefan Banach (1892 — 1945), matematico polonés, é reconhecido como um dos
fundadores da andlise funcional moderna. Sua colaboracdo com Alfred Tarski no célebre
paradoxo geométrico reflete sua abordagem inovadora aos espacos vetoriais e a teoria da
medida. Como observa Davis (2006), Banach transformou problemas concretos em estruturas
axiomaticas, pavimentando o caminho para resultados contraintuitivos, como o teorema que
hoje leva seu nome. Sua obra Théorie des Opérations Linéaires (1932) estabeleceu bases para
a formalizacdo de espacos de Banach, essenciais ao contexto do teorema.

Alfred Tarski (1901 — 1983), Idgico e matematico polonés-americano, destacou-se
por seus trabalhos em teoria dos conjuntos e semantica formal. Sua parceria com Banach surgiu
da interseccdo entre logica e geometria, resultando no paradoxo publicado em "Sur la
décomposition des ensembles de points en parties respectivement congruentes” (1924). O texto
mostra que, usando o axioma da escolha, conjuntos equidecomponiveis podem violar a
conservacdo de volume. Segundo Feferman (2004), Tarski via na matematica uma linguagem
precisa para explorar o impossivel, como a duplicacdo de esferas. Jech (2008) destaca que
Tarski transformou um problema geométrico em um teorema sobre ac¢bes de grupos, ligando a
equidecomposicdo a teoria de invariantes.

Embora o Teorema de Banach-Tarski seja frequentemente discutido no contexto de
uma esfera solida em R3, sua aplicacdo a objetos de dimens&o inferior, como a circunferéncia,
que iremos nos referir como S§*, revela algumas diferencas, mas relacionam-se por serem téo
contraintuitivos. O que deve ficar claro, conforme Mycielski (1989), é que possivel particionar
a circunferéncia em um ndmero finito de conjuntos ndo-mensuraveis e remonta-los via rotacoes
para obter multiplas cépias, mas apenas se 0 axioma da escolha for aplicado.

A andlise da circunferéncia ilustra como a dimensionalidade e a estrutura algébrica

das isometrias determinam a viabilidade do paradoxo. Conforme Dougherty e Foreman (1994),
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em dimensdo 1, a equidecomposicdo paradoxal € menos acentuado, mas ainda desafia a nogéo
classica de medida.

O objetivo principal deste capitulo sera a exposicdo do Teorema de Banach-Tarski
na Circunferéncia e a sua demonstracdo. Mas, a nivel de curiosidade, sera enunciado a verséo
classica do Teorema de Banach-Tarski, e onde encontrar a demonstracdo, haja vista que a
verificacdo do resultado foge do escopo deste trabalho.

Teorema 5.1. (Banach-Tarski em R3) Dada uma bola E em R3, existe uma
familia finita de subconjuntos, dois a dois disjuntos, A4,,4,,...,4,,B;,B,,..,B,, de E e

isometrias de R3 g,,9,, .., g, 11y, Ry, ., By, tAIS QUE

EanJgi(Ai) e E=Ohj(3j)
i=1 j=1

Nesse resultado, isometria significa, a grosso modo, movimentos no espaco R3
que ndo alteram o comprimento do vetor, ou seja, séo rotagdes e translagdes. Em outras palavras,
o Teorema 5.1 diz que toda bola em R3 pode ser dividida em um nimero finito de pedacos,
subconjuntos da bola, tais que, reorganizando-os, € possivel formar duas novas bolas iguais a
primeira.

Demonstracéo: A demonstracdo pode ser analisada em Panek (2006).
5.1 O Teorema de Banach-Tarski na Circunferéncia

Os paradoxos de decomposicdo sdo frutos de diversas propriedades dos conjuntos
infinitos ndo-enumeraveis. O teorema de Banach-Tarski, ¢ um parados de decomposicdo, que
consiste em duplicar e ampliar esferas em R™, o Teorema 5.1, ilustra o resultado em R3. Mas,
0 sentido deste topico é apresentar o paradoxo em uma versdo para esfera unidimensional. E
necessario deixar claro que os axiomas de Zermelo-Fraenkel, conhecidos por sistema ZF séo
0s axiomas padrdo da teoria de conjuntos, e eles ndo incluem o axioma da escolha, conhecido
como sistema AC, do inglés axiom of choice. O sistema ZF, que inclui AC, é denominado de
sistema ZFC.

A exposicdo dos axiomas de Zermelo-Fraenkel pode ser conferida no Apéndice C
de forma integral.

Seguiremos para apresentacdo de alguns resultados que auxiliardo na demonstracao

do teorema de Banach-Tarski na circunferéncia.
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Defini¢do 5.1. Seja A um conjunto qualquer. Um conjunto R € A x A é chamado
de relagdo entre os elementos de A ou, simplesmente, relagdo binaria em A. Neste caso,
dizemos que o0 elemento x € A esta relacionado com o elemento y € A via relacdo R se o par
ordenado (x,y) € R, e escreve-se xRy ou x~y.

E importante ressaltar que a construgdo da demonstracdo do teorema repousa de
maneira crucial na utilizacdo de relagbes de equivaléncia, que permitem particionar o0 conjunto

em classes adequadas para a decomposicao. Como destaca Weiss (1995),

A esséncia do paradoxo reside na capacidade de estabelecer relagcdes de equivaléncia
que, a0 mesmo tempo, preservam propriedades geométricas fundamentais e permitem
rearranjos contraintuitivos quando combinados com o axioma da escolha. (Weiss,
1995, p. 142).

Caminhando sobre as relacdes de equivaléncia, as definicbes a sequir deixardo bem
estabelecida os conceitos que utilizaremos na demonstracdo do teorema.

Defini¢do 5.2. Seja A um conjunto qualquer. Uma relacdo R em A é dita ser uma
relacdo de equivaléncia se satisfaz essas trés condicdes:

. Vx € 4, (x,x) ER;
ii. Vx,y €A, (x,y) € R=> (y,x) ER;
iii. Vx,y,z €A, (x,y) ERe(y,z) ER = (x,z) ER.

A condicdo (i) é chamada de reflexiva, (i) de simétrica e (iii) de transitiva. S&o
condicdes Uteis para a construcdo de um conjunto adequado para a demonstracdo do teorema.

Definicéo 5.3. Sejam A um conjunto, R € A X A uma relagdo de equivaléncia em
Ae a € A. Definimos a classe de equivaléncia do elemento a com relacdo a R como

[a] = {x € 4;(x,a) € R}.

O axioma que esta intrinsicamente ligado ao Teorema de Banach-Tarski, como ja
comentado anteriormente, € o Axioma da Escolha. Segundo Solovay (1970) o axioma da
escolha é necessario para que ocorra o teorema de Banach-Tarski na circunferéncia.

Axioma 5.1 (Axioma da Escolha) Para qualquer conjunto de conjuntos ndo-vazios
S, existe uma funcdo chamada funcdo escolha para S tal que a imagem de cada conjunto S é
um elemento de S.

Dizer que é possivel escolher um elemento de cada conjunto ndo-vazio de uma
familia de conjuntos é até aceitavel quando ela é infinita enumeravel, ou seja, possui a mesma
cardinalidade dos naturais, que significa estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre 0s

elementos de ambos 0s conjuntos, ou quando ela é uma familia finita. A forca do axioma da
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escolha estd no fato de podermos demonstrar teoremas a partir da existéncia de uma funcéo
escolha, muito embora ndo possamos conhecé-la (Warner, 2019).

A profundidade e o alcance do Axioma da Escolha sdo evidenciados pela vasta
gama de proposicGes matematicas, aparentemente desconectadas, que se revelam logicamente
equivalentes a ele no sistema axiomatico de Zermelo-Fraenkel (ZF). Entre as formulacfes
equivalentes mais proeminentes encontra-se o Principio do Bom Ordenamento, proposto por
Zermelo, que afirma que todo conjunto pode ser dotado de uma relacdo de boa ordem. Outra
equivaléncia de importancia capital, e talvez a mais utilizada em aplicacdes praticas na algebra
e na analise, é o Lema de Zorn, o qual garante a existéncia de elementos maximais em conjuntos
parcialmente ordenados sob a condicdo de que toda cadeia possua um majorante.
Adicionalmente, 0 AE € equivalente a resultados fundamentais que estruturam diversas areas
da matemética: em &lgebra linear, assegura que todo espaco vetorial admite uma base de Hamel,
em algebra comutativa, garante que todo anel ndo trivial com unidade contém um ideal maximal;
e em topologia geral, o célebre Teorema de Tychonoff — que estabelece que o produto
cartesiano de qualguer colecdo de espacos topologicos compactos € compacto — também se
demonstra ser equivalente ao axioma. Essas equivaléncias ndo apenas ilustram o poder do AE,
mas também revelam seu papel como um principio unificador em diferentes dominios da
matematica abstrata.

Podemos seguir, de forma efetiva, para a demonstracdo do Teorema de Banach-
Tarski na circunferéncia.

Teorema 5.2 (Banach-Tarski) A circunferéncia S pode ser particionada em um
numero infinito enumeravel de subconjuntos de tal forma que, rotacionados convenientemente,
pode-se gerar duas novas esferas S?.

Demonstracdo: Cada ponto da circunferéncia S, definida como sendo o conjunto
dos pontos (a, b) de R? tais que a? + b? = 1, estd associado de maneira Unica a um ponto da
forma (cos(8),sen (0)) para algum 6 € [0,2r) em radianos, e a reciproca também é
verdadeira. Para deixarmos a notagdo mais simples, vamos assumir que cada x € S* é um
angulo em radiano, e ndo iremos fazer diferenciacdo entre pontos que S0 congruentes a outros
modulo 27, isto é, se x,y € S'e x = y+ 2km para algum k € Z, vamos simplesmente dizer
que x =y, 0 que é compreensivel j& que na circunferéncia ndo vemos dois pontos diferentes.

Diante disso, considere a seguinte relacdo de equivaléncia em S?, definida entre os
angulos x e y da circunferéncia

x~y & x—y€eQ.
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Escrevemos x — y € Q para representar que o angulo y é obtido a partir de x por
uma rotacdo de um angulo racional. Esta relagdo na circunferéncia S é de equivaléncia.
Considere, entdo [x] = {y € S;y~x}, isto é, [x]é a classe de equivaléncia do elemento x €
S, Por estarmos tratando de uma relagdo de equivaléncia, é verdade que x € [x] seja qual for
oelemento x € S1, pois a relagdo é reflexiva. Assim,

Sl= U[x].

xes?t

Em cada classe [x], com x € S?, escolha apenas um elemento e considere V o
conjunto desses elementos, ou seja, V ={um Unico elemento da classe [x];x € S}, isso s é
possivel pelo Axioma 5.1.
Se {r;};ey Uma enumeracdo do conjunto @, conforme Lima (2017). Para cada i €
N, considere
Vi=r,+V,

isto e, para cada i € N, o conjunto V; é arotagcdo de V pelo angulo r;.

4+
si= UVi' )
i=1

Afirmamos que
Com efeito, a inclusdo

é Obvia, pois os Vs foram construidos a partir de elementos de S*'. Seja, entdo, z € S* e
considere sua classe [z].Pela construcdo do conjunto V, existe w € V tal que w € [z]. Note
que pertencer a classe do elementos z significa que a diferenca z — w é algum nlmero racional,

digamos 1;,, que segue com z =1, +w € 1;0 + V = Vo, 0 que mostra a incluséo

+00
Stc UVi
i=1

e prova nossa afirmacao.

Sejam

+o00
A=V, UV UV U..= UVZH
i=1



82

B =V, UV4UV6U...=UV2i

Naturalmente, S*= A U B. Pela construgdo de V;, temos que V; N V; =@, para
i # j, pois V foi construido apenas com Unico elemento de cada classe de equivaléncia. As
classes de equivaléncia sempre formam uma particdo, lembrando que a particdo divide um
conjunto em subconjuntos ndo-vazios e dois a dois disjuntos, conforme Valleman (2006). Isso
garante que A N B = @. Agora, vamos provar que é possivel rotacionar os pontos dos conjuntos
Ae Beobter duas novas circunferéncias em S?.
Rotacionando V, em um angulo 1, —r,, teremos
(n—r)+V,=(n—-n)+n+V=r+V="V.
De modo geral, para cada i € N,
(rp =719 )) + Vo = (i =1y ) +1  +V =1+ V =V,
como também
(r,—ry) + V= —ry)+r +V=r+V =V,

Utilizando esse processo em todos os elementos de A e, similarmente de B, segue

de (*) que
1'1 L 1'1_ L 1’, U - = A
Lo L
Vi uwvuWu--- = §
como também
Va U V3 UV U -~ = B
| | | !
Vi uv,u V,u--- = §.
Portanto, uma vez que S*'= A U B, rotacioando os pontos dos conjuntos disjuntos
A e B, obtemos duas novas circunferéncias S*,0 que conclui a prova do teorema. |

Se é possivel particionar a circunferéncia S! em duas novas circunferéncias
idénticas S?, entdo seria possivel dar continuidade ao processo e particionar em quantas quiser?
A resposta € positiva e 0 proximo passo € mostrar como isso acontece.

Corolério 5.1. A circunferéncia S* pode ser particionada em um nimero infinito
enumeravel de subconjuntos de tal forma que, rotacionados convenientemente, pode-se gerar
infinitas novas esferas S*.

Demonstracdo: Seguiremos o raciocinio andlogo ao que foi demonstrado no
Teorema 5.2. Para obtermos trés novas circunferéncias, precisamos separar apropriadamente os

indices dos Vi'sda unido (*) dada por
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400
Sl = U Vi'
i=1

Considere, para isso,

+00 + o0 +00
A= UV3i ,B = UV3i+1 eC= UV3i+2-
i=1 i=1 i=1

Note que A,B e C sdo dois a dois conjuntos e que A=V; UV, UV, U...,B =
V,uV,uV,,u.,e C=V,UlVguV,, U... Agora, procedemos da mesma forma cque
anteriormente, rotacionando cada V;; em A, cada V;;,, em B e cada V;,, em C para
obtermos trés novas circunferéncias. O caso para quatro circunferéncias € analogo, bastando

considerar 0s conjuntos

+ 00 + o0 4o + 0o
A= UV4i B = UV4i+1 ,C = UKM+2 eD = UV4i+3-
i=1 i=1 =1 i=1

Para se obter infinitas novas circunferéncias, seja {p,,p,,ps, .-} Uma enumeragdo

dos nimeros primos positivos. Considere, paracada i € N = {1,2,3,...}, 0 conjunto
X, ={pl;k €N},

isto é, 0 conjunto X; & formado por todas as poténcias do nimero p;. Seja X,, 0 conjunto dos
nimeros naturais que ndo sdo poténcias de nenhum primo. Dessas consideracdes, temos que
N=X,UX,UX,U .., emque a unidgo é formada por conjuntos dois a dois disjuntos, e cada
X; possui infinitos elementos. Agora, vamos construir 0s pedacos da circunferéncia que
servirdo para gerar outras circunferéncias. Seja, para cada i € N U {0}, o conjunto

i:UVj'

JeX;

A

Por exemplo, considerando p;, =2 e p, =3, temos que A, =V, UV, Uz U
VigU..e A, =V, UV, Ul,, Ul U... Ora, procedendo, entdo, como antes, € possivel
tornar cada pedaco A; de S*'em uma nova circunferéncia S*. [

Portanto, a demonstracdo na circunferéncia, embora mais acessivel, mantém toda a
elegancia e o impacto do teorema original, servindo como uma porta de entrada para o estudo
das equidecomposicfes paradoxais e das consequéncias do axioma da escolha. Em ultima
analise, o teorema de Banach-Tarski é um exemplo sublime de como a matemética pode desafiar
e expandir os limites do pensamento racional, convidando-nos a explorar conceitos que, embora
aparentemente absurdos, sdo rigorosamente verdadeiros dentro do seu formalismo (Gama, 2016;
Panek, 2004).
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O paradoxo nos convida a refletir sobre o preco da generalidade mateméatica. Como
pondera Maddy (1997), aceitar o Banach-Tarski € aceitar que a matematica pura pode nos levar
a verdades que transcendem ndo apenas a experiéncia, mas até mesmo a imaginacdo — e que
essa € precisamente sua forca.

Na circunferéncia, como na esfera, o0 teorema celebra o poder criativo da
matematica abstrata, capaz de transformar o aparentemente impossivel em teorema, e 0

paradoxal em conhecimento. A Figura 46 ilustra o Teorema de Banach-Tarski.

Figura 46 - llustracdo do Teorema de Banach-Tarski.

Fonte: Oliveira et al. 2019.
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6 ABORDAGEM DIDATICA

Este capitulo marca a culmindncia do trabalho desenvolvido, apresentando o
produto educacional resultante desta dissertacdo. Nosso foco principal é a criacdo de atividades
didaticas que visam aprimorar o ensino de areas de figuras planas por meio do conceito de
equidecomposicdo. Considerando a relevancia desse tema na formacdo matematica e as
dificuldades frequentemente enfrentadas pelos estudantes, elaboramos uma série de recursos
pedagogicos que buscam transformar a aprendizagem em uma experiéncia mais dindmica e
engajadora.

O produto educacional aqui detalhado é composto por uma variedade de atividades,
incluindo jogos online interativos e atividades praticas de corte e recorte. Como apontam
D'Ambrosio e Lopes (2014), a matematica deve ser vista como um campo de investigacdo, onde
a resolucdo de problemas e a modelagem sdo ferramentas fundamentais para a construcdo do
conhecimento. Nessa perspectiva, 0 presente trabalho visa proporcionar uma educacdo
matematica de qualidade, que promove o desenvolvimento de competéncias e habilidades
essenciais, como 0 pensamento cientifico, critico e criativo, comunicacdo e argumentacdo,
trabalho em equipe e cooperacdo, uma cultura digital, autonomia e proatividade, e por fim,
resiliéncia e persisténcia.

A escolha da gamificacdo e de atividades manipulativas ndo foi escolhida de forma
aleatdria. Para o publico-alvo, que foram jovens do ensino médio, a metodologia com jogos se
mostra particularmente eficaz, pois estimula o raciocinio Ibgico, a resolucdo de problemas e a
criatividade de forma lidica. De acordo com Huizinga (2000), o jogo é uma atividade inerente
a cultura humana, capaz de envolver os individuos de maneira profunda e significativa. Além
disso, o carater interativo e pratico dessas atividades facilita a compreensdo de conceitos
abstratos como a equidecomposicdo, permitindo que os estudantes visualizem e manipulem as
figuras, experimentando na pratica como a conservacdo de area se manifesta por meio de
transformacdes. Essa abordagem concreta-pictorica-abstrata é defendida por Bruner (1966)
como essencial para a construcdo de significados na aprendizagem.

Nosso objetivo é demonstrar como esses recursos, ao serem implementados em sala
de aula, podem desenvolver habilidades cognitivas e socioemocionais cruciais para a fase
juvenil. As atividades propostas buscam ndo apenas o dominio do conteldo de &reas, mas
também o aprimoramento de habilidades previstas na BNCC, como o0 pensamento
computacional, a capacidade de argumentacdo e a colaboracdo. Acreditamos que, ao engajar 0S

alunos em desafios que exigem a aplicacdo de conceitos matematicos de forma criativa,
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estaremos contribuindo significativamente para uma aprendizagem mais profunda e duradoura.
Para \gotsky (1987), a interacdo social e a atividade pratica sdo pilares para o
desenvolvimento cognitivo, e é nesse sentido que as atividades propostas buscam promover o

aprendizado colaborativo e a construgdo coletiva do conhecimento.

6.1. Palestra de apresentacdo do produto educacional.

A etapa de introdutéria do produto educacional foi a apresentagdo do projeto aos
estudantes. Para isso, optou-se por uma apresentacao inicial em formato de palestra, utilizando
slides. Essa abordagem teve como meta contextualizar o tema da equidecomposicdo e das areas
de figuras planas, demonstrando a relevancia do assunto e a forma como seria trabalhado.

Durante a palestra, buscamos ndo apenas expor 0 conteldo tedrico, mas
principalmente despertar a curiosidade e o interesse dos alunos. Os slides foram desenvolvidos
para serem visualmente atrativos e didaticos, usando como inspiracdo o template de um
streaming online, a Netflix. Apresentamos a ideia central da equidecomposicdo de forma
acessivel, explicando como a manipulacdo de formas pode nos ajudar a compreender e calcular

areas de maneiras surpreendentes. A Figura 47 mostra o layout da apresentacéo.

Figura 47 - Layout de apresentacdo da palestra.

> Here is where your
presentations begins

Fonte: elaborado pelo autor (2025)
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Figura 48 - Sumario de apresentacdes.

Aprendendo sobre
equidecomposiga
0 com o Tangram

Conhendo o conceito
da equidecomposicéo

Aprendendo sobre Praticando os
equidecomposigao conhecimentos
com o Stomachion adguiriodos.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Conforme a Figura 48, é notdrio que a palestra foi cuidadosamente estruturada em
quatro topicos principais. Essa divisdo visou apresentar o conteudo de forma progressiva e
didatica, garantindo que os estudantes pudessem construir o conhecimento de maneira solida e
interativa.

O primeiro topico da palestra dedicou-se & apresentacdo do tema central: a
equidecomposicdo no plano e no espaco. Explanando os conceitos fundamentais, demonstrando
como figuras com areas iguais podem ser decompostas e rearranjadas. Essa introdugdo buscou
ndo apenas definir o que é equidecomposicdo, mas também mostrar sua relevancia no estudo
da geometria, despertando a curiosidade dos alunos para as possibilidades que essa ideia
oferece.

Em seguida, o segundo tdpico abordou o Tangram e suas aplicacdes. Este quebra-
cabeca chinés milenar serviu como uma ferramenta pratica e Iidica para ilustrar os principios
da equidecomposicdo. Apresentamos a historia do Tangram, suas sete pecas e como elas podem
ser utilizadas para formar uma infinidade de figuras, sempre mantendo a area total. Discutimos
suas aplicacbes ndo apenas na matematica, mas também na arte e no desenvolvimento do
raciocinio espacial. Além da explanacdo teorica, a interacdo com o Tangram foi potencializada
por meio de jogos online, permitindo que os alunos explorassem suas possibilidades de forma

dindmica e divertida.
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O terceiro topico seguiu uma linha similar, focando no Stomachion e suas
aplicacBes. Pouco conhecido em comparacdo ao Tangram, o Stomachion, um antigo quebra-
cabeca grego atribuido a Arquimedes, oferece desafios ainda mais complexos na
equidecomposicdo. Exploramos suas 14 pecas e as diversas formas que podem ser criadas,
aprofundando o conceito de decomposicdo e recomposicdo de figuras. Assim como no Tangram,
a exploracdo do Stomachion foi enriquecida por jogos online, proporcionando uma experiéncia
interativa e imersiva na manipulacdo das pecas e na compreensdo da conservagdo de area.

Por fim, o quarto e Ultimo topico da palestra culminou em uma atividade pratica de
corte e recorte. Essa parte foi projetada para permitir que 0s alunos experimentassem
diretamente os conceitos apresentados. Utilizando figuras simples, os estudantes puderam, com
tesouras e papel, decompor e recompor formas, visualizando de maneira concreta a invariancia
da area. Essa atividade serviu como uma ponte entre a teoria exposta nos slides e a vivéncia
pratica, solidificando a compreensdo da equidecomposicéo.

A Figura 49 mostra a parte tedrica sobre Equidecomposicdo no Plano que os alunos
puderam conhecer e ap6s questionamentos feitos durante a palestra, foi apresentado o slide da

Figura 50 que respondia as duvidas sobre Equidecomposicdo no Espago Tridimensional.

Figura 49 - Equidecomposi¢do no Plano

EQUI

Desde o comego do século XVIII, a
equidecomposigao tem-se tornado parte do
que & conhecido como Matematica
Recreativa. Boltianski diz que,
Duas figuras sdo equidecomponiveis, se,
cortando de certo modo uma delas em um
numero finitos de partes, pode-se (ao dispor
essas partes de outra forma) compor com
essas a segunda figura.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).
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Figura 50 - Equidecomposicdo no Espaco Tridimensional

Essa pr:::blem'a'ti::'a es:té t:iiretarner'|te ass::n:iada ao terceiro dos

real ado em F’ans no ano de :

area dedicaram-se a investiga da dec ompc|5|

poliedros, cabendo a Max Wilhelm Dehn (1878-1952), entao
orientando de doutorado de Hilbert, a contribuigdo de uma
resposta negativa ao problema em questao.

«

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

6.2. Aprendendo sobre Equidecomposi¢cdo com o Tangram

Apobs a exposicdo tedrica sobre o tema, partimos para a exposicdo e pratica sobre
dois quebra-cabecas que trabalham a Equidecomposicdo. Comecamos pelo Tangram, que
revelou-se uma ferramenta de valor inestimavel para a compreensdo da tema. Ao manipularem
as sete pecas geométricas do quebra-cabeca, os alunos ndo sO visualizaram o conceito de
decompor e recompor figuras, mas também vivenciaram a propriedade de que a éarea total
permanece invariavel, independentemente da configuracdo das pecas. A importancia do
Tangram residiu na capacidade de transformar um conceito abstrato em uma atividade tatil e
visualmente estimulante.

A prética do jogo foi aplicada por meio de um jogo online, no site Divertudo,
conforme a Figura 51.
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Figura 51 - Interface do Tangram no site Divertudo.

- L e -
TARNTIALA
Esta brincadeira vem de um antigo jogo chinés chamado TANGRAM. Ele

tem sete pecas geométricas (sempre as mesmas) com as quais
podemos formar diversas figuras.

Em cada jogo abaixo, vocé deve formar trés figuras. Boa diverséaol!

Jogo 1 Jogo 2
Jogo 3 Jogo 4
Jogo 5 Jogo 6
Jogo 7 Jogo 8
Jogo 9 Jogo 10

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Os alunos ficaram livres para escolherem qual jogo e qual figura eles iriam montar,
a Figura 52 mostra um exemplo do jogo 10, no qual o aluno teria que montar um homem

sentado.

Figura 52 - Homem sentado do jogo 10.
‘ MAR 'Bw . H| ,0|M EM .>S‘|ENI |TVA|‘ D.G,
RESPOSTA

N e

9 €C

Fonte: elaborado pelo autor (2025).
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A atividade gerou um envolvimento notavel por parte dos estudantes. Eles
demonstraram um grande entusiasmo pelas diversas formas que podiam montar, explorando as
possibilidades criativas do jogo. Foi evidente a forma participativa e efetiva com que se
dedicaram a tarefa. Mais do que isso, a atividade estimulou a cooperacéo e o trabalho em grupo.
Os alunos frequentemente compartilhavam ideias, discutiam estratégias para formar as figuras
propostas e auxiliavam uns aos outros na resolucdo dos desafios, reforcando a ideia de que a
matematica pode ser aprendida de forma colaborativa e prazerosa. As Figuras 53 e 54 mostra 0

processo de montagem das figuras pelos alunos.

Figura 53 - Aluno montando um desenho do Tangram.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).
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Figura 54 - Aluna montando uma figura do Tangram.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

6.3. Aprendendo sobre Equidecomposi¢cdo com o Stomachion.

Se o Tangram introduziu os alunos ao universo da equidecomposicdo de forma
acessivel, o Stomachion representou um passo além na exploracdo desse conceito. Este antigo
quebra-cabeca, com suas 14 pecas distintas, proporcionou um desafio mais complexo e
aprofundado, ampliando a compreensdo dos estudantes sobre como figuras variadas podem ser
construidas a partir de um conjunto fixo de poligonos, mantendo a area original.

A interacdo com o Stomachion, tanto nas discussdes durante a palestra quanto por
meio dos jogos online, demonstrou a capacidade dos alunos de enfrentar problemas mais
elaborados. Embora o0 numero maior de pecas e as formas mais irregulares do Stomachion
apresentassem um desafio superior, 0s estudantes se dedicaram com a mesma curiosidade e
perseveranca. Essa atividade foi crucial para solidificar a ideia de que a equidecomposicdo nao
se restringe a formas simples ou a um ndmero limitado de pecas. Foi visivel como a

experimentacdo com o Stomachion incentivou 0 pensamento estratégico e a persisténcia na
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busca por solucbes, habilidades essenciais ndo s6 para a matematica, mas para diversas areas
do conhecimento.

A atividade de montagem do Stomachion foi realizada através da plataforma
Geogebra, utilizando o jogo Archimedes Puzzle, conforme a Figura 55.

Figura 55 - Interface do jogo Archimedes Puzzle.

Archimedes Puzzle

Autor: ssuljic

Topico: Poligonos

Drag all the geometric shapes in the square, with no overlap. Rotate them with a red point.

A b i
.’7 /) A

Fonte: elaborado pelo autor (2025).
A Figura 56 mostra a participacdo dos alunos na montagem do Stomachion.

x‘_\w/
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Figura 56 - Alunos montando o Stomachion.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

6.4. Conclusdo das Atividades

Para consolidar o aprendizado e estender a experiéncia para além do ambiente da
palestra, consideramos crucial que os alunos levassem a reflexdo sobre a equidecomposicéo
para casa. Acreditamos que a assimilacdo de conceitos matematicos complexos é mais efetiva
quando os estudantes tém a oportunidade de revisitar e manipular as ideias em seu proprio
tempo e espaco. Dessa forma, o aprendizado ndo fica restrito ao momento da aula, mas se torna
um processo continuo e mais significativo.

Com esse objetivo em mente, propusemos uma atividade pratica de corte e recorte
para ser realizada em casa. Essa tarefa ndo so reforcou os conceitos explorados com o Tangram
e 0 Stomachion, mas também incentivou a autonomia dos alunos na resolucdo de problemas.
Ao repetir a experiéncia de decompor e recompor figuras, eles puderam solidificar a
compreensdo da invariancia da area e aprimorar suas habilidades espaciais. A expectativa € que

essa atividade extraclasse estimule a curiosidade e o pensamento critico, incentivando-os a
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perceber a matematica presente em diversas situacdes do dia a dia.
A Figura 57 mostra o slide da palestra com a atividade que os alunos deveriam

desenvolver em casa.

Figura 57 - Slide com a atividade proposta.

DADE

Construa um hexagono e recorte em 4 pegas para
construir um quadrado.

Fonte: elaborado pelo autor (2025).
A Figura 58 mostra 0 momento de conclusdo e agradecimentos pela participacéo

dos alunos.

Figura 58 - Foto com os alunos que participaram da palestra e das atividades.

i . /

Fonte: Autoral.
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6.5. Relato de Implementacdo do Produto Educacional: Um Estudo de Caso

A aplicacdo do produto educacional foi realizada em uma escola da rede publica
estadual que opera em regime de tempo integral. O publico-alvo consistiu em estudantes do
terceiro ano do ensino médio, um grupo que, devido a modalidade da escola, possui uma rotina
académica intensa, com uma carga horaria de nove aulas diarias e entre cinco a sete aulas
semanais de matematica. A instituicdo conta com cinco turmas de terceiro ano, totalizando um
universo de aproximadamente 150 a 175 alunos, o que inicialmente sugeria um campo vasto
para a aplicacdo da proposta didatica.

Contudo, a implementacdo enfrentou um desafio conjuntural significativo. O
periodo escolhido para a aplicacdo coincidiu com os preparativos para as festividades juninas
da escola, um evento cultural de grande relevancia para a comunidade escolar. A maior parte
do corpo discente estava profundamente envolvida nos ensaios e na organizacdo das
apresentagOes, 0 que resultou em uma disponibilidade de tempo muito reduzida para atividades
extracurriculares. Diante deste cenario, a participacdo na atividade ndo pode ser generalizada,
sendo necessario realizar um convite direcionado aos estudantes que demonstraram interesse e
cuja agenda era compativel.

A adesdo, consequentemente, foi limitada pelo fator externo descrito. De todo o
universo de alunos do terceiro ano, um grupo de 14 estudantes se disp6s a participar da
intervencdo pedagogica, conforme a Figura 58. Embora o nimero seja reduzido em comparagao
com o total de alunos da série, a formacdo de um grupo menor e voluntario permitiu um
acompanhamento mais proximo e uma andlise qualitativa mais aprofundada da interacdo dos
participantes com o produto educacional proposto.

Adicionalmente, a experiéncia revelou um desafio de ordem pratica e de
infraestrutura, que se impde a qualquer educador que deseje replicar esta abordagem. A
aplicacdo das atividades depende intrinsecamente do acesso a tecnologia. E imprescindivel a
disponibilidade de um laboratério de informatica funcional ou que os alunos possuam
dispositivos moveis proprios, como celulares ou tablets. Em ambos 0s casos, 0 acesso estavel a
internet € uma condi¢do ndo-negociavel, uma vez que os jogos e as ferramentas interativas s&o
acessados online, um requisito que pode representar uma barreira em diferentes contextos

escolares.



97

7 RESULTADOS

Com a conclusdo da fase de intervencdo didatica, que incluiu a palestra introdutoria
e as atividades com os jogos online de Tangram e Stomachion, o0 proximo passo foi a coleta de
dados para avaliar o impacto do produto educacional. Este capitulo se dedica & apresentacdo e
analise dos resultados obtidos através de um questiondrio online da ferramenta Google
Formulario, disponivel na integra no Apéndice A.

O formulario foi elaborado com o intuito de captar as percepcdes dos estudantes
sobre a palestra, 0s jogos e a relevancia da equidecomposicdo. As informacdes coletadas nos
permitem compreender a efetividade das estratégias pedagdgicas empregadas, identificar
pontos fortes e &reas que podem ser aprimoradas. Ao analisar as respostas, buscaremos inferir
o nivel de engajamento dos alunos, a clareza da exposicdo dos conteldos e o impacto das
atividades ludicas no processo de aprendizagem da matematica. A seguir, detalharemos 0s
principais achados, organizando-os de forma a fornecer uma visdo clara e objetiva do
desempenho do produto educacional.

O Gréfico mostra 1 mostra 0 quanto os alunos ficaram satisfeitos com a palestra e
0 Grafico 2 mostra 0 quanto os alunos acharam relevante o conteido exposto na palestra, em

uma escala de 1 a5, com 1 sendo pouco satisfeito e 5 muito satisfeito.

Grafico 1 - Quantitativo de alunos satisfeitos com a palestra.

Voceé ficou satisfeito com a palestra?

14 respostas

12 (85,7%)

o

0 (0% 0 (0%) 0 (10%:) 2 (14,3%)

1 2 3 - 5
Fonte: elaborado pelo autor (2025).
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Grafico 2 - Quantitativo de alunos que acharam a palestra Util.

A palestra fol relevante e Util?

14 respostas

15

10

1(7,1%) 1(7,1%)
0 (0%) 0 (0%%) |

1 2 3
Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Os Gréficos 3 e 4 mostram 0s percentuais de alunos que conheciam o Tangram e 0
Stomachion, enquanto os Gréaficos 5 e 6 mostram os percentuais conforme o padrdo do
Grafico 1 e 2, acerca da preferéncia pelos jogos.

Grafico 3 - Percentual de alunos que conheciam o Tangram.
Ja conhecia o Tangram?

14 respostas

® Sim
@ Nio

Fonte: elaborado pelo autor (2025).
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Grafico 4 - Percentual de alunos que conheciam o Stomachion.

Ja conhecia o Stomachion?

14 respostas

@& Sim
& MNéo

Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Gréfico 5 - Percentual sobre o que alunos acharam do Tangram.

0 que vocé achou do Tangram?

14 respostas

10,0

10 (71,4%)

75

5,0

25

0(0%) 0 {0%6) 0(0%)
0.0

1 2 3
Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Grafico 6 - Percentual sobre o que alunos acharam do Stomachion.

0 que achou do Stomachion?

14 respostas

8 (57,1%)

5 {35,7%)

1 2 3 4 ]
Fonte: elaborado pelo autor (2025).
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O formulario apresentou duas perguntas, que foram deixadas em aberto para que
os alunos entrevistados respondessem com suas palavras. Os questionamentos foram,
e O que vocé mais gostou na palestra?
e Quais sugestbes/dicas/elogios vocé pode fazer?
As Figuras 59 e 60 mostram algumas respostas para os questionamentos feitos no

formulario.

Figura 59 - Respostas sobre a pergunta: O que vocé mais gostou na palestra?

0 gue vocé mais gostou na palestra?

14 respostas

A parte do dindmica de montar as pegas

Gostei como foi dindmico e interativo.formas divertidas de aproximar alunos pra a matemaética
Saber que um forma geométrica pode se transformar em outra, e as diversas formas de fazer isso.
Da interatividade dos jogos

Do tangram

Me interessei pela por uma drea da matematica que néo possuia conhecimento sobre.

Montar formas

Da forma divertida de aprender sobre as formas geométricas

Gostei da parte dos jogos, e de descobrir esses jogos.

Fonte: elaborado pelo autor (2025)

Figura 60 - Respostas sobre a pergunta: Quais sugestdes/dicas/elogios vocé pode
fazer?

Quais sugestdes/dicas/elogios vocé pode fazer.

14 respostas

Nada a declarar

Foi muito divertido de trabalhar,ainda melhor com a explicagdo do professor
Esclarecedor!

Néo sei

Gostei muito do palestrante, ele explicou de forma clara e objetiva.

Me interessei, e achei muito legal.

Otima aula

Ambos o Stomachion e o Tangram séo bons, ntenho nada gue reclamar

0s jogos Stomachion e Tangram sdo dinamicos e divertidos, tornando o aprendizado mais facil e divertido.

Fonte: elaborado pelo autor (2025)
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Com base nos dados coletados e apresentados neste capitulo, é possivel afirmar que
0 produto educacional obteve um resultado amplamente positivo. As analises das respostas dos
formularios, aliadas as observacdes feitas durante a aplicacdo das atividades, reforcam a
eficicia da abordagem proposta para o0 ensino de areas e volumes por meio da
equidecomposicao.

E importante ressaltar que, mesmo com um volume de dados que pode ndo permitir
um calculo estatistico de alta precisdo, a qualidade da participacdo e a interacdo demonstrada
pelos alunos foram indicadores robustos da importancia e do impacto da palestra e das praticas
com os jogos online. O entusiasmo e 0 engajamento evidenciados, tanto na palestra quanto nas
interacdes com 0s jogos online e as atividades préaticas, sdo indicadores fortes de que as
metodologias empregadas foram bem-sucedidas em despertar o interesse e facilitar a
compreensdo do conteldo. Acreditamos firmemente que este produto educacional, com suas
atividades lidicas e interativas, sera uma ferramenta muito Util no aprendizado dos estudantes
sobre &reas de figuras planas. Ele ndo sO contribui para a constru¢do de um conhecimento
matematico mais soOlido e significativo, mas também promove o desenvolvimento de
habilidades essenciais como o raciocinio l6gico, a resolucdo de problemas e o trabalho

colaborativo.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Esta dissertacdo buscou explorar a riqueza e a aplicabilidade do conceito de
equidecomposicdo, tanto no plano quanto no espago, como uma ferramenta poderosa para o
ensino de areas e volumes. Ao longo deste trabalho, demonstramos que a ideia de transformar
figuras sem alterar sua medida € fundamental ndo apenas para a compreensdo de principios
geomeétricos, mas também para o desenvolvimento de um pensamento matematico mais flexivel
e criativo. A jornada desde os teoremas classicos até as aplicagcGes préaticas no cotidiano escolar
pavimentou o caminho para a culminancia deste estudo: a criagdo de um produto educacional
inovador e eficaz.

O desenvolvimento e a aplicacdo do nosso produto educacional, composto por
jogos online interativos e atividades praticas de corte e recorte, confirmaram a hipétese central
de que a ludicidade e a manipulacdo sdo catalisadores essenciais para a aprendizagem. Apesar
de uma base de dados que limita inferéncias estatisticas de alta precisdo, a observacao direta e
o feedback qualitativo dos alunos revelaram um engajamento notdvel e um entusiasmo
contagiante. A participagdo ativa e a interagdo cooperativa durante as atividades foram
evidéncias claras do impacto positivo da abordagem, validando a importancia de métodos de
ensino que transcendem a mera transmissdo de conteddo.

Mais do que o dominio especifico de formulas de area e volume, o sucesso do
produto educacional reside na sua capacidade de fomentar um conjunto de competéncias e
habilidades essenciais, alinhadas tanto a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) quanto as
demandas da vida dos jovens. Vimos os estudantes desenvolverem o pensamento cientifico,
critico e criativo ao buscarem solugBes inovadoras para os quebra-cabecas. A comunicacéo e a
argumentacdo foram exercitadas nas discussdes sobre estratégias, enquanto o trabalho em
equipe e a cooperacdo floresceram na resolucdo coletiva dos desafios.

Adicionalmente, a insercdo de jogos online promoveu uma cultura digital
educativa, ensinando os jovens a utilizar a tecnologia como uma ferramenta de aprendizado
significativo. A autonomia e a proatividade foram estimuladas na atividade de corte e recorte
para casa, reforcando a ideia de que o aprendizado vai além da sala de aula. Por fim, a resiliéncia
e a persisténcia, tdo cruciais para a superacdo de obstaculos na vida, foram exercitadas na
superagdo dos desafios apresentados pelo Stomachion e outras figuras complexas.

Em suma, esta dissertacdo reitera que a matematica pode ser explorada de forma
instigante e relevante, indo muito além dos livros didaticos. Ao oferecer uma abordagem

didatica que integra a equidecomposicdo com metodologias ativas e ludicas, conseguimos ndo
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apenas facilitar a compreensdo de conceitos geométricos importantes, mas também cultivar um
conjunto de habilidades e competéncias que sdo indispensaveis para o desenvolvimento integral
dos jovens no século XXI. Acredita-se que este trabalho e seu produto educacional representam
uma contribuicdo valiosa para o ensino da matemética, inspirando futuras praticas pedagogicas

que unam rigor cientifico com alegria e descoberta.
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APENDICE A—- QUESTIONARIO APLICADO AOS ALUNOS

M0 e Asmiacic da Paesys sotes Couadecoimpouciio

Avaliacao da Palestra sobre
Equidecomposicao

Caros alunos e alunas,

Gostana de agradecer a participagdo e o interesse de todos na apresentacdo de hoge
sobre equidecomposigdo.

Como parte do meu trabalho de mestrado, a perspectiva de vocés é extremamente
vakosa Por isso, preparel um beeve formudino para coletar suas impressdes. Peco
gentimente gue dediquem alguns minutas para preenché-lo.

Meu principal pedido ¢ gue sejam completamente sinceros. Quero muito saber o gue
vocés realmente pensaram: 0s pontos positivas que se destacaram, as ideias que talvez
ndo tenham ficado t&o claras e qualquer sugestiio que guewram fazes. A critica
construtiva é muo bemvinda e essencial para o desenvolvimento do projeto.

Sua contribuigio honesta fara uma grande difesenca.

* Indiea uma pespnnta sfeloativia

1. Nome*

2. Vocé ficou salisfeilo com a palesira? *

Marcar aponas uma oval

T2 &4 B

Pou ! (1 1) () Muto satisfeito

3.  Apdestra lo relevante & Otil?7 *

Marcar aponas uma oval

- 2787 4 B

Poul () | () Masto atil

o toc googhe coreforrnd Wi ROAWC BTl KT | mw a0 rgcd T dos Yw ect 14



4,

Samiachs da

O gue veod mais goslou na palestra? *

O pues woeod achou do Tangram? *
Maierial da sessio e de pré-lestura

Mavrar apenas uma aval.

J4 conhecia o Tangram? *
Marcar apenas uma oval
() Sim

() Nso

O gue achou do Somachion? *

M3rTaT apIaS UWma oval.

J& conhedca o Samachion®
Marcar apenas uma oval
) SGim

_JNio

LLUFE_ PR BB LT | rraas S ol 7 e Wiy i
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ADETEERY, - k. du

9, Cuais sugesibesidicasielogios vook pode fazer, *

Eata contadds nia el criade nems apronsds palo Cosghe

Google Formularios
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APENDICE C-AXIOMAS DE ZEMERLO-FRAENKEL

No limiar do século XX, a matematica enfrentou uma profunda crise de
fundamentos, impulsionada pela descoberta de paradoxos no seio da teoria “ingénua” dos
conjuntos, desenvolvida por Georg Cantor. O mais célebre desses paradoxos, formulado por
Bertrand Russell, questionava a existéncia de um “conjunto de todos os conjuntos que nao
contém a si mesmos", levando a uma contradicdo ldgica insuperavel. Tais antinomias revelaram
gue a nocdo intuitiva de “conjunto” era perigosamente imprecisa, tornando imperativa a
reconstrucdo da teoria sobre um arcabougo logico rigoroso e livre de contradigdes. A solucdo
encontrada foi 0 método axiomatico: em vez de permitir a formacao arbitraria de conjuntos, um
conjunto de axiomas seria estabelecido para especificar, de forma explicita e precisa, quais
colecBes poderiam ser consideradas conjuntos e quais operacGes sobre eles eram legitimas.
Nesse contexto, o0 sistema axiomatico de Zermelo-Fraenkel (ZF) emergiu como a estrutura
canbnica, oferecendo uma base solida e consistente sobre a qual a vasta edificacdo da
matematica moderna pOde ser erguida com seguranca.

Ernst Zermelo (1871-1953), matematico alemdo nascido em Berlim, foi a figura
central na resposta inicial a crise dos fundamentos. Em seu trabalho seminal de 1908,
"Investigacdes sobre os fundamentos da teoria dos conjuntos 1" (Untersuchungen (Uber die
Grundlagen der Mengenlehre 1), Zermelo postulou o primeiro sistema axiomatico abrangente
para a teoria dos conjuntos. Sua motivacdo primaria era fornecer uma prova rigorosa para 0 seu
controverso Principio do Bom Ordenamento, o qual depende diretamente do Axioma da
Escolha. Para defender a validade de sua demonstracdo, Zermelo compreendeu a necessidade
de delimitar claramente os principios que regiam a existéncia e a manipulagdo de conjuntos. O
sistema resultante, hoje conhecido como Teoria dos Conjuntos de Zermelo (Z), foi um marco
historico, pois substituiu a intuicdo pela precisdo axiomatica, filttrando os paradoxos conhecidos
e estabelecendo as fundagbes para o desenvolvimento futuro da area.

Abraham Adolf Halevi Fraenkel (1891-1965), matematico teuto-israelense nascido
em Munique, deu uma contribuicdo crucial que refinou e fortaleceu o sistema de Zermelo. Na
década de 1920, Fraenkel — e, de forma independente, Thoralf Skolem — identificou uma
lacuna no sistema axioméatico de Zermelo: ele ndo era forte o suficiente para garantir a
existéncia de certos conjuntos infinitos que os matematicos consideravam necessarios, como o
conjunto {Z,,Z,,Z,,...}, onde Z,=0QeZ,,, = P(Z,) (0 conjunto das partes de Z,). Para
sanar essa deficiéncia, Fraenkel introduziu o poderoso Axioma da Substituicdo (ou do
Reemplacamento). Este axioma permite a formacdo de um novo conjunto a partir de um ja

existente, substituindo seus elementos pelos resultados de uma funcdo. A adicdo deste postulado
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ao sistema de Zermelo deu origem a Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF), o sistema
robusto e amplamente aceito que conhecemos hoje, capaz de construir os ndmeros ordinais e
cardinais e de formalizar praticamente todos 0s conceitos matematicos.

A seguir, sdo apresentados 0s nove axiomas que constituem o sistema de Zermelo-
Fraenkel (ZF). Cada um é apresentado com seu enunciado formal em linguagem matemética e,
subsequentemente, com sua interpretacdo em linguagem natural para elucidar seu significado.

Axioma 01 (Extensionalidade): Dois conjuntos sdo idénticos se, e somente se, eles
possuem exatamente 0S mesmos elementos.

Em uma linguagem matematica, temos

VAVB(Vx(x € A<= x€B) © A= B).

Este axioma define a igualdade entre conjuntos, estabelecendo que um conjunto é
determinado unicamente por seus membros.

Axioma 02 (Existéncia do Conjunto Vazio): Existe um conjunto que ndo possui
elementos.

Em uma linguagem matematica, temos

JAVx(x & A).

Este conjunto € Unico, pelo Axioma da Extensionalidade, e é chamado de conjunto
vazio, denotado por @. O axioma garante que O universo de conjuntos ndo é vazio.

Axioma 03 (Formacéo de Pares): Para todo par de conjuntos A e B existe um
conjunto C que contem A e B enenhum outro elemento. Formalmente C = {4, B}.

Em uma linguagem mateméatica, temos
vA,vB,3C (Vx(x €C - (x = Avx = B))).

Axioma 04 (Unido): Para qualquer conjunto F, cujos elementos sdo outros
conjuntos, existe um conjunto A que contém todos os elementos que pertencem a pelo menos
um dos conjuntos de F. Este conjunto A € aunido dos elementos de F, denotado por U F.

Em uma linguagem mateméatica, temos

VF3IAVx(x € A< 3B(x e BAB € F)).

Axioma 05 (Conjunto das Partes): Para todo conjunto A, existe um conjunto P
cujos elementos sdo todos os subconjuntos de A. Este conjunto é chamado de conjunto das
partes (ou poténcia) de A e é denotado por P(A).

Em uma linguagem matematica, temos

VA,3B(VC(C c A - C € B)).

Axioma 06 (Separacdo): Para qualquer conjunto A e qualquer propriedade ¢
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que se possa definir, existe um conjunto B cujos elementos sdo exatamente os elementos de A
que satisfazem a propriedade ¢.
Em uma linguagem matematica, temos que para qualquer formula ¢(x) na

linguagem da teoria dos conjuntos, postula-se:
VA3BVx (x €EB & (x EAN qb(x)))

Axioma 07 (Substituicdo): Se A é um conjunto e temos uma regra, definida por
¢ que associa cada elemento x € A a um Unico objeto y, entdo existe um conjunto B que é
a colecdo de todos esses objetos y.

Em uma linguagem matematica, temos que para qualquer formula ¢(x,y) que
define uma funcdo, postula-se:

VA3BYy(y € B & 3x € Ap(x,y)).

Axioma 08 (Infinito): Existe pelo menos um conjunto infinito.

Em uma linguagem matematica, temos

JA(P e AN (VxE A= x U {x} € A)).

O axioma postula a existéncia de um conjunto A que contém o conjunto vazio e
que, para cada elemento x que ele contém, também contém o conjunto x U {x}. Este é o
fundamento para a construgdo do conjunto dos ndmeros naturais (N).

Axioma 09 (Regularidade): Todo conjunto ndo vazio A contém um elemento x
que é disjunto de A.

Em uma linguagem mateméatica, temos

VA(A#0 = 3x € A(x N4 =0)).

A exposicdo dos axiomas de Zermelo-Fraenkel revela o alicerce sobre o qual a
maior parte da matematica contemporanea é rigorosamente construida. Mais do que apenas um
sistema para evitar paradoxos, o arcabouco de ZF é notavelmente construtivo. A partir desses
nove postulados, é possivel edificar, passo a passo, todo o universo dos objetos matematicos.
Conceitos fundamentais como o de par ordenado (a, b), por exemplo, ndo sdo primitivos; eles
sdo definidos em termos de conjuntos (usualmente pela definicdo de Kuratowski, (a,b) =
{{a},{a, b}}), uma construcdo viabilizada pelos Axiomas do Par e da Unido. Com o0s pares
ordenados, definem-se produtos cartesianos, relacfes e, crucialmente, funcdes, solidificando a
base para virtualmente todas as areas da matematica.

A aplicacdo mais embleméatica desse poder construtivo é a geracdo dos sistemas
numéricos. O Axioma do Infinito garante a existéncia de um conjunto que serve de modelo para

0s nimeros naturais (N). A partir deles, os nimeros inteiros (Z) sdo construidos como classes
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de equivaléncia de pares de naturais; os numeros racionais (Q), como classes de equivaléncia
de pares de inteiros; e, finalmente, os numeros reais (IR) emergem de construcBes mais
sofisticadas, como os Cortes de Dedekind ou as classes de equivaléncia de sequéncias de
Cauchy, que dependem fortemente do Axioma do Conjunto das Partes. Assim, a analise real,
com suas nogOes de limite, continuidade e completude, encontra sua justificacdo Ultima nesse
sistema axiomatico.

Apesar de sua vastiddo, € igualmente notavel o que o sistema ZF, por si sO, nao
consegue resolver. Como mencionado anteriormente, muitos resultados cruciais, especialmente
em andlise funcional e &lgebra abstrata, dependem de um décimo postulado: o Axioma da
Escolha (AE). A juncdo de ZF com AE forma o sistema ZFC, o padrdo ouro da mateméatica
atual. Contudo, a investigacdo metamatematica revelou questdes ainda mais profundas sobre os
limites desse sistema. A famosa Hipdtese do Continuo, que questiona se existe algum conjunto
com cardinalidade estritamente entre a dos numeros naturais e a dos ndmeros reais, € o exemplo
magno. Os trabalhos de Kurt Godel (1940) e Paul Cohen (1963) demonstraram, em conjunto,
gue a Hipotese do Continuo € indecidivel em ZFC: ela ndo pode ser nem provada nem refutada
a partir dos axiomas.

Este fato, a existéncia de proposices matematicas cuja veracidade ndo pode ser
determinada pelo sistema axiomatico padrdo, abre um fascinante campo de investigacao
filoséfica e lbgica sobre a natureza da verdade matematica. Demonstra que, embora o sistema
ZF(C) forneca um porto seguro e extraordinariamente poderoso para a pratica matematica, ele
ndo encerra todas as questdes, deixando a porta aberta para o desenvolvimento de novas
axiomaticas (como as que postulam a existéncia de grandes cardinais) e para uma continua

reflexdo sobre os fundamentos do conhecimento matematico.



