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RESUMO

Esta dissertacao estuda o comportamento de sinais complexos e sua simetria (ou a falta desta)
com a performance em filtros adaptativos. O estudo utiliza as seguintes técnicas de filtragem
linear: o algoritmo WLLMS (Widley Linear Least Mean Square ou LMS aumentado), o método
de Newton e o método do gradiente natural aumentados. O método adaptativo WLLMS ¢&
baseado em sua versdo complexa usual LMS. Enquanto esta dltima processa o sinal por meio de
uma estrutura linear, a versdo aumentada utiliza o sinal e sua copia conjugada numa estrutura
dita amplamente linear. O critério de otimizacdo utilizado € o erro quadratico médio, cujo
gradiente fornece o ajuste dos coeficientes dos filtros. O método WLLMS provou-se, em muitos
casos, adequado em fornecer menores erros com velocidades de convergéncia similares aquelas
apresentadas por sua versdo linear LMS. Outra técnica, baseada no método de Newton usual, € o
método de Newton aumentado. Desenvolvido de forma a utilizar a inversa da matriz hessiana
aumentada como fator de passo no algoritmo do gradiente. O modelo estimado foi construido
utilizando o lema da inversao de matrizes. O critério de otimizacdo € o mesmo utilizado no
caso WLLMS, o erro quadritico médio. O método de Newton aumentado se mostrou bastante
satisfatorio em fornecer menores erros. No pior dos casos este apresentou uma performance
equivalente ao do método usual. Por ultimo € apresentado o chamado Gradiente Complexo
Aumentado construido como uma nota¢do complexa do caso real. Utilizando métricas reais
como plano de fundo € possivel utilizar notacdo complexa com os mesmos resultados do caso

real.

Palavras-chave: sinais complexos; amplamente linear; filtragem adaptativa; gradiente natural.



ABSTRACT

This dissertation studies the behavior of complex signals and its symmetry (or the lack of it)
with performance in adaptive filters. The study uses the following linear filtering techniques:
the WLLMS algorithm (Widley Linear Least Mean Square or augmented LMS), the augmented
Newton’s method and the augmented natural gradient method. WLLMS adaptive method is
based on its usual LMS complex version. While the this last processes the signal through a linear
structure, the augmented version uses the signal and its conjugated copy in a so-called widely
linear structure. The optimization criterion is the mean squared error, whose gradient is used to
adjust the filters coefficients. The WLLMS method proved, in many cases, adequate in providing
smaller errors with convergence speeds similar to its linear version, LMS. Another technique,
based on the usual Newton method, is the augmented Newton method. Developed in order to
use the inverse of the augmented hessian matrix as a step factor in the gradient algorithm. The
estimated model was constructed using the matrix inversion lemma. The optimization criterion
is the same used in the WLLMS case, the mean squared error. The augmented Newton method
proved to be quite satisfactory in providing smaller errors. In the worst case, this presented
a performance equivalent to that of the usual LMS method. Finally, the so-called Augmented
Complex Gradient, constructed as a complex real-case notation, is presented. Using real metrics

at background, it is possible to use complex notation with the same results as in the real case.

Keywords: complex signals; widely linear; adaptive filtering; natural gradient.
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1 INTRODUCAO

O processamento de sinais cresce a cada dia com o desenvolvimento de equipa-
mentos cada vez mais robustos e modernos e com isso estudo de novas técnicas matematicas
de aprendizado e adaptacao se torna uma necessidade na vida de um engenheiro do ramo. A
presente dissertacao apresenta uma introducao ao estudo dos sinais complexos e alguns métodos
de processamento adaptativo em torno destes. Técnicas baseadas na minimizag@o do erro médio
quadratico e corre¢des dadas pela métrica sdo os elementos chave do presente trabalho.

Areas como radar, biomedicina, eletromagnetismo etc, apresentam dados que podem
ser tratados em notacao complexa devido a possibilidade de representacdo em duas dimensdes. O
tratamento complexo entdo possibilita uma nota¢do mais simples ao descrever fase e magnitude
(ou parte real e imagindria) simultaneamente. Em processamento de sinais, o design de filtros
que levam em conta a correlagdo que existe entre as diferentes componentes do sinal, motivam
a necessidade dessa notacdo. Essa medida de similaridade pode ser associada a nocao de
circularidade ou nao circularidade (relacionada com a impropriedade da distribui¢do, como sera
visto posteriormente).

Uma pergunta entdo pode ser feita: com base na simetria (ou assimetria) presente
nos dados, € possivel algum ganho no desempenho considerando (ou mesmo ignorando) estas
propriedades? A resposta a isto € o cerne dessa dissertacdo. A técnica utilizada para evidenciar
isso foi baseada em simula¢des que, na maioria das vezes, indicam uma melhora no desempenho
(em termos de minimizacao do erro quadritico médio) ao se levar em conta caracteristicas de

impropriedade.
1.1 Contribuicoes

Essa dissertagdo tem como contribuicdo maior ser um compéndio sobre a teoria
adaptativa de sinais amplamente lineares, reunindo alguns tépicos da drea escritos em lingua
portuguesa. Os principais temas abordados sado:

i) WLLMS;
11) Método de Newton aumentado;
iii) Gradiente natural aumentado.
Estes topicos sdo os guias da escrita do presente trabalho.

Diversas publicacoes demonstram a relevancia do tema. Desde as classicas, como
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em (Mandic; Goh, 2009) e (Schreier; Scharf, 2010), que discorrem extensivamente sobre temas
correlatos. Outras que: estenderam o assunto para tépicos como estimagao de sinais do tipo em
(Picinbono; Chevalier, 1995) ou na descri¢ao de dados como (Ollila, 2008) etc.. Recentemente
o tema vem sendo amplamente utilizado, seja com teoria da informacgdo (Qiu; Qian; Wang,
2022), com teoria de grafos (Amar; Routtenberg, 2022), em processamento de sinais mQAM
(Yadav et al., 2022) ou mesmo entre varios outros temas e areas. O autor publicou o artigo
(Bluhm; Cavalcante, 2022) juntamente com seu orientador que engloba o item (ii1) da presente

dissertacdo, tratando sobre o desenvolvimento da representacdo do gradiente natural complexo.
1.2 Organizacao

Esta dissertacao € organizada da seguinte maneira:

— Capitulo 2 - Fundamentos do Cdlculo CR
Apresenta o embasamento matemadtico tedrico basico do chamado cdlculo CR e conceitos
bésicos de andlise complexa com intuito de apresentar as derivadas de Wirtinger. O célculo
integral complexo € visto, utilizando as expressdes CR obtidas. Também sdo expostos
alguns exemplos de empregos da notacdo complexa fora da algada de processamento de
sinais. O capitulo termina com a apresentacao de sinais em sua notagdo complexa.

— Capitulo 3 - Vetores e transformacoes amplamente lineares
Neste capitulo o assunto abordado € o das transforma¢des amplamente lineares. Estas
sdo importantes na caracterizacdo de filtros ditos amplamente lineares bem como na
descri¢do vetorial e matricial aumentadas, derivadas de vetores, formas quadréticas, que
serdo importantes na otimizacao de funcdes custo com parametros complexos.

— Capitulo 4 - Estatistica Complexa
E uma capitulo de definicdes importantes. Descreve o necessario sobre estatistica complexa
para defini¢do dos conceitos de circularidade e nao-circularidade (relacionados com os
respectivos conceitos de propriedade e impropriedade), importantes na definicao estatistica
de sinais complexos. Também € apresentada a modelagem dos sinais utilizados de acordo
com essas propriedades.

— Capitulo 5 - Filtros Discretos Complexos
Apresenta a modelagem de filtros lineares usualmente em teoria de Sinais e Sistemas. Sao
descritos os modelos IIR e em seguida os transversais FIR. Neste capitulo € mostrado o

design do filtro amplamente linear, construido a partir da sua versado linear FIR, do qual é
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derivado o método WLLMS.

— Capitulo 6 - Método de Newton Aumentado
A partir do estudo de séries de Taylor, 0o método de Newton € utilizado para otimizagdo. O
mesmo procedimento € feito com a versdo em varidveis complexa da série de Taylor sobre
uma funcdo real, desta vez resultando no método de newton em sua forma aumentada.

— Capitulo 7 - Gradiente Natural Complexo
Este capitulo apresenta uma inovagdo na escrita, nos moldes do calculo CR, do cha-
mado gradiente natural. Utilizando espagos tangentes a variedade expressa em bases
complexificadas € desenvolvido o gradiente natural complexo aumentado.

— Capitulo 8 - Conclusao
O contetido deste capitulo € o sobre encerramento dos tépicos presentes neste documento.

O préximo capitulo introduz o cdlculo complexo, um importante ponto de partida e

utilizado nas descri¢do de sinais complexos e funcdes custo de filtros que utilizam esses sinais.
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2 FUNDAMENTOS DO CALCULO CR

O estudo de sinais complexos depende de um bom entendimento da andlise complexa
(cujo corpo € representado por C). Trés casos principais de aplicagcdes em fungdes que utilizam
varidveis em C utilizados no presente trabalho sdo:

(i) a descrigdo estatistica em termos de parametros complexos;
(i1) a otimizacdo de fungdes reais (ndo holomorfas) escritas em termos de varidveis complexas;
(ii1) a escrita de gradientes em notacdo complexa.

Essas descricdes que utilizam varidveis complexas, como serd visto, sio uma con-
trapartida linear de suas versdes com varidveis reais, i.e: uma func¢do de varidvel real pode ser
escrita em notacao complexa, mesmo que a funcdo em si nao seja necessariamente complexa.
Tais varidveis sdo relacionadas por uma transformacao linear. Com isso € possivel lidar com

fungdes do tipo
f:CoR. (2.1)

Esse tipo de funcdo é especialmente importante em otimizagdo (caso (ii) e caso (ii1)). Isso
ocorre devido a impossibilidade de ordenamento do corpo complexo, tornando fungdes reais
representantes ideais de fungdes custos a serem otimizadas (estas levam a valores reais e sdo ar-
bitrariamente escolhidas para fornecer um valor minimo ou maximo local). Fun¢des do tipo (2.1)
também podem ser utilizadas para descrever densidades de probabilidade sem necessariamente
as otimizar (caso (1)).

Este capitulo busca destacar, de forma concisa e resumida, o conhecimento mate-
maético basico requerido para a leitura sequencial da presente dissertagcdo. Comecando pela
andlise do calculo complexo de fun¢des holomorfas, como visto nos cursos de varidvel complexa
ministrados nos cursos de graduacao em engenharias, com as defini¢des de derivada e integra-
¢ao complexa. Em sequéncia, é feito uma introducao ao cdlculo de fungdes nao-holomorfas,
apresentando as expressoes das derivadas de Wirtinger, com seus desdobramentos no emprego
dessa nova notacdo como, por exemplo, integrais de linhas e elementos de drea. Por dltimo sao
apresentados exemplo de aplicagdes de varidveis complexas em outras dreas para em seguida

serem abordadas na descri¢ao de sinais.
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2.1 Analise Complexa de Funcoes Holomorfas

Aqui € apresentado um resumo sobre nimeros complexos, ferramenta fundamental
nesta dissertacdo. Em seguida, o conceito de fun¢des holomorfas é apresentado. Embora estas
ndo sejam utilizadas diretamente na otimizagdo de funcdes do tipo (2.1), elas sdo o ponto de

partida e representam certos tipos de transformacdes entre varidveis complexas.
2.1.1 Propriedades dos niimeros complexos

Um ndmero complexo € um par ordenado munido de um produto especial. Seja
o corpo complexo descrito por C, existe um isomorfismo com o plano cartesiano descrito por

C ~ R?. Este é descrito como um par ordenado com as devidas propriedades definidas: soma
(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d), (2.2)
produto complexo (responsdvel pela riqueza do corpo),

(a,b).(c,d) = (ac — bd,ad + bc) (2.3)
e a multiplica¢do por um escalar ¢ € R

c-(a,b)=(c-a,c-b). (2.4)

Com essa defini¢do, a unidade imagindria é dada por j = (0,1), pois (0,1).(0,1) = (—1,0),
possibilitando o cédlculo de raizes de nimeros negativos, bem como trabalhar em um espago
similar ao R? mas com a vantagem de uma notagio mais enxuta. O produto (2.3) possibilita um
vasto conjunto de propriedades interessantes'. O par complexo costuma ser representado por
(a,b) = a+ jb.

E importante salientar as propriedades geométricas de se trabalhar com os nimeros
complexos e seu produto: no caso real a presenca do sinal negativo indica uma mudanga de
sentido de 180° do dado valor no eixo real, como exemplo seja a € R entdo —1.a = —a, indica
uma mudanca de sentido no eixo real, e o valor —1 representa essa rotacdo. A unidade complexa,
como resultado de de duas a¢des que deve resultar na rotacdo em 180° (-1) € entdo escolhida

como um valor que rotacione um dado valor em 90°, representada por j. Isso torna impossivel

' Ainda h4 possibilidade de trabalhar com quatérnions, que seriam niimeros isomorfos ao R* com propriedades

similares, mas esse tipo de abordagem nao seré feita neste trabalho, mas aumenta as dimensdes na qual se pode
trabalhar, a0 mesmo tempo que se mantém as boas propriedades de um niimero complexo de alta dimenséo.
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a representacdo dos complexos em uma sé dimensao: € necessario adicionar uma componente
ortogonal, de forma que a unidade imagindria seja lateral e ortogonal. Devido a isso, tem-se a
impossibilidade de ordenamento.

Dado um nimero complexo z = x+ jy, a parte real é descrita por Re{z} =xe a
parte imagindria por Im{z} = y. Ao valor z* = x — jy da-se o nome de conjugado de z, este
desempenha um papel central na andlise complexa. Também € importante notar que R esta
contido nos complexos visto que x + jO € C pode representar o valor real x. A Figura 1 a seguir
demonstra graficamente tais propriedades. Da mesma forma que o par ordenado (x,y) no plano

Figura 1 — Representacgdo gréifica do plano complexo para um dado nimero complexo z = x + jy
e seu conjugado

ImA
Yy4+-----— °

—y +----- N !

*x

2t =1 — jy = pe it

Fonte: elaborada pelo autor.

admitem a representacgdo polar (p, 0), um dado complexo z = x + jy também pode ser posto em

tal forma
z=p(cosO+jsinB) . (2.5)

com p = /x?+y?, cosO =x/p e sinO = y/p como indicado na Figura 2. A notagdo polar é
relacionada diretamente com outra notagcdo particularmente util vista a seguir.
Dada a exponencial representada em série de poténcias, sua extensdo complexa para

um valor z € C é

Z S Zk
=) (2.6)
k=0
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Figura 2 — Representacdo grafica do polar plano complexo para um dado nimero complexo
z=p(cosB + jsinO) e sua forma de Euler

ImA

z = p(cosf + jsinf) = pel?
psinf—-----2

> Re

Fonte: elaborada pelo autor.

Para (2.6) considere o valor z = j0,

. > (i9)k < (_1)kg2k = (—1)kg2k+l
=Y (Jk') = Z—( 2)k , +JZ—( 2,3 o (2.7)
k=0 " = (2K)! = (2k+1)!
O primeiro somatdrio corresponde ao cosseno e o segundo ao seno. A expressao simplificada:
e/% = cos 0 + jsin@ | (2.8)

permite representar um nimero complexo por z = pe/? (veja novamente a Figura 2). Essa

representacao tira proveito das propriedades da exponencial para produtos e quocientes.
2.1.2 Derivada Complexa

Uma funcio complexa € uma transformacdo entre planos complexos. Dado um
nimero complexo z =x-+ jy € Ccomx,y € R, uma funcido complexa escalar ¢ uma aplicagao

f(z) =u+ jv:C— Ctal que

f(x,y) =ulx,y) + jv(x,y).

com u,v € R. Escrevendo de forma compacta por f(z) = w € C, esta pode ser vista como um

mapa do tipo f : R? — R?. Um exemplo é mostrado na Figura 3, que exibe como as linhas
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Figura 3 — Representagdo do mapeamento feito pela fungdo complexa f(z) = €°

Fonte: elaborada pelo autor.

retangulares sdo transformadas nas curvas radiais e concéntricas pela fun¢do dada.

Ao se trabalhar com fun¢des complexas, conceitos bdsico de diferenciabilidade
devem ser abordados, dentre eles os conceitos de limites, continuidade e derivada. Nestas,
conceitos de limites e continuidade sdo similares a suas contrapartes em R2. E definida a
derivada complexa em torno de um dado ponto z (Brown; Churchill, 2013) como o limite

) — tim LEH8) = FC)

Az—0 Az 29)

Para que a expressdo anterior seja bem definida em um ponto dado esta precisa ser independente
da direcao em que Az = Ax+ jAy se aproxima de z. Isso pode ser feito tomando o limite em
(2.9) ora com Ax — 0 para Ay = 0, ora o contrario. Também pode-se utilizar o ponto de vista de

operadores lineares. Dado um ponto fixado zg = xo + jyo, tal operador é

f(z0)-h= lim f(z‘)“ht) —f(z0) : (2.10)

para algum h = r+ js (Az =t - h). Expandindo a equacdo anterior para f = u+ jv, € obtida a

expressao:
du  Jdu adv av
/ _ -~ s e s
f-h= axr+ays+]axr+]ays. (2.11)

O produto f'-h = f'(zo) - h deve satisfazer a multiplicagdo complexa em (2.3). Escreva o produto

em termos de suas partes real e imagindria com f' = f,+ j- fI, entdo

floh=for—fystj-fyr+j-fi-s. (2.12)
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As expressoes (2.11) e (2.12) s@o iguais se

/ __ du __ dv
fx_a_z_a_y

(2.13)
_dv _ _Jdu
L=5="%
Estas s@o denominadas de condi¢des de Cauchy-Riemann, expressas por
d d d d
u dv u_ dv (2.14)

ax dy _ dy  ox’
Uma funcao € dita holomorfa quando satisfaz as condicdes 2.14. Essas condi¢des impdem uma
estrutura bastante restritiva sobre fun¢des complexas.

Utilizando essas defini¢des, pode-se reescrever a derivada complexa de fungdes

holomorfas da forma:

u Jv  Jdv Ju
/ — I - / = — — — — — [ —
f@) = fley) +J- fxy) = 5+ j5 o oy (2.15)

Com a derivada calculada em um ponto qualquer z € C. Essa derivada, um operador linear
que age sobre valores complexos por meio de um produto complexo, resulta em uma derivada
direcional na direcdo desse valor dado. O resultado pode ser visualizado pela forma matricial da

equagdo (2.11),

o] [,

f/‘h: dx dy
oo |
dx dy

Como o operador é vélido para qualquer valor i € C, este em sua forma matricial (Greene;

Krantz; Society, 2006) é

du  Ju du _Jv
f/ _|9x dy| _ |ox dx
N o ou
dx dy dx dx

Nesta forma € facil visualizar que a derivada complexa em termos das componentes real e
imagindria possui a mesma estrutura exibida na representacao matricial de nimeros complexos,

que tem a forma:

a —b 1 0 0 —1
=a +b =al+b]. (2.16)
b a 01 1 0

A unidade imagindria na forma matricial € dada pela regra:

, |0 —1{]o 1| |-1 0
P _ , 2.17)
1 0|1 0 0 -1
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Note a equivaléncia nas representacdes discutidas até o momento:

a —b
a+ib= . (2.18)
b a

O simbolo ~ denota o isomorfismo e deixa claro que a derivada de uma fun¢do holomorfa é
também um nimero complexo que equivale a um operador linear.
A seguir serdo examinados dois exemplos de derivacao, um para uma funcao holo-
morfa e outro para uma ndo-holomorfa, para ilustrar essa distincado de maneira mais concreta.
Exemplo de uma funcio holomorfa: Seja uma funcio f(z) = z>. Esta pode ser

escrita como f(z) = (x4 jy)> = x> —y* — j2xy, com u = x> —y?> e v = 2xy. As condicdes (2.14)

du av du dv
EZZX, a—y=2x, a—y=—2y € $=2y s

sdo satisfeitas. Logo f(z) possui derivada complexa por (2.15) em todo C que vale

du v
/ _ — ] —— prmnd / —
fl)=5-+j5 =2+)2y=2z.

Regra similar aquela para o caso real para fungdo do tipo f(x) = x?

em que f'(x) = 2x.
Exemplo de uma funcio nao holomorfa: Um caso trivial e interessante de uma

funcio que ndo é holomorfa é o da funcio f(z) = zz* = |z|*> = x> +y%. Como u(x,y) = x> +y* e

v(x,y) =0,

ou _

dx

v u v

2w, oo, ooy e Do
v dy ’ Y€ ox

A func¢do ndo possui, portanto, derivadas complexas (2.9) em nenhum ponto. Esse exemplo é
interessante por mostrar uma func¢éo do tipo f : C — R, e a impossibilidade de diferenciagcao
complexa usual devido as restricdes impostas por (2.14).

De forma geral, uma funcio do tipo f : C — R, que ndo seja uma funcdo constante,
ndo possui derivada complexa, visto que v = 0 para um dado u(x,y) qualquer, quebrando a
regra imposta por (2.14). Essas condi¢des de derivacao vistas até aqui sdo muito rigidas, nao
permitindo qualquer diferenciacdo de um funcional real em relacdo a pardmetros complexos,
indesejdvel para funcdes de otimizagdo que utiliza tais parametros. Para contornar esse problema
utiliza-se um conceito um pouco diferente de derivadas, tratando os nimeros complexos e seu
par conjugado correspondente como uma transformacgdo de coordenadas, como sera visto adiante.

Antes disso, sdo mostrados alguns resultados de integracdo para fungdes holomorfas a seguir.
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2.1.3 Integracao Holomorfa Complexa

A estrutura rigida de funcdes holomorfas também resultam em integracdes mais
faceis de se trabalhar. Seja uma fun¢do complexa, que satisfaga as condi¢des de Cauchy-Riemann

(2.14), o teorema de Cauchy para integrais (Brown; Churchill, 2013) ¢ dado por

§ r@dz=0.

A expressao € valida pra qualquer caminho simplesmente conexo fechado C para o caso em que
f(z) ndo possua nenhum ponto singular dentro da regifo definida por este caminho. Para f(z)

holomorfa e com um ponto singular z = zp no interior de C a integracio € dada por:

ﬁdz =27 f(z0) -
czZ—20

Essas expressoes sdo importantes em célculos de caminhos e de mudancas de varidveis e
permitem lidar facilmente com essas funcdes bem comportadas, bastando o conhecimento do
comportamento destas sobre o contorno C para determinar qualquer propriedade no interior

desse contorno.

2.2 Derivadas de Wirtinger para Pares Escalares

Em otimiza¢do de fungdes reais com valores complexos podem ser utilizadas as
chamadas derivadas (ou operadores) de Wirtinger (Adali; Haykin, 2010) descritos nessa secao.
Esses operadores permitem o cdlculo de derivadas para fun¢des nao holomorfas do tipo (2.1),
comumente encontradas em otimizacdo utilizando sinais complexos, desempenhando um papel
central em andlise de funcdes custo com parametros complexos.

O operadores sdo descritos em termos de transformacdes entre pares de escalares.
Essas podem ser estudadas do ponto de vista de transformacoes de coordenadas ou pela
diferencial de uma funcao real (que equivalem, respectivamente, a notacao contravariante e
covariante). No proximo capitulo € feita uma pequena generalizacao para dimensdes maiores, 0

caso de vetores e transformacdes lineares.
2.2.1 Operadores descritos por meio de transformacades de coordenadas

Dada uma varidvel complexa z = x + jy e sua conjugada z* = x — jy, em que (x,y)

€ o par cartesiano, € possivel tratar o par de varidveis complexas como uma transformacgao de
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coordenadas (z(x,y),z*(x,y)) que admite inversa (x(z,z*),y(z,z")). Aplicando a regra da cadeia

usual do célculo diferencial para uma fungdo dada por f = f(x(z,2*),y(z,2*)),

Jdf dfodx dfdy
dz  dxdz  dydz’
df _df ox +8_f dy
dz*  dxdz*  dyadz*’

O mesmo pode ser feito para a inversa. Escrevendo f(z,z") = g(z(x,y),z"(x,y)) a fim de facilitar

a visualizacao, pode-se também tomar-se as derivadas em termos de x e y, de forma que,

dg dgdz dg I
ox  d9zdx 9z ax
o0 _0¢0: 932
dy dzdy dz*dy

Em qualquer um dos casos anteriores, é possivel obter os operadores

o 1(d .9 o 1(a .9
=3l i) < (mn) =

Estes operadores independem da funcdo f escolhida e podem ser utilizados para funcdes nao

necessariamente holomorfas, visto que nao foi cobrado nenhum comportamento especial da
fungdo f utilizada. As expressdes acima sdo chamadas de derivadas de Wirtinger, e formam
uma extensao natural da mudanca de sistema coordenado para funcgdes reais que dependam de

nimeros complexos.

2.2.2 Operadores descritos pela diferencial de uma funcdo real

O resultado da secdo anterior pode ser obtido também por meio da diferencial (formas
diferenciais) de uma funcao real que utiliza valores complexos. Isso € possivel com uso dos

incrementos dz = dx+ jdy, dz* = dx — jdy e da expressdao

_df 9f
df = a—ZdZ+ o7

dz* . (2.20)

Esta expressdo € escolhida arbitrariamente para equivaler ao resultado real, ou seja,

O g = 0 gy 9F
az*dz = 8xdx+ 8ydy. (2.21)

d
df:a—];dz-l-

Ap6s a substituicao dos incrementos dx, dy em termos de dz e dz* em (2.21), a expressdo para a
diferencial é dada por:

_df (dz+dz df (dz—dz*
df_x( . )+a—y< T ) (2.22)
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A expressdao em (2.20) pode entdo ser expressa em termos das derivadas parciais que dependam
de (x,y) como

8f I 4. af of af  .of
df = o 2($—Ja—y>dz+2(a gy ) (2.23)

O resultado € igual aquele obtido em (2.19), demostrando a equivaléncia de representacdo. O

estudo de formas generalizadas e coordenadas gerais serd aprofundado posteriormente.
2.2.3 Isomorfismos importantes

O corpo complexo, por natureza admite um isomorfismo natural com o plano carte-
siano, denotado por C ~ R?. Isso representa a equivaléncia entre niimeros complexos e pares
ordenados no plano, com o uso do produto complexo em (2.3). Outro isomorfismo mostrado
foi o de matrizes do tipo (2.16) e os complexos. A secdo anterior adicionou mais um: o par
(z,z*) € C2. Isso significa que é possivel representar um niimero complexo z € C como um par
(z,2%) € C2.

As representacoes e seus isomorfismos ndo garantem que qualquer fungdo que atua
sobre qualquer um desses espacos seja ou ndo holomorfa, s6 mostram a equivaléncia entre as
varidveis utilizadas. A seguir é aplicado o uso dos operadores (2.19) para fun¢des holomorfas e

nao holomorfas.
2.2.4 Aplicagoes da derivadas de Wirtinger

Para verificar como as condi¢des de Cauchy-Riemann (2.14) considere a funcao
h(z) = g(z,z*) = f(x,y) = u+ jv. Em seguida aplique a essa func¢@o o operador conjugado dado

em (2.19), o resultado deve ser:

% _1(30, 00y _1[ou_dv (00 o
o 2\ax oy ox oy \axTay)|-
Para que a condicdo (2.14) seja satisfeita a fun¢do dada deve satisfazer a condicao
dg
= 2.24
P (2.24)

A condicdo acima € uma forma equivalente do teorema de Cauchy-Riemann na notacao de

Wirtinger. Para que uma funcao seja holomorfa esta deve ser independente (explicitamente) do
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seu complexo conjugado?. Da mesma forma, a derivada ndo conjugada de (2.19), é dada por:
‘;—‘j:%(%—jg—f;) L () 2.25)
A expressdo 2.25 obtida acima € a derivada complexa para fungdes holomorfas. De maneira
resumida, para uma dada fun¢do arbitraria, esta € holomorfa se (2.24) € satisfeita. Se, e somente
se, esta for holomorfa a derivada complexa € expressa por (2.25).

Exemplo de fun¢io holomorfa: Seja a fungio f(z) = g(z,z*) = 2% j4 utilizada,
holomorfa por ndo depender da variavel z*. De fato, por (2.24)

g _ D)

pp P =0.

Isso significa que g satisfaz as condi¢cdes de Cauchy-Riemann. A derivada complexa € dada por:

g—‘i =2z,
equivalente a f/ = 2x + j2y, de acordo com o resultado ja encontrado em exemplo similar.

Um ponto crucial é que os operadores (2.19) do célculo CR formam uma extensao
do célculo complexo usual, permitindo também o uso em fun¢gdes nao holomorfas, facilitando
a derivacdo em fungdes escritas da forma g(z,z*), jd que o par (z,z*) é visto como um par de
varidveis quaisquer, tratadas como se fossem independentes entre si. Como exemplo, uma funcao
nao holomorfa do tipo f: C — R é visto a seguir.

Exemplo de funcdo ndo holomorfa: Como jd visto anteriormente a fungéo f(z) =
g(z,7*) = 22" = |z|*> = x> +y? ndo possui uma derivada complexa definida por (2.9), visto que

essa ndo satisfaz a condi¢do (2.24). De fato,

—i =z# 0, verdade somente paraz =20 .

dz

E possivel o célculo da derivada em relacdo a z (derivada ndo-conjugada) expressa por

%
az_z'

Nesse caso a derivada acima ndo representa (2.9), pois a funcao ndo € holomorfa. E possivel a

derivagéo de acordo com as mesmas equagdes em termos de d/dx e d/dy.

2 Aforma de escrever fungdes holomorfas somente como fungo de z, como A(z), j4 evidencia esse comportamento:

uma fung¢io holomorfa néo depende explicitamente de seu conjugado. Néo estd errado escrever h(z) = zz*, como
a operacdo de conjugagdo implicita, mas isso quebra o ponto de vista de z* como uma nova variavel ao lado de z,
bem como devido a ndo linearidade da operagdo e, por isso, serd evitada aqui.



31

Os operadores (2.19) permitem a otimizagdo em relagdo ao par (z,z"), mesmo para
funcgdes que nao possuem a derivada complexa usual, como mostrado no exemplo anterior.

Em termos de célculos de pontos criticos (pontos em que a funcdo dada possui
derivadas nulas) os operadores equivalem as condi¢des de otimizagdes reais. Dada uma fungdo f

real, tanto a expressao

o _1(f of\ _

8_z_2<8x_‘]8y)_0’ (2.26)
quanto

of 1(af Of\

az* - E (E‘f—]a—y) —()7 (2.27)

representam expressdes para o ponto critico de f, implicitamente equivalentes 2 d/dx=0e
d/dy=0.

Também é importante verificar a extensao natural que se faz com a regra da cadeia.
Dada uma fung¢éo composta f(z,z*) = h(g(z,z"),&*(z,z")), pelas defini¢des de derivagio vistas

anteriormente é possivel escrever:

df _oh(g.g) 1 <8h(g,g*) N .8h(g,g*>> ' (2.28)

dz dz 2\ ox T oy
Pelas regras usuais do célculo, cada termo em relagdo a coordenada real pode ser escrito de

forma compacta (de forma similar para a outra componente)

oh_anag  on ag
ox dgdx dgt Ix’

Substituindo em (2.28), e agrupando os termos comuns:

df Jh|[l [(dg .dg dh |1 [(dg* dg*
350 Gerss) |+ 5 5 (e 50

A partir desse resultado ¢ possivel escrever a regra da cadeia de fungdes no calculo CR, permi-

tindo o cdlculo sobre mudanca de varidveis, dada pela expressao:

df _dhdg  Jhdg
oz dgdzt  dgt Izt

O conceito de derivada no cdlculo CR também pode ser estendida para cdlculo de mdltiplas
varidveis, como serd visto mais adiante, para vetores formados por pares vetoriais com seu

conjugado.
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2.3 Calculos de Integrais

Com regras de derivacOes definidas, € interessante perguntar se € possivel realizar
algum cdlculo integral sobre fun¢des ndo holomorfas escritas na notagdo CR apresentada.
Considere uma regido simples e fechada A no R? ~ C ~ C?2 , para o calculo de integrais sobre

tais regioes, utiliza-se a relagdo:

1 *
[ fadny = 5§ Fedz (2.29)

A expressao acima utiliza a defini¢ao:

oF (z,Z") _

8—1* = f(xy) .

E importante tomar nota que para uma dada fungio F(z,z*) £ F = U + jV, é possivel escrever
esta em termos de (z,z*) ou (x,y), por meio de uma mudanga de varidveis. A integral de linha

entdo pode ser escrita como

1 1 1
— Fdz:—,j{ U+ jV)ldx+ jdy) = — ]{ Udx—Vd +7{ Vdx+Ud ] .
3 Pai= o | W) ) = o [ [ N+ )

Utilizando o teorema Green no plano

eI (e (-3

e expandindo a expressdo da derivada em relagdo a varidvel conjugada por:

oF _1(oF OF\_1[dU_oV_ . oVU JU
o 2\ax Yoy) " 2lox oy T\ ax Ty )|

€ possivel escrever a integral de forma simplficada por:

%jngFdzz//Af(x,y)dxdy ) (2.30)

A expressdo acima € uma forma do teorema de Green para calculos para fungdes ditas nao holo-
morfas, permitindo a troca de uma integral de caminho por uma de drea sobre uma dada regido,
relacionando a forma usual de integragao dupla com sua equivalente CR. Também demostra
a necessidade de apenas uma varidvel de integracdo nessa ultima, dada a dependéncia entre o
nimero complexo e seu conjugado. Tal dependéncia poderia ser questionada na formulac¢io das
derivadas, mas estas se tratam de elementos infinitesimais, linearmente independentes. O mesmo

ndo ocorre em caminhos de integragdo.
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E possivel relacionar a mudanga de varidvel de forma que que o elemento diferencial

de drea seja dado por
dxdy = Jdzdz" ,

através do jacobiano da transformagdo, dado por

Jdx  dx 11

J — aZ aZ* — 2 2 — l
ay 9y 1 1| 2
Jdz Jz* 2j 2j

Isso permite reescrever a equacio (2.30) como?

1

3 ), Fda= / /A F(x,y)dxdy = % / /A fe)dade’ 2.31)

Esse tipo de relagdo permite escrever e calcular integrais, sobre dominios puramente complexos,
e a relagdo que existe entre tais integrais, bem como relacionar funcdes em suas diferentes
representacoes.

Este topico encerra a teoria de varidveis complexas e a introdu¢do ao cdlculo CR. A

proxima secdo exibe exemplos de aplicacdes gerais de varidveis complexas.

2.4 Exemplos da representaciao complexa

O processamento de sinais € beneficiado extensivamente pelo uso de nimeros com-
plexos, mesmo que sua natureza seja real. Tal fato ocorre em diversas dreas como no eletromag-
netismo, em mecanica dos fluidos etc. Mesmo em matemadtica pura o cdlculo complexo facilita a
resolucao de integrais reais, utilizando-se de suas extensoes analiticas complexas, de mais facil
integragdo, para se obter o resultado procurado no corpo dos niimeros reais.

Quase a totalidade de livros introdutérios de processamento de sinais ja utilizam
sinais complexos em seus capitulos iniciais. Isso ndo acontece por acaso: tal notacao traz um
ganho considerdvel de abstracao e reducdo nos cdlculos, mostrando o poder que dos complexos.
Infelizmente, ao mesmo tempo que hé tal direcionamento, tais contetidos ndo destacam algumas
propriedades importantes que os sinais complexos possuem devido a sua prépria natureza
matematica: a circularidade (ou a falta desta).

A presente secdo capitulo traz exemplos gerais de emprego de notagdo complexa que
descrevem problemas gerais. Também € feita uma introducdo a teoria de sinais e sua notacao

complexa.

3 Equivalem a %dz Adz* = dx Ndy, (com A representando o produto exterior entre as diferenciais complexas).
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2.4.1 Solucoes harmonicas para a equacdo de onda

A seguir veremos como as equacgdes de Maxwell em sua forma diferencial em

coordenadas cartesianas (Griffiths, 2013)

V-D=p, VxE:—aa—]:, (2.32)
V-B=0, V><H:J+aa—]t), (2.33)

possuem solucdes harmonicas determinadas considerando os campos como exponenciais com-
plexas. Para o conjunto de equagdes acima, p representa a densidade de carga do meio, o vetor E
o campo elétrico e B o vetor campo magnético. Além disso, J = oE é chamada de a densidade
de corrente. As relagdes entre os campos sdo dadas por B = uH e D = €E, com tais constantes

supostas conhecidas. O operador diferencial utilizado em coordenadas cartesianas é

—_— —e3. 2.34
ax262+ e €3 (2.34)

As operagdes - e X aqui representam o produto escalar e o produto vetorial respectivamente. Os
vetores e, €, € e3 sa0 0s vetores unitdrios nas direcdes x,y € z respectivamente. Pressupde-se
que o leitor j4 esteja familiarizado com tais operagcdes e notagdes dos cursos iniciais de célculo.

Para a solu¢do harmodnica considere o problema para o campo elétrico cartesiano
E = (E|,E;,E3) = Eje; + E»e; + Eze3. Tal campo pode depender da posi¢do no espago r =
(x1,x2,x3) = x1€] + x2€2 + x3€3 e do tempo simultaneamente, sendo expresso por E = E(r,7). O
mesmo ocorre com o campo magnético B = B(r,1).

A fim de resolver o conjunto de equagdes de Maxwell para o campo elétrico, parte-se
da expressdo para o rotacional (Vx) em (2.32). Aplicando novamente o rotacional, considerando
os parametros isométricos e constantes:

JB JH
VxVxE:—VxE:—quW. (2.35)

Ao utilizar a identidade vetorial V x V x E = V(V - E) — V2E no resultado anterior chega-se a
d
V(V-E)-V%E = —u~ (VxH) . (2.36)

Substituindo a expressao do rotacional para o campo magnético em (2.33), e considerando o
meio livre de quaisquer cargas V - E = 0, além de linear, homogéneo, isotrépico, a expressao
pode ser escrita como:

V(V-E)—V%E = —u% (GE+£aa—I;:) :
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JE J’E
2@ —
V°E=uoc 5 +UE 52 (2.37)

A expressao (2.37) acima € uma equacao diferencial em termos do campo elétrico. A partir
dela é possivel encontrar as solu¢des harmonicas no tempo, também chamadas de estaciondrias
periddicas. Essas solugdes estdo intimamente ligadas ao uso da exponencial complexa (solucdo
harmonica), que facilitam a resolucdo. Para isso considere o campo elétrico da forma complexa

E(r,r) = E(r)e/® . As derivadas em relacio ao tempo sio

oE L
E = j(DEejwt
(&
2
a&—f = —’Ee/® .

A derivada segunda em relagdo a posicao é

V’E = (V’E) &/ .

Substituindo as expressOes anteriores para a derivada na equacao (2.37):

V2Ee/” = (1o joE — uew’E) /" .

A expressao anterior pode ser simplificada caso seja posta na forma

VE-yE=0, (2.38)

com y> = jou (o + jwe). E importante notar que a expressio (2.38) ndo possui derivadas

temporais. A solucdo plana monocromética para uma campo polarizado em x|, que viaja na

diregdo do eixo x3 é E(r) = E(x3)e;, pois satisfaz a equagio diferencial:

0°E .
- —YE=0. (2.39)

dx3

A solugio geral para a expressdo acima é da forma £ = E e" + Ege 3. Tomando y = o + jf3,

tem-se £ = Ee®3e/P%  Eye=®53=7B% cuja parte real é dada por E = Re{Ee/® e, },

E = [E1e% cos (ot + Bx3) + Ege” ** cos (wf — Bx3)] e, (2.40)
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que € a solucdo geral para as condi¢des dadas: é também uma solu¢do harmonica em relacdo
a posi¢do com a presenga de atenuacdo. A solug¢do sem atenuacdo o = 0 para uma onda

unidirecional A =0 €
E =Epcos(wr —fBx3)e; . (2.41)

Procedendo de forma semelhante para o campo magnético verifica que a solu¢gdo € da mesma
forma com a relagdo entre as amplitudes dada por Ey/Hy = 1. A Figura 4 demostra as solugdes

para o caso sem atenuac¢do das equacdes de Maxwell.

Figura 4 — Solucdo harmodnica sem perdas (a = 0) e unidirecional para as equacdes de Maxwell

Mo

A

X2 / —

E = Eq cos(wt — Bx3)é,
B = By cos(wt — Bx3)és

E‘é3=0_, Bé3=0. H=%é3><E

Fonte: elaborada pelo autor.

2.4.2 A transformada de Fourier

Como outro exemplo temos uma ferramenta matemadtica bastante utilizada em proces-
samento de sinais: a transformada de Fourier. Esta é uma transformada integral que utiliza como

nucleo a forma de Euler para nimeros complexos, dada por (Oppenheim; Willsk; Young,1983)

Flo)=Z{f(t)} = / Z f(t)e 7®dr . (2.42)

Com isso uma fung¢do dada pode ser decomposta em componentes harmonicas, como indicado na
Figura 5, indicando a decomposi¢do da funcio representada em vermelho em suas componentes

harmonicas (em azul cada).
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Figura 5 — Transformada de Fourier, que decompde a funcao (dada em vermelho) em suas
componentes harmonicas (em azul)

Frequéncia

Magnitude

=

Tempo

Fonte: elaborada pelo autor.

Com uso das propriedades de derivacdo da transformada, dadas por:

5 {250} jors.o

(S

y{azf(r,t)

T} = —(DZF(I', (O) R

¢ possivel a resolugdo de uma equagdo do tipo (2.37). No caso de uma fungdo real, f(r,¢)

expressao dada por

2 . af(rut) azf(r7t)
Vof(r,t)=uc 3 +ue 32 (2.43)

tem sua transformada calculada por

d 92
7V rte) = po 00 e RO

que equivale a
V2F(r,0) = 4o joF (r,0) — uew’F(r, ) . (2.44)

Essa expressdo é similar aquela encontrada em (2.38), desta vez com y*> = jou (o + joe).

Dessa forma:
V2F(r,0) — YF(r,0)=0. (2.45)

A comparacgdo entre a expressao (2.45) e (2.38) mostra que considerar a solucao harmdnica no
tempo como método de solug@o equivale a encontrar as decomposi¢des periddicas da equagao

diferencial dada.
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2.4.3 Dindmica dos Fluidos

O uso de varidveis complexas e fun¢gdes holomorfas auxilia até no estudo de perfis
bi-dimensionais de escoamentos laminares, comuns no estudo de dinamica dos fluidos. A Figura
6 mostra um desses perfis onde as linhas azuis indicam o campo de velocidades do fluido na
presenca de um perfil circular. O uso de varidveis complexas na andlise de escoamentos desse

Figura 6 — Perfil de escoamento laminar indicando o campo de velocidades ao passar por um
perfil circular

> >

o >

Fonte: elaborada pelo autor.

tipo € possivel devido as equagdes de Cauchy-Riemann representarem as mesmas condi¢des
assumidas para o escoamento, como serd demonstrado a seguir.

Dado o campo de velocidades plano V = (u,v), que descreve a velocidade em cada
direcdo coordenada, pode-se aplicar duas condi¢des ao fluido: V-V = 0 (fluxo sem sumidouros
ou fontes) e VAV = 0 (fluxo irrotacional) (Acheson, 1990). Com isso, o campo de velocidade

exibe intrinsecamente as relagdes:

Ju dv
V‘V—a—f—a—y—o
Jdv Jdu
vav =20 _%" g
AV 9 0

Tais condi¢des sdo exatamente as condi¢des (2.13) para uma func¢io holomorfa do tipo f = u— jv,
que recebe o nome de velocidade complexa. Definir um potencial F' cuja derivada seja igual a

velocidade® facilita a solugdo. Esse campo potencial é uma funco holomorfa F = ¢ + jy dada

4 A existéncia de tal potencial é garantida pela condi¢io VAV = 0.
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pela relacdo:

dF

=1 (2.46)

A velocidade do fluido € encontrada tomando a norma
dF
|V|=!f|=‘d— : (2.47)
Z

A funcao de campo pode ser integrada, definindo caminhos descritos pelo escoamento.

2.5 Sinais e sua representacao complexa

A teoria de sinais e sistemas lineares ndo poderia subestimar a importancia da
representacdo por nimeros complexos (ou vetores). Os sinais sdo essenciais para a transmissao
de informacdes, visto que representam conjuntos de valores que codificam dados a serem
comunicados. Esta se¢do explora as representacdes de sinais tanto reais quanto complexos em

contextos continuos e discretos, com foco particular nesta dltima modalidade.
2.5.1 Sinais reais

Estes utilizam valores reais para representar a informagdo. No caso continuo, um

sinal real escalar € uma funcao do tipo
s(t):ICR—R (2.48)

em que ¢t € [ representa o tempo que flui continuamente em um dado intervalo /. Um sinal escalar

discreto € uma sequéncia do tipo
sinj]="1CZ—R, (2.49)

para um intervalo / de tempo discreto n. A seguinte notacdo serd adotada: sinais continuos
dependerao de tempo por “()” ao passo que os discretos por “[]” ou por um indice s,. Os sinais
podem ter uma duracg@o finita ou ndo, por isso a escolha de um intervalo para representa-los. A
Figura 7 ilustra dois exemplos de sinais em um intervalo especifico, representando tanto o caso
continuo quanto o discreto de uma funcao exponencial. O sinal discreto é uma versao amostrada
do sinal continuo, onde valores igualmente espacados no tempo 7" (periodo de amostragem) sao

selecionados a partir do sinal original, conforme a equag@o s[n] = s(nT).
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Figura 7 — Exemplos de um sinal f(¢) =exp(—a -t) em (a) e em (b) como uma versao amostrada
do caso continuo com 7" = 1 unidade de tempo

b) Exemplo de sinal discreto parar
a) Exemplo de sinal continuo sp =exp(—ot-n) paran € {0,...,N —1},
s(t) =exp(—o-t) para0 <t <20e o =0.2 N=20eoa=0.2.

1 T T T 1

0.8 1 1 0.8

0.6 B 06

s(t)
s[n]

0.4 q 04

0.2 q 02

, | | | . HHHTTTMH

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t n

Fonte: elaborada pelo autor.

2.5.2 Sinais complexos

Como extensao do caso real, um sinal complexo escalar real € uma fung¢ao do tipo
s(t):ICR—C, (2.50)

resultando em uma parametriza¢do da forma s(¢) = x(z) + jy(r), com x(r) e y(z) reais. De forma
andloga, um sinal complexo escalar discreto € uma func@o que depende de valores inteiros de

tempo de forma que
sln]:1CZ—C, (2.51)

com a forma cartesiana complexa s[n] = x[n] + jy[n], para x[n] e y[n| discretos.

Um exemplo de sinal continuo complexo é s(t) = cos @t + jsin wf, que pode ser
visualizado na Figura 8 a seguir. Na figura é possivel visualizar o sinal ao longo do tempo
como uma helicoide, o perfil da trajetoria que corresponde ao plano complexo e os perfis
correspondentes aos eixos real e imagindrio em funcdo do tempo.

Como exemplo de sinal discreto, seja s[n] = cos(an) + jsin(on) para um dado
intervalo. A parte real do sinal esta representado na Figura 9 que representa a componente real e
sua dependéncia do tempo discreto n. A Figura 10 (a) mostra o perfil do sinal dado e em (b) seu

comportamento com o tempo.
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Figura 8 — Representacio grafica de um sinal do tipo s(¢) = /®! = cos @t + jsin ¢

I

i

Fonte: elaborada pelo autor.

A vantagem da utiliza¢do da forma complexa em vez de um par cartesiano para

sinais reside na capacidade de empregar a forma de Euler:
s[n] = r[n]cos @[n] + jr[n] sin O[n] = r[n]e’®M . (2.52)

Isso simplifica drasticamente os cdlculos devido as propriedades da exponencial. Por exemplo,

uma modulagdo (multiplicagc@o de sinais) é facilmente representada por:
ael® . pelP = ab . eI(*HB) (2.53)

Além disso, a integracdo e diferenciacdo de exponenciais obedecem a resultados simples, como:
de®) _ i (2.54)
do

Exponenciais oferecem uma abordagem mais conveniente ao utilizar a transformada de Fourier
ou a transformada Z (ou a transformada de Laplace no caso continuo). Essa € a principal
razao pela qual os sinais sao introduzidos como valores complexos em livros introdutérios de
processamento de sinais e sistemas.

O préximo capitulo explorard a parte algébrica desta dissertacao, proporcionando

uma descricdo abrangente de filtros amplamente lineares em conjunto com 0s sinais complexos

discutidos anteriormente.
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Figura 9 — Parte real de um sinal discreto do tipo s[n] = cos(an) + jsin(on), ou seja Re{s[n|} =
cos(an), para um periodo de amostragem de 7 = /20, intervalo de tempo de 0 <7 < 67 e
a=1

L2 it | Ak | o
t al

Bl e B 4

0.5 HlflL. }g{ -
a

Re{ s[n] }

|| |be H|| b |||
y by | gethid Rl
0 5 10 15 20

t (each unity of t represents 20/t samples)

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 10 — Um exemplo de sinal periédico discreto do tipo s[n] = cosn+ jsinn para 95 amostras

a) Perfil do sinal mostrando sua distribui¢ao b) Variagdo com o tempo do sinal. Nesta
espacial figura o eixo vertical representa o tempo
[ * F—r *
* *
* *
* * 20
* * %*ik
05 . 5 s ****¥*****%*** ¥
* + x ¥
* %
— * * *5 E I s K%
& 0 * & ~ 10 **ﬁﬂm******%**%%g
E * * 5 % o **
* * *:***%**Z * % *** ** **j* X E
0 o
05} ** ** ) oy ****
Foh ey oxox ox * 4
* *
* *
AP A S Im{ sfn]}
1 05 0 05 1 oA
Re{ sinl }

Fonte: elaborada pelo autor.
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3 VETORESE TRANSFORMAC()ES AMPLAMENTE LINEARES

Transformagdes lineares sdo de grande importancia em diversas dreas do conheci-
mento. Elas permitem, em um certo intervalo, aproximar o comportamento de sistemas mais
complicados. Sem elas as descri¢cdes e cdlculos exigiriam estudo mais amplo, um maior poder
computacional, enquanto modelos lineares permitem uma boa aproximacao e simplicidade. Esse
capitulo introduz de forma concisa essas transformacdes seguida de sua versdo amplamente
linear. Em sequéncia sdo apresentadas as relagdes entre produtos internos e formas quadraticas.

Por dltimo € introduzida a diferenciacio de vetores e matrizes em varidveis complexas.

3.1 Transformacoes lineares

Os sistemas lineares desempenham um papel crucial na analise de sistemas, sendo
introduzidos aqui através dos operadores lineares. Esses operadores sdo fundamentais para
representar transformacdes entre espacos vetoriais, podendo ser expressos de forma matricial
quando as bases dos espacos envolvidos sdo selecionadas. Uma transformacao linear é um
conceito matemadtico que mapeia vetores de um espago 7% para outro espago ¥'. Denotada
como A : % — ¥, uma transformacao linear é definida de modo que A obedeca as regras da

linearidade, que sdo:

Alu+w)=A(u)+A(W), 3.1
chamada de regra da adi¢do, e

A(au) = aA(u), (3.2)

chamada de regra da multiplicacdo por um escalar. Essas duas regras devem ser vélidas para todo
u,we % eac %, o corpo sobre o qual o espago vetorial estd definido. Fixados os vetores bases
de % e V', o operador A pode ser representado unicamente por meio de uma matriz, determinada
pela atuagdo do operador sobre os vetores base do espaco considerado. Sejam {uy,...,u,} C %

e {Vi,...,Vm} C ¥ bases de % e ¥ respectivamente, tem-se

A(w) =Y auvi , (3.3)
i=1
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que permite determinar os elementos ay;. Estes podem ser dispostos em uma matriz m X n e

representa o operador A nas bases utilizadas,

ar ain

aml tee Amn

Sejam os espagos vetoriais %4 em que os vetores W, € %, parak € 1,... N, sdo definidos sobre

o corpo .%. Uma transformacéo A sobre produtos de espagos do tipo
A:%lx---x%N—)ﬁ, (3.4)

¢ chamada de forma multilinear se esta atua da forma A(uy,...,uy) = a € ¥ e satisfaz as
condicdes das equacdes (3.1) e (3.2) em cada um dos operandos.

As transformagdes lineares, juntamente com a defini¢do de soma (A + B)(u) =
A(u) 4+ B(u) e de multiplicagdo por um escalar (aA)(u) = a(A(u)) formam um espaco vetorial.

Os funcionais lineares, dado pelo conjunto de formas lineares (3.4)
LI%}X“-X%N—)@, 3.5

sao um exemplo desse espaco, chamado de dual do espaco dado. A seguir um funcional
importante € apresentado em forma de exemplo.

Exemplo de forma bilinear (matriz métrica): Dado o funcional linear g : R" x
R" — R, a matriz associada a este ¢ chamada de matriz métrica. Sejamu =Y uze, e v=Yy,ve

pertencentes a R"” com e; como base. Utilizando as propriedades da linearidade tem-se
k[ k.1
glu,v) =Y uVg(ere) =Y gy .
k,l k,l

Os coeficientes gx; = g(e, €;) (como atuam nos elementos de base do funcional) definem a forma
bilinear dada. No caso em que gy = &y, com

1, k=1
S = (3.6)

0, k#I,
a forma define o produto interno canénico em R". Isso conclui o exemplo.
Funcionais lineares sdo importantes pois com eles se definem as formas diferenciais,

co-vetores sobre uma dado espaco.
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Operadores lineares sdo utilizados nesse trabalho tanto para relacionar espagos reais
e complexos quanto para a linearizagdo de espacos mais gerais por meio de diferenciacgao.
O primeiro caso serd visto a seguir, enquanto o segundo serd conduzido junto do estudo de

variedades diferencidveis posteriormente.

3.2 Relacdo linear entre variaveis real e complexa

O Capitulo 2 mostra como nimeros complexos escalares se relacionam com sua
parte real e imagindria, com a defini¢do do par (z,z*) € C2. Essas novas varidveis permitem o
uso do cdlculo CR (a diferenciacdo sobre fungdes complexas, ndo necessariamente holomorfas)
resultando nos operadores (2.19). Esse capitulo lida com esse tipo de relacdo entre as coordenadas
do ponto de vista de transformacdes lineares, relacionando varidveis reais retangulares com

varidveis complexas, a partir da relagdo matricial (Schreier; Scharf, 2010)

z 1 j X
_ / . 3.7)
4 L —jl |y
A matriz
L
T— J (3.8)
I —j

representa a transformacio R? — C2 dada que levam os vetores canonicos e; = [I 0]7 e

T

e; = [0 1]7 nos vetores complexos [1 1]7 e [j — j]7, respectivamente. A matriz T possui

inversa dada por:

1 1

T ' = (3.9)

1
21-i i

Essa inversa obedece a relagio T—! = %TH . O sobrescrito H indica o hermitiano (transposto
conjugado) da matriz ou vetor. Espacos na forma do par (z,z") sdo chamados aumentados e
indicam a representa¢do complexa de um espago real (x,y). A se¢do a seguir generaliza o esse

conceito para o caso de dimensdes maiores que dois.

3.3 Vetores e transformacoes amplamente lineares

Espacos complexificados sempre terdo dimensao par por constru¢do. As transforma-

¢coes amplamente lineares sdo uma extensdo natural do caso anterior, relacionadas com vetores
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aumentados do tipo

<]

Z Z
= ™. (3.10)

z* 7

Z

Existem (2n)! arranjos possiveis para a constru¢do de um vetor aumentado. Uma abordagem
comumente utilizada é representada por (21,2}, ...,2x,2;]! , alternando entre cada elemento € seu
conjugado. Embora seja possivel adotar outras construgdes, este trabalho dard preferéncia a
forma (3.10) acima, pois nela é vidvel agrupar as n primeiras entradas [z1,...,z,]7 como z e as n
entradas restantes [z},...,z:]7 como z*, simplificando a notagéo.

No caso complexo (ndo-aumentado) hd um isomorfismo entre espacos vetoriais
complexos e reais. Dados os vetores z =X+ jy e w =u+ jvcomX,y,u,v € R" estes podem

ser relacionados por uma transformacao dita C-linear da forma

em que z,w € C" e A € C"*". Esta transformagdo é isomorfa a sua versdo R-linear, por meio de

vetores reais compostos

A =A,+ jA; entdo

A, —A;
A, A,

Ap =
2nx2n

A transformacao acima recebe o nome de composta descomplexificada de A (Lima, 2008).

O par complexo aumentado (z,z"), representado por
T
z= = [zT z”] , (3.12)

serd denotado pelo sublinhado z € CEN , como em (Schreier; Scharf, 2010). E possivel relacionar

um vetor R-linear (aumentado real) e seu equivalente complexo aumentado, de forma semelhante
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a (3.8) com uso de vetores compostos

// I JI X

z" I —jIf |y
em que I indica a matriz identidade n X n. A matriz composta acima € uma transformacao linear
e permite transitar entre a representacao aumentada real e a aumentada complexa. Representa-se

essa matriz por

3 (3.13)

2nx2n

com TT” = THT = 21,,,.»,. Dada uma transformacao linear real composta My, 2,
=M ,
v y

sua representacao complexa aumentada é

x| 1
w=TM ZETMTHZ:ﬂg.

y

A matrizH = %TMTH , de dimensao 2n x 2n, € chamada de matriz aumentada de M. Note que

M;; Mp
My My

com My, para k,l = {1,2}, representa uma transformagio linear qualquer, e nio um isomorfismo
entre uma transformacdo de espagos C-lineares e espacos R-lineares. Caso essa matriz represente

tal isomorfismo tem-se

A O
0 A*
levando a representacdo complexa usual (3.11). Caso seja uma representagdo de uma transforma-

¢do qualquer

| H, H
H—-TMT/ = | ' 7 (3.14)
2 H; Hj

levando a representacdo amplamente linear

w . H1 H2 ¥/ (3 15)
w* H, Hj| |z ,
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em forma compacta expressa por
w=Hz. (3.16)

E interessante notar que a primeira linha da expressdo (3.15) fornece a forma néo prolixa da

transformacdo amplamente linear
w=H;z+H,z" . (3.17)

A segunda linha € o conjugado da primeira, devido a constru¢do empregada. A relagdo entre a

versdao composta e aumentada da matriz é dada por
1 :
H =7 [Mi1 + Mo+ j(M21 —Mi2))]

€

1 )
H, = 2 M1 —Mn + j(My +My2)]

de acordo com (3.14), permitindo a relacdo entre as formas lineares usuais e as amplamente

lineares.

3.4 Produtos internos de vetores aumentados

E possivel relacionar produtos internos em sua forma real composta e sua forma

complexa aumentada. Sejam os vetores compostos reais:
X = e’ y = 5 (3. 18)

onde x,,X;,y,,y; € R". Esses vetores compostos sdo relacionados com os vetores complexos por
u=Xx,+jx;, v=y,+ jy; € C". Com isso a relacdo entre produtos internos candnicos real e

complexo serd dada por:
x'y = Re{u’’v} .
J4 entre os vetores aumentados e real € expressa como:

1y 1 room T

—u'v==xT =x"y.

Suv=7 Ty y

A relagdo entre vetores aumentados e real € dada por u = Tx e v = Ty. A relacdo entre as

expressoes para o produto interno podem ser colocadas de forma geral por

1
x'y =Re{uv} = EgHy , (3.19)

A expressao representa a equivaléncia entre os produtos internos em uma s expressao.



49
3.5 Formas bilineares

Com o auxilio do produto interno discutido na se¢do anterior, torna-se possivel
construir formas bilineares, as quais desempenham um papel crucial em estatisticas de segunda
ordem, métricas de espacos mais gerais, entre outros contextos. Dados os vetores compostos
x e y conforme definidos em (3.18), uma forma bilinear € representada por um funcional m da

forma:
T
m(x,y) =x' My .

A matriz M é uma matriz simétrica dada e caracteriza a operacdo. E possivel escrever a equagdo

anterior em termos de vetores e matrizes complexificadas por meio da matriz (3.14), com isso:

+TAT TAT 1, TMTH

T
My = =—-(Tx)" ———

que resulta na relacao

x'My =-uHyv. (3.20)

1
2
Na forma acima as matrizes se relacionam por H = (TMT?) /2, semelhante ao resultado (3.14)
pois o produto interno € também uma forma bilinear. As matrizes aumentadas usadas em formas

bilineares sao importantes em aproximagdes de segunda ordem de func¢des vetoriais ou fungdes

custos de filtros lineares.

3.6 Derivadas de vetores e matrizes complexas

O Capitulo 2 mostra como formar derivadas a partir de valores escalares complexos.
Nessa secdo serd apresentada uma forma de compactar a notacao e escrever as derivadas em
funcdo de operadores vetoriais. Para uma funcio do tipo f(z) : CY — C, comz = (z1,22,...,2n) €

CN, as derivadas sdo definidas como vetores linha! como:

of _ [8f a7 9 _ [8f ) eV (3.21)

=9/ 9 e 97
az 821 DRI aZN az* aZT LR az}kv

Essas sdo as formas vetoriais das derivadas de Wirtinger, em que cada elemento € dado pela

expressao (2.19), formando um co-vetor. Co-vetores serdo descritos como vetores linha no

' As derivadas serdio consideradas linha para corresponderem as componentes de uma forma diferencial.
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presente trabalho”. Pode-se definir os operadores como vetores colunas pela notagio

9 g_f
8zl ZT
af af N
— = : —— =1 | eC". 3.22
oz’ ' © ot ' (3:22)
9f 9f
Jdzn az;,

Estes ndo devem ser confundidos com o gradiente em notagdao complexa: representam a escrita

em coluna dos operadores definidos em (3.21), de acordo com as relagoes

of\T 9
(a—];) = % (3.23)
c

of\T 9
(82]1) - aTJ; ) (3.24)

para f real. Em relacdo a operacdes de conjugacdo, como hermitiano, é possivel relaciona-las

diretamente, ainda com f real, por
If\"_ 9f
= | === R.

(81) ozH’ fe

A derivada de fungdes vetoriais do tipo f(z) : C¥ — CM sio definidas por

or _[an
dz* Az} ’
JIMxN

para as i-ésimas linhas e j-ésimas colunas. E interessante notar que a operacdo de derivagio
sempre aumenta o posto em relagdo a fungéo operada. Para matrizes como A(z) = [A;j(w)] €
CM*N a derivada é calculada elemento a elemento por
oA {8Ai J}

dz* MxN

dz*
Caso a matriz seja a variavel de derivacio para uma funcio do tipo f : C¥*N — C a derivada é

definida como

df | 9f

— Z (CMXN‘
oz~ |3z A€

MXxN

Com essas definicdes € possivel o cdlculo de derivadas de vetores nas formas citadas
nesse capitulo sem a necessidade de se trabalhar com as partes reais e imagindrias, tanto no
caso de func¢des holomorfas como nao holomorfas, diretamente em notagao complexa. Alguns

exemplos importantes de derivacdo sao mostrados a seguir
2

Um operador linha e pertence ao espago dual. O gradiente é a versdo vetorial do operador dado como serd visto
adiante.
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3.6.1 Exemplos do uso dos operadores complexos

A fim de exemplificar e adiantar alguns dos cdlculos presentes nesta dissertacao,
foram escolhidos os exemplos mais comuns e suas derivadas dadas pelas expressoes (3.21) e
(3.22) vistos na secdo anterior. Tais expressdes serdo tteis nas equagdes de otimizagdo presentes
em filtros complexos que possuem funcido real a ser minimizada com coeficientes complexos. Os

dois primeiros exemplos s@o produtos internos enquanto o ultimo € uma forma quadratica geral.

3.6.1.1 Derivadas para fungées do tipo f(z,z*) = az.

A funcgdo dada é complexa e representa o produto interno hermitiano, podendo ser

escrita nas formas matricial e em funcao de seus elementos como

<1
N
fz,2")=a"z= [a’f a}k\,} =) g (3.25)
k=1
iN

para uma dado vetor complexo a constante. A partir das relacdes (3.21) para o cdlculo da

derivada néo conjugada, a derivada para um elemento genéricom € {1,...,N} é dada por:
— == @z | =) a=—.

Como dz;/dzm = Om» a expressdo anterior pode ser simplificada para

0 N

o _ Y ;6 =aj, . (3.26)
=

Entdo com os elementos dados pela expressao (3.26) é possivel construir o vetor linha de
derivadas como

%z[g—zf; %}:[ai‘ a;]. (3.27)

A derivada da expressdo em relacdo a varidvel vetorial ndo conjugada pode ser escrita de forma

vetorial como segue:

a(aHz)_ H
ar) it (3.28)

Essa expressdo indica a derivada da funcdo f em relacio ao vetor z, resultando no vetor transposto

conjugado de a.
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Derivando mesma expressao (3.25) agora em relagdo a varidvel conjugada:

0 0 N9
/o (Z’a"zk> Zkazzk

a Zm a Zm

Dessa vez a derivada da expressdo em relagdo a varidvel vetorial conjugada € escrita de forma
vetorial por:

d(aflz)

W 0 (3.29)

Utilizando as relagdes (3.23) e (3.24), tem-se as derivadas em suas versdes colunas

d(al'lz) d(Ta")

S =g =a (3.30)
€

a H

%:o. (3.31)

Com isso foi descrito as possiveis derivadas vetoriais complexas de primeira ordem para uma

fungdo do tipo f = afz.

3.6.1.2 Derivadas para fungées do tipo g(z,z*) = z"a.

Reescrevendo novamente a fun¢do em termos de seus elementos

ai
" N
* . *
8(z,z") =z a:[z{ zl*v} =) ar (3.32)
k=1
aN
Com isso € possivel proceder de forma semelhante aos cédlculos anteriores. A derivada do

m-€simo elemento ndo conjugado individual é:

)

N N *

8 J * azk
_— a p— a — O
9Zm  9Zm (,; Zk k) k; *0zm
Na forma vetorial

d(za)
oz

=0. (3.33)

A derivada em relacdo ao conjugado é dada por:

Jg N9z
e (;Zkak> Zkazzi—am.

8zm =
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J4 na forma vetorial expressa por:

o ax ]

98 _[ag ﬁ]
g Lo o

De forma compacta a derivada em relagdo ao conjugado vetorial é

d(zfa)

Como regra geral a derivada eliminaria o termo conjugado, mas o operador deve ter o formato
linha. E preciso deixar a fun¢do com o termo z* em forma de coluna, longe da operagdo de

T

transposicdo. Isso pode ser feito reescrevendo z/7a = a’ z* e entio

d(z"a) _ d(alz") _T

Jz* Jz*
Novamente através das expressdes (3.23) e (3.24), as derivadas em versdo coluna siao

d(z"a)

“oaT Y

e a versdo conjugada

d(z/a)

S = A (3.35)

Observe que, como a derivada em relacdo a variavel conjugada (3.35) ndo se anula, a funcao

g = zMa ndo é holomorfa.

E interessante observar que tanto a’’z e z/’a sdo fungdes que levam de valores
complexos a valores complexos: a primeira € uma func¢iao holomorfa de acordo com (3.31).
Individualmente ambas expressdes ndo podem representar uma funcio real mas a soma a'’z +

zHa = 2Re{a’’z} em geral é utilizada em funcdes de valores complexos no corpo dos reais.
3.6.1.3 Derivadas para a forma quadrdtica h(z,z*) = z/"Raz.

Esse exemplo é importante pois apresenta a derivacdo de uma expressao quadratica.
Dada uma matriz R = [ry]yxn com ry; € C, colocando na forma vetorial e em notagio de indice,

a funcao pode ser escrita como:

rnr ... TN <1

N
h=2"Ra=|z ol t o | = X g (3.36)
k=1
rniy ... INN IN
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Nesse caso, 0 m-€simo elemento da derivada €

oh 0 N N N

* * *
— = Y gz | =Y Grudm=Y, %irim -
Izm  Izm \ 42 k=1 k=1

Com cada elemento individual € possivel construir a forma matricial da expressao por:

8h ri v ' N
oz [Zivzlzzrm Zf{\':lzzrkzv] = [ZT z}kv] U (3.37)
N1 ... I'NN
que equivale a forma vetorial compacta
d(z"R
(Zaz Lo iR. (3.38)

Para o célculo da derivada conjugada o procedimento é similar. A derivada do

m-€ésimo elemento é

oh 3
az;,kl N 81;51

N N N
*
Y gz | =Y, Swrwz =Y rmiz
k=1 k=1 =1

que resulta no vetor linha

dh
o [Zé\’:lrllzl Zé\leerZl}' (3.39)

Note que esse vetor linha € o mesmo resultante da operacao

T
riim ... TIN {1
N N - - : : —7IRT
[lelr”zl Z[:]erZl = : . : : =z R" .
rnNyit ... TI'NN IN
Com isso a expressao para a derivada é
0z Rz
= =z'R". (3.40)
dz*

Este resultado pode ser obtido seguindo uma regra geral na qual primeiro isolamos o termo z*
expressando-o como i = 2Rz = 2"R7z*, e em seguida, tomamos a derivada, eliminando o
termo conjugado (varidvel presente no denominador). Em termos vetoriais, isso é representado
por:

d(z'RTz*)

ToT
=z R" .
0z* z
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Utilizando as equacdes (3.23) e (3.24), as derivadas no formato coluna da forma quadratica sdao

dadas por:

d(z""R d(z'RTz*
(z"Rz) _ (z'R"z") RS (3.41)
oz’ oz’

e sua versao conjugada € dada por:

d(z"Rz)

Da mesma forma que os produtos internos, esta forma quadratica é uma funcdo de valores
complexos em complexos. No entanto, caso a matriz R utilizada seja simétrica, os valores

resultantes da forma quadrética serdo reais.

3.6.1.4 Resumo geral das regras de derivacdo vetorial

A partir dos exemplos anteriores € possivel agrupar os resultados de acordo com

a Tabela 1, apresentada a seguir. Uma regra de derivacdo notdvel € a seguinte: ao calcular a

Tabela 1 — Derivadas para fun¢des
de primeira ordem e quadratica. As
linhas indicam a fung¢@o e as colunas
o tipo de derivada calculada

1 2 3 4 5
9 d 92 | 9
Jz dz* dzT dzf

allz afl 0 a* 0

zfa 0 a’ 0 a
2Rz || z'R | 2’R” || R7z* | Rz

Fonte: elaborado pelo autor.

derivada, elimina-se da funcdo a varidvel do mesmo tipo que estd presente no denominador,
sendo necessdrio reescrever a fungio de modo a evidenciar corretamente os tipos envolvidos. E
importante observar que, devido as expressoes (3.23) e (3.24), as colunas 2 e 3 correspondem
as versoes transpostas das colunas 4 e 5, respectivamente. Essa regra se aplica igualmente no

caso de derivadas vetoriais, como por exemplo, para f = [f] --- fy] =z R, um vetor linha. A

derivada € dada por:

gfl %fN

4 4

N Ton ool o (3.43)

oz dzH ozH ) ) ) ’ '
dfi I
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onde o m-ésimo elemento da fung@o € f,, = } ;2 rin. A derivada de cada termo é dada por:

A fm B 0 o\
31}2 = az,t Zi:zi Tim | = Fin - (3.44)

Substituindo a expressdo (3.43) em (3.44), é possivel isolar a matriz R, ao eliminar a varidvel z,

COmo exXpresso em:

rny - TN

o _|. - |=r.

oz
N1 -+ TNN
Essas derivadas serdo fundamentais na otimizacdo de fun¢des quadrédticas comuns em filtros

adaptativos, como veremos posteriormente.

3.7 Nomenclatura de Vetores e Matrizes

Para garantir clareza na descri¢do dos vetores e matrizes utilizados neste trabalho, é
util abrir uma breve secao sobre a nomenclatura adotada. As diferentes formas de organizagdo
sdo resumidas nos seguintes casos:

— Real: Representado por x € RV, que é o vetor real padrio.

— Composto (real): Denotado pelo vetor

X

c e RN |

y

onde x,y € R" sdo vetores reais.
— Complexo: Representado porz € CV.

— Aumentado: Utilizado para vetores como

€ para matrizes como

M N
N* M*

Normalmente, vetores e matrizes aumentadas sao representados com um sublinhado, a

menos que seja explicitamente declarado, como no Capitulo 7.
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— Composto (complexo): Representado por

Z. = ‘ eCc® ,
w
onde z, w € CV sio vetores complexos. Similarmente ao caso anterior, o composto também
pode ser colocado na forma aumentada, como z.. Isso € conhecido como composto
aumentado, que essencialmente duplica a dimensao do caso composto.
Assim, encerramos este capitulo, cujo objetivo foi estabelecer o fundamento al-
gébrico essencial para compreender sinais complexos. No proximo capitulo, exploraremos

conceitos fundamentais de estatistica complexa, os quais se apoiardo em alguns dos conceitos

apresentados aqui.
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4 ESTATISTICA COMPLEXA

O estudo estatistico desempenha um papel crucial na andlise de sinais. Na realidade,
todos os sinais do mundo real enfrentam a presenca inevitdvel de ruidos, interferéncias e atrasos,
todos eles provenientes de fontes diversas. Este capitulo explora ferramentas estatisticas com o

objetivo de analisar caracteristicas de ndo-circularidade, como serd detalhado posteriormente.

4.1 Variaveis Aleatérias Complexas

Varidveis aleatorias reais fornecem a base para a compreensao e defini¢do de varidveis
aleatérias complexas. Assim, uma introducdo a essas varidveis € realizada com o intuito
de estabelecer notacdes e definicdes gerais sobre o assunto. Primeiramente, o conceito de
varidveis reais escalares € definido. Em seguida, essas varidveis sao abordadas como varidveis

bidimensionais conjuntas, uma vez que as varidveis complexas sdo definidas da mesma forma.
4.1.1 Variaveis aleatorias unidimensionais reais

Uma varidvel aleatdria real € uma fung¢do que mapeia resultados possiveis de um

conjunto de eventos em valores reais. Mais precisamente, ¢ uma fungdo do tipo:
X: Q>R (4.1)

onde Q € o conjunto dos eventos possiveis, e X a funcio arbitraria que mapeia cada @ € Q. Como
exemplo trivial, sdo considerados os possiveis resultados ao lancar uma moeda, representados
pelo conjunto Q = {@; = cara, @, = coroa}. Pode ser atribuida uma fungao (de escolha arbitraria)
que mapeia esse conjunto de possibilidades para o conjunto dos nimeros reais, exemplificado
abaixo:

0, =-cara
X(w) = 4.2)

1, @ =coroa.
E importante observar que este mapeamento poderia ter sido escolhido de forma diferente; o
essencial € que tal escolha seja biunivoca. De maneira geral, o conjunto € é frequentemente
omitido, e trabalha-se com a varidvel aleatéria X. A cada evento (valor da varidvel) estd associada

uma probabilidade, e consequentemente, a cada varidvel aleatoria também.
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4.1.2 Varidveis bidimensionais e Complexas

Para iniciar o estudo de sinais complexos, € necessario estabelecer a defini¢ao de
uma varidvel aleatéria complexa, representada por Z = X + jY : Q — C, onde Q € um espaco de
eventos complexos e tanto X quanto Y : Q — R sdo varidveis aleatdrias reais definidas anteri-
ormente. Devido a impossibilidade de ordenacdo dos nimeros complexos, as probabilidades e
densidades sdo calculadas como varidveis conjuntas.

Considerando X e Y como varidveis continuas unidimensionais, a funcao de distri-

bui¢do cumulativa é definida por
Fz(z) 2 Fyy(x,y) =Pr(X <x,¥ <y)

enquanto a fun¢ao de densidade de probabilidade é expressa como

A 0°F.
f2(2) = fxy(xy) = ﬁ(j) :

A partir destas defini¢des, podemos calcular as médias de Z, dadas por
E{Z} =E{X}+ JE{Y}.

No caso discreto, em que X e Y sdo varidveis aleatdrias discretas, a média de Z é

calculada como

E{Z} =Y Y zpxy(xy)

onde px y(x,y) = Pr(X =x,Y =y) representa a distribui¢do de massa conjunta.
Além disso, é importante mencionar a possibilidade do caso misto, no qual uma
das variaveis € discreta e a outra € continua. No entanto, este caso nao sera abordado nesta

dissertacdo.

4.2 Circularidade e Propriedade

Dois conceitos fundamentais na andlise de sinais complexos sdo descritos de forma
geral a seguir. Esses conceitos servirdo como base para a construcdo de definicdes relacionadas
a modelagem de sinais complexos circulares e ndo circulares.

— Circularidade (associada ao conceito de ndo-circularidade): Uma varidavel complexa

Z = X + jY é considerada circular se a distribuicdo de probabilidade de Z for a mesma
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que a distribui¢dio de sua versdo rotacionada e/¢Z para todo ¢ € [—, 7). Esta definicdo
requer que todos os momentos associados a distribuicao sejam conhecidos e iguais nas
partes reais e imagindrias para cada ordem de momento, além de exigir que os momentos
cruzados sejam nulos. A ndo-circularidade é o oposto dessa definicdo.

— Propriedade (associada ao conceito de impropriedade): Considera apenas estatisticas de
segunda ordem e permite uma caracterizac¢ao simples de distribui¢des gaussianas bivariadas
(sejam escalares ou vetoriais). A propriedade € essencialmente a mesma definicdo de
circularidade, porém levando em conta apenas os momentos de segunda ordem.

Para o caso de distribui¢des gaussianas (que possam ser deslocadas para a origem,

ou que tenham média nula), circularidade e propriedade sdo conceitos equivalentes.
4.2.1 Circularidade de distribuicdes gaussianas

Nesta se¢ao do trabalho, abordamos as defini¢cdes de circularidade e distribui¢ao
gaussiana, comegando com o caso bivariado e, em seguida, avangando para o caso vetorial. Essa
abordagem visa consolidar as definicdes anteriores de propriedade/impropriedade, que serdo

utilizadas ao longo do trabalho.
4.2.1.1 Caso bidimensional

Para caracterizar distribui¢des gaussianas os momentos de segunda ordem sao re-
queridos (conhecendo-se a média). Essa se¢cdo mostra como se da essa caracterizagdo para o
caso bi-dimensional, com uso de varidveis aleatérias complexas, relacionando também com a
descricao real.

Uma distribui¢do gaussiana (normal) com média nula e matriz de covaridncia dada

pelas seguintes esperangas:

2
o Oxy
e T (4.3)
Oxy Oy

é representada pela notagio .4 (0,Zxy), onde 67 = E{X?}, 67 = E{Y?} e oxy = E{XY} sdo
os momentos de segunda ordem. O coeficiente de correlagdo é definido como:

Oxy

=7
Ox\/ Oy

onde |p,| < 1, representando a relacdo entre as varidncias e a covariancia. A fungio de densidade

4.4)

que descreve a distribuicao gaussiana conjunta com média zero e caracterizada pela matriz de
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covariancia real (4.3) é dada por:

1 1
fr(x,y) = — vz . (4.5)

HaE | 2

Uma distribui¢c@o gaussiana é dita prépria se oxy =0e G)% = o3.

E possivel representar os momentos de segunda ordem também com uso de varidveis
complexas. Seja a varidvel aleatéria Z = X + jY, com X e Y varidveis gaussianas unidimensionais,

a variancia complexa é

rzze =EB{ZZ*} =E{|Z|*} = 6 + 52 .

Apenas com o valor de rzz+ ndo € possivel determinar os valores individuais para G}% ou G%

separadamente. Nem mesmo o valor de oxy € mencionado nessa expressdao. A introdugdo de
mais uma equagdo permite determinar todos os momentos reais. Esta é denominada pseudo-

covariancia, dada por:
2 2 2, .
rzz :E{Z } = Oy —GY+]26XY .

Com ambas as equagdes em maos, € possivel determinar todos os valores reais que caracterizam
a distribuicdo gaussiana bidimensional. E importante notar que a pseudo-covaridncia pode
ser um nimero complexo, enquanto a covariancia € sempre real. Podemos definir o fator de
circularidade complexo, p. = rzz/rzz+ como em (Li; Adali, 2012), o qual estd relacionado com
o coeficiente de correlacdo (4.4) através de (Ollila, 2008). A relacao entre esses dois coeficientes

¢é expressa por:

Im{p.}

Pr=—F——r="
v 1-Re{p}
A partir das defini¢des anteriores, tomando o fato que a matriz de covariancia real

(4.3) pode ser construida da forma composta por

Yxy =E );[X Y] :

€ possivel construir a matriz de correlacdo aumentada

gl |? -[z Z*} _ | T (4.6)

A (rzz)* (rzz*)”



62

A distribui¢do (4.5) em termos de varidveis aumentada € escrita como

1 11z
Pk A2 | (4.7)
Z

N 1
fZZ*(Z,Z ) = W ().

evidenciando o uso de coordenadas complexas para representacdo da gaussiana real. O caso

circular, em que rzz = 0, implica diretamente nas condi¢des oxy =0 e 6,% = G% e a densidade é

escrita como (Amblard; Gaeta; Lacoume, 1996):

fzz:(2,2") = ﬂ%zzexp {—G%zk\z} :

A notagcdo aumentada da distribuicdo permite o uso da dlgebra e diferenciacdo complexas,
utilizando os operadores como (3.21). No entanto, ao contrario, a integracdo nao pode ser
diretamente realizada em (z,z*) por falta de defini¢io de caminhos em C2. As curvas de nivel

para as distribui¢des (4.5) ou (4.7) podem ser vistas na Figura 11, em (a) qualquer rotagio passa

Figura 11 — Curvas de nivel para distribuicdo gaussiana bivariada de média zero

a) Gaussiana circular para 07z = 0 com b) Gaussiana nao-circular para p, = 0.8 e
0;=2 0;=2
15 1 15 4
10 1 10 -
05 A 05 A
0.0 1 0.0 -
-0.5 -05
-1.0 1 -1.0 -
-1.5 A -1.5 A
2.0 T T T 2.0
-2 -1 0 1

Fonte: elaborada pelo autor.

desapercebida enquanto em (b) observa-se que qualquer rotacdo em torno da origem leva a uma

distribuicdo diferente.
4.2.1.2 Caso vetorial

Para um dado vetor aleatério Z = X + jY € C¥ com média nula, onde cada compo-

nente € uma varidvel aleatoria real, podemos escrever de forma compacta a matriz de correlagdo



63

aumentada utilizando o vetor aumentado Z = (Z Z*) (3.12). De forma similar a (4.6), temos:

- E{77"} E{Z271"} R R
R=E{ZZ"} = = ; (4.8)
E{Z2Z7}* E{ZZ"}* R* R*

onde R € a matriz de correlacdo aumentada, com dimensdo 2N x 2N. As componentes de (4.8),
de dimensdo N x N cada, escritas em termos das componentes reais do vetor complexo, fornecem

a covariancia:
R=E{XX"}+E{YY"}+ (E{YX"} - E{XY"})

R =Ryx +Ryy + j(Ryx —Ryy),

e a pseudo-covariancia
R =Rxx —Ryy + j(Rxy +Ryx).
Para o caso em que o vetor é proprio, tem-se R = 0, por conseguinte,

Rxx =Ryy ¢

Rxy = —Ryx .

Com isso a caracterizag@o de segunda ordem € coberta, com a utilizacdo de varidveis aumentadas,

que equivalem as suas versoes reais por meio das expressoes anteriores.

4.3 Processos Aleatérios Complexos

E possivel caracterizar processos gaussianos discretos que variam no tempo por meio
da autocorrelacdo. Esta ¢ uma medida de similaridade do sinal com ele mesmo que pode ser feita
por uma convolugdo discreta com seu conjugado. A pseudo-autocorrelacdo faz 0 mesmo mas
sem a operacdo de conjugagdo. Dado um valor escalar Z[n| cada elemento da autocorrelacéo é

dado por
rlk,m] = E{Z[k+m|Z*[k|} — E{Z[k+m|}E{Z" [k]}
e a pseudo-autocorrelagdo por

Flle,m] = E{Z[k +m)Z[k]} — E{Z[k +m]}E{Z[K]} .
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Se 7[k,m| = 0 para todos os pares [k, m], o processo é considerado préprio. Quando a média é
zero, a autocorrelagcdo coincide com a covariancia do processo. Para um processo WSS (wide
sense stationary, estaciondrio em sentido amplo) de média nula, podemos escrever r[k, m| = r[m|
e 7lk,m| = F[m], tornando o processo dependente apenas do intervalo de tempo entre as amostras.
No caso de um processo modelado por um ruido gaussiano WSS, temos a propriedade de que
rim| = E{Z[m|Z*[m|} = rzz+ e Flm| = EZ[m|Z|m] = rzz para todo m. A Figura 12 a seguir
ilustra o comportamento para dois processos gaussianos de média nula. E possivel observar
que a pseudo-autocorrelacio se torna irrelevante a medida que o sinal exibe uma maior simetria
circular. A Figura 12 (a) exibe o perfil associado a um processo gaussiano circular, mostrando
mesma variancia para as partes real e imaginaria. Em (b) tem-se o histograma do processo,
seguida por (c) a autocorrelacdo e a pseudo-autocorrelagdo em (d). A Figura 12 (c) exibe um
processo nao circular, em que tanto a parte real, quanto a imagindria sdo gaussianas mas com
variancias diferentes, além de uma rotacdo. Da mesma forma, € possivel analisar os pardmetros
com destaque a pseudo-autocorrelagcdo, que agora possui comportamento similar aquele exibido

pela correlagdo, destacando a circularidade do sinal.

4.4 Modelagem de sinais complexos

Um sinal complexo pode ser modelado a partir de um processo aleatério complexo.

Os sinais discretos presentes nesta dissertagdo serdo modelados de acordo com a equagao

Z[n] = e/® (\/ 1—p2X|n] +ij[n]) . (4.9)

Nesse modelo as fungdes X [n] e Y [n] serdo processos WSS escalares, cada um com de média zero
e variancia G}% € G,%, em geral descorrelacionados. O ruido serd modelado de forma semelhante,
com fator de escala logaritmico ou linear. O valor de 0 < p < 1, é arazdo de perfil, relaciona o
quanto proporcionalmente cada componente € levada em conta. A varidvel ¢ € o quanto esse
perfil é rotacionado.

Um caso que serd recorrente no presente trabalho é o de um sinal gaussiano WSS
(GWSS) dado pelo modelo (4.9), para o caso em que G)% = % = 02 (em geral, unitdrias)

variancias de processos descorrelacionados. A relacdo entre a razdo do perfil p e o fator de

circularidade complexo p. é dado por

pe =22 = (1-2p*)e/?
rzz*
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Figura 12 — Curvas de nivel para distribui¢do gaussiana bivariada de média zero
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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a partir das pseudo-variancias rzz = (1 —2p?)e/??6? e da variancia rzz+ = 62, obtidas dire-
tamente do modelo do sinal (4.9). Observe que para que se tenha a circularidade nesse caso
entdo p. = 0, equivalente a rzz = 0. Esse valor de propriedade leva a uma razdo de perfil de
p=1/ /2 para todo angulo @, nesse caso as componentes serdo multiplicadas pelo mesmo fator
e serdo descorrelacionadas entre si. A Figura 13 ilustra com diferentes valores de fatores de

perfis e rota¢do. Nela os processos sao mostrados em perfil, em que fica mais evidente capturar

Figura 13 — Perfis de processos GWSS que modelam sinais

(a) Distribuicao gaussiana circular em (b) Distribui¢c@o gaussiana em que p =
que p =1/2 03e0=0

Parte imaginaria

Parte imaginaria

-3 -2 -1 0 1 2 3 Parte real
Parte real

(c) Distribuicdo gaussiana em que p = (d) Distribui¢@o gaussiana em que p =
03eq@=m/4 09e¢p=0

2

Parte imaginaria
Parte imaginaria

Parte real 2 0 2
Parte real

Fonte: Elaborada pelo autor.

as propriedades de circularidade (ou nao-circularidade). Quanto mais proximo p fica de zero,
maior a predominancia da energia da parte real, Figura 13 (b). De forma contraria, quanto mais
proxima da unidade, mais o perfil tem sua energia na parte imaginaria como mostra a Figura
13 (d). O parametro p, um escalar ndo consegue rotacionar o sinal, por isso o perfil em (b) é
rotacionado pela exponencial complexa em 7 /4 em (c).

Este capitulo encerra o tratamento basico que € requerido para a constru¢ao da

teoria estatistica envolvida no estudo de sinais complexos. Nocdes de varidveis complexas e
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circularidade, e suas relacdes com momentos de segunda ordem como a pseudo-correlacao,
serdo fundamentais no desenvolvimento de técnicas de filtragens de sinais complexos que serdo

assunto do proximo capitulo.
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5 FILTROS DISCRETOS COMPLEXOS

A abordagem da filtragem complexa é motivada pela necessidade de comparar e des-
tacar semelhancas com filtros amplamente lineares. Essa compara¢do permite uma anélise mais
abrangente de construgdes, expressdes e simulacdes entre os dois tipos de filtros. Neste capitulo,
sao apresentados os principais conceitos relativos a filtragem discreta de sinais complexos.

A filtragem desempenha um papel fundamental no processamento de sinais. Mate-
maticamente, um filtro € uma fun¢ao que recebe um sinal como entrada e produz um sinal de
saida processado de forma arbitrédria. O sinal de saida geralmente mantém o mesmo formato
do sinal de entrada, seja continuo ou discreto. Além disso, € possivel encontrar situagdes em
que um tipo de sinal resulta em outro: por exemplo, um amostrador converte um sinal continuo
em um sinal discreto. Inversamente, por meio da reconstru¢@o de sinal, € possivel converter um

sinal discreto em um continuo'. Como modelo geral de filtro, dado um sinal qualquer « como

Figura 14 — Exemplo de sinal u (continuo ou discreto) filtrado por um filtro indicado por w,
resultando em um sinal de saida v

Fonte: elaborada pelo autor.

entrada uma operag@o de filtragem € do tipo v = w(u) para cada instante, continuo ou discreto. A
operacdo € indicada pelo diagrama na Figura 14. O processamento de sinais € complexo quando
os sinais considerados u e v, bem como os coeficientes do filtro w tem parametros complexos,
caso considerado no presente trabalho. Também néo ha perda de generalizacio ao aplicar a teoria
de sinais complexos ao caso real, por isso a escolha imediata em se trabalhar dessa forma.

Esta dissertacdo dara predilecdo aos sinais do tipo discreto, devido a possibilidade
de simulacdo computacional. Nao obstante, a partir desse ponto serdo considerados somente
os sinais como complexos discretos, a menos que expresso o contrario. O mesmo vale para os
filtros discretos considerados, que terdo natureza linear e o nimero finito de coeficientes (valores
multiplicativos). Os filtros discretos se enquadram em duas categorias de resposta: os que tem
uma resposta infinita ao impulso (IIR) e os de resposta finita ao impulso (FIR), este tltimo um

caso particular do primeiro, ambos abordados a seguir.

' Existem também filtros cujo sinal de entrada e resposta sdo de naturezas diferentes.
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5.1 Filtros discretos IIR

Unm filtro linear de resposta infinita € aquele que depende recursivamente de saidas

passadas bem como de uma combinag¢do linear de entradas atrasadas, ou seja, tem a forma

matemdtica
M—1 N

vin) =Y. aquuln—k|+ Y bvin—k] . (5.1
k=0 k=1

Essa equagdo permite a representacdo do filtro de acordo com a Figura 15 a seguir, que explicita

como o sinal € tratado pela equacdo dada. Nessa representacdo os blocos indicados pela legenda

Figura 15 —Esquema de um filtro transversal discreto IIR com M x N coeficientes

ag
uln] o X ® ® o v[n]

ai bl

am-2

Fonte: elaborada pelo autor.

7~ ! sdo chamados atrasadores unitarios, devido a propriedade do atraso dado pela transformada Z.

Cada atrasador unitdrio funciona como indica a Figura 16, resultando em uma versdo passada do

Figura 16 — Atrasador unitério, que recebe o simbolo “z~1” devido 2 transformada Z associada
ao atraso unitario

un| o———{ 77! ——>0 uln—1]

Fonte: elaborada pelo autor.

sinal em uma unidade de tempo discreta. Voltando a construgdo presente na Figura 15, observe

que a mesma possui somente trés estruturas fundamentais na filtragem: somadores, atrasadores e
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multiplicadores. Aplicando a transformada Z na expressao (5.1) tem-se a resposta ao impulso
dada por:

Vi) Neat  A@
U(x) 1+58 bz ®  1+B(2)

H(z) = (5.2)

para A(z) = chvz_ol arz ¥ e B(z) = XM brz %, O filtro é recursivo pois possui realimentagio,
permitindo resposta infinita mesmo para entrada finita (Oppenheim; Willsky; Young, 1983). Isso
fica evidente na representacdo em termos de suas funcdes de transferéncias (tipica em teoria

de controle) como mostrado na Figura 17. Em geral, filtros IIR conseguem boas respostas

Figura 17 — Esquema de um filtro transversal discreto IIR em termos de sua fun¢do de transfe-

réncia.
B I D
B(z)

Fonte: elaborada pelo autor.

mesmo com poucos coeficientes, em contrapartida sdo propensos a divergirem, mesmo para
sinais limitados. Filtros IIR devem ser bem projetados em resposta em frequéncia, com cuidado

especial a critérios de estabilidade.

5.2 Filtros discretos FIR

Os filtros empregados nas simulacdes deste estudo sao classificados como FIR
(Finite Impulse Response), uma categoria especifica de filtros IIR. Nos filtros FIR, os coeficientes
associados a retroalimentacao das saidas sdo todos iguais a zero, ou seja, by = 0, para todo
k € [1,N]. Aplicando essa condi¢iio na equacdo 5.1 e renomeando as constantes como a = wy
(observe que antecipadamente considerar os coeficientes como conjugados ndo afeta a solugao

do filtro, apenas resulta no conjugado da solu¢ao final), obtemos a expressao temporal do filtro

FIR:
M—1

v[n] = Z wiuln—k| . (5.3)
k=0

Expressando de forma compacta em notacao vetorial:

v[n] = w'uln], (5.4)
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onde w = [wp ... wy_1]T é um vetor composto pelos coeficientes do filtro, e un] = [u[n] ... u[n—
M +1]]T € o vetor das amostras do sinal no instante n. O ndmero de coeficientes M de um filtro
também € conhecido como tamanho ou comprimento do filtro. A configuracao tipica do filtro é

ilustrada na Figura 18. Por possuir uma construc¢do simples sem realimentacao o filtro FIR €é mais

Figura 18 — Esquema de um filtro transversal discreto FIR de tamanho M.

uln] o N P ) SN P | SN e

Fonte: elaborada pelo autor.

facil de se trabalhar, sem necessidade de qualquer andlise no dominio da frequéncia. Como sera
visto a seguir, essa configuracao permite a facil construgdo de solu¢cdes no dominio do tempo,
Otimas ou adaptativas. Esse tipo de filtro também € chamado de transversal, devido a sua forma

quando posto como mostrado na Figural8.

5.3 Modelagem de filtros transversais discretos.

O projeto de filtragem se d4 ao escolher os valores dos coeficientes sob certas
condic¢des. O método bésico serd o de construir uma funcao de custo, que € a esperanca do erro
quadrético médio e por meio desta, dois principais caminhos podem ser tomados: encontrar o
ponto 6timo da fung¢do diretamente (solu¢do de Wiener) ou usar a expressdo para buscar um
método iterativo para estimar tal ponto 6timo (adaptativo). Em ambos os casos como ocorre a
minimizagao do erro quadratico médio, esse critério € chamado de MSE (Mean Square Error).

A configuragdo bésica de uso do filtro € mostrada na Figura 19 a seguir, em que
a caixa indicada por w € a configuracdo transversal FIR presente na Figura 18, que possui
comprimento M. O sinal de entrada u[n| representa o sinal de treinamento (ou desejado) d|[n],
possivelmente contaminada por ruidos, que pode ter passado por algum canal e/ou muitas vezes
atrasada. Esse sinal de entrada € posto na forma vetorial de acordo com (5.4), fornecendo uma
saida v[n] = wu[n]. O sinal de erro é dado por e[n] = d[n] — v[n], leva a expressdo do chamado

custo (representada pela letra _¢') expressa por

S =E{le[n]*} = E{e[n]e’[n]} . (5.5)
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Figura 19 — Esquema de um filtro transversal discreto FIR com compara¢ao da saida com o sinal
desejado

Fonte: elaborada pelo autor.

Com uso das defini¢des, a expressdo do custo € expandida de

*

Z =E{(d[n]— w"u[n]) (d[n] — wu[n])"}
para a forma
7 =E{d[n|d*[n]} — E{d[n]u” [n]}w — wTE{d*[n]u[n]} + W’ E{u[n]u [n]}w .

Renomeando as esperancas na equagdo acima, temos:
A variancia escalar do sinal desejado (considerado de média nula) € denotada por
o7 =E{d[n]d*[n]} = E{|d[n]|*}. O vetor de correlagdo cruzada entre o sinal desejado e o sinal

recebido € representado por:
E{d*[n]u[n]}

p = E{d*[n]u[n]} = :

E{d*[nluln—M + 1]} il
Enquanto a matriz de correlagdo do sinal de entrada é expressa como:

E{u[n]u*[n]} E{u[n]u*[n—M+1]}
R = E{u[n)u?[n]} = : : 5
E{uln—M+1]u*[n]} -+ E{ulpn—M+1]ju*n—M+1]} et

Com essas defini¢des, a expressao pode ser simplificada em sua forma vetorial como:
7 =c7—p'w—wip+wiRw, (5.6)

que representa a equacao da fungdo custo na filtragem complexa convencional. Esta forma
quadrética € determinada por uma matriz simétrica semi-positiva definida R, permitindo o
cédlculo de um minimo global. As estatisticas em Gj, p ¢ R sdo caracteristicas do sinal de
treinamento e do sinal recebido, tornando w a varidvel ajustdvel no filtro em funcdo de algum

critério. Duas formas principais de ajuste serdo consideradas adiante.
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5.3.1 Filtragem otima (de Wiener)

A funcdo custo definida anteriormente em (5.6) levanta a questio de quais conjuntos
de coeficientes w minimizariam essa funcdo. Esses conjuntos representariam os melhores
coeficientes para minimizar o erro quadritico médio. A resposta € encontrada ao buscar os pontos
criticos da fungdo _# em relacdo aos coeficientes do filtro. Essa tarefa pode ser simplificada
utilizando a Tabela 1, que fornece as derivadas para expressoes de primeira e segunda ordens.

Aplicando essas derivadas a fun¢do custo, chegamos a expressao:
97

Essa expressdo € fungdo dos coeficientes w. A soluc@o para essa expressao de primeiro grau

fornece os M coeficientes Gtimos:
wP? =R 'p. (5.8)

A expressdo acima representa a solu¢io 6tima: o conjunto estaciondrio de coeficientes para o filtro
que minimiza o erro médio quadritico. Embora forneca diretamente os melhores coeficientes
nesse aspecto, a expressdo envolve uma inversdo matricial e depende de estatisticas tedricas, o
que pode ser impraticdvel em implementacdes reais. Uma abordagem vidvel para contornar essa
questdo serd discutida no final desta se¢ao.

E importante observar a relagio entre o erro e o sinal no gradiente (5.7). Podemos

expressa-la em termos da esperanga, da seguinte forma:

é%é;::«—E{d*hﬂuhﬂ}4—E{ubﬂuﬂpﬂ“@-

Colocando o vetor u[n| em evidéncia na equagdo anterior:
d
% — _Euln)(dln] — u [n]w) .

:e[n}

Portanto, a relac@o entre o erro e o sinal recebido é dada por:

oS _ —Eu[n]e*[n] . (5.9)

owH
Esta equacdo mostra que a melhor escolha dos coeficientes do filtro faz com que o erro seja
ortogonal ao sinal recebido, indicando que E{u[n]e*[n]} = 0 para uma solucao étima.

Observe que a regra de inversdao matricial presente em (5.8) requer as estatisticas

para o vetor de correlacio e para a matriz de correlacio. Essas estatisticas ndo sdo possiveis de
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obter no mundo real, pois requerem um nimero infinito de realizacdes devido ao operador de
esperanca. Nesse caso, pode-se estimar o vetor de correlagao cruzada como:

1 N
b= Y d'lruln], (5.10)

n=1

e a matriz de correlacdo por:

1Y H

R= N ufnju’[n] . (5.11)

n=1
Aqui, N € o tamanho da amostra de sinal a ser comparado com o sinal desejado (o valor também
pode ser definido de outra forma, desde que tenha um nimero de amostras suficiente). Ambas as

estimativas podem ser utilizadas para calcular o ponto 6timo estimado:
WP =R~ 1p | (5.12)

que representa uma solucdo mais palpavel na prética do que aquela presente em (5.8), mas ainda

utiliza a inversao matricial da correlacao.
5.3.2 O método do gradiente (Steepest Descent)

A fim de evitar o problema computacional relacionado a inversdo matricial presente
na solucao 6tima (5.8), € utilizado um método iterativo bastante conhecido como o método do
gradiente. O método consiste em ir aproximando o préximo ponto em termos do anterior, de

forma que
wn+1] =wln|+Aw(n| ,

para um dado ponto inicial w[0] escolhido arbitrariamente. Para o método em questo, a variagdo
nos coeficientes Aw[n] é dada em termos do chamado gradiente (5.7), calculado para cada ponto
n e ponderado por um valor escalar 4 > 0, chamado de fator de passo. A expressao iterativa

pode ser escrita por

win+1] :W[n]—ug‘?i[n] . (5.13)

Tal método iterativo se baseia no fato do vetor gradiente apontar para a direcdo de maximo
crescimento (e com a conseguinte mudancga de sinal, resultar na busca por um ponto de menor

valor em cada iterag@o). Utilizando o resultado (5.9) é possivel obter a forma:

win+ 1] = w[n| + uE{u(n|e*[n]} (5.14)
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Figura 20 — Exemplo para o método iterativo do gradiente para seis iteragoes.

w(0]

Fonte: elaborada pelo autor.

em termos do erro e[n] = d[n] — v[n]. O método pode ser visualizado para curvas de niveis como
mostrado na Figura 20, considerando o tamanho do filtro de M = 2. Essas curvas de nivel sio as
proje¢des da superficie parabdlica da fungdo _# sobre o plano definido pelos coeficientes do
filtro. Em cada ponto o vetor gradiente é computado utilizando a expressdo (5.7), dado pela seta
em azul, ponderado pelo fator de passo (que pode inclusive ser varidvel). O método ocorre até

um certo nimero predefinido de iteracdes baseado em algum critério arbitrario.
5.3.3 O método dos Minimos Quadrados (LMS)

Também chamado de método do gradiente estocastico, o método LMS (Least Mean
Square) € uma aproximacao para o método do gradiente mostrado na se¢do anterior, eXpresso
pela equacdo (5.13). Apesar do método do gradiente evitar a inversdo matricial ao utilizar um
método iterativo, ele ainda depende de estatisticas que sdo impossiveis de se obter no mundo
real pela propria definicdo de esperanga. O método LMS usa estimativas para os valores de
esperancas presentes em (5.13), tomando como valor de aproximacao uma amostra em cada
instante. Para o célculo do vetor de correlagcdo entre sinal e sinal desejado, o valor é estimado

por

p[n] = d"[nJuln] , (5.15)
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e para a matriz de correlagcdo
R[n] = u[nju’’[n] . (5.16)

Diferente das estimativas em (5.10) e (5.11), as estimativas instantaneas acima nao precisam
possuir um rank exigido para inversao, dessa forma cada estimativa pode ser tomada no ponto
dado. Essa escolha, em termos do instante presente, permite uma melhor caracterizacdo do
método LMS, em que o lado direito da expressdo (5.17) a seguir ndo depende de quaisquer
valores passados. Essas aproximacoes estatisticas levam a uma estimativa para o gradiente sem

célculo da esperanga, dado por

(‘;;Z (0] = —d*[n]uln] + ulnu [n]w . (5.17)

Por conseguinte o método de busca do ponto 6timo pode ser expresso através de (5.13) por
wln+1] = wln] + p(d* [nJuln] — u[n]u’ [1]w[n]) .

Como o erro pode ser expresso por e*[n] = d*[n] —uf [n]w[n], é possivel escrever a expressio

em termos deste
win+ 1] = wn| + puln]e[n] . (5.18)

A expresséo € similar a (5.14) com a devida aproximagao para E{u[n|e*[n]} como u[n]e*[n] em

cada ponto. Essa regra de atualizacdo € usada computacionalmente para o método LMS.
5.3.4 Fator de passo

Uma breve discussdo sobre o fator de passo € apresentada aqui. Optar por um fator
de passo muito pequeno pode resultar em um nimero excessivo de iteracdes. Por outro lado,
um fator excessivamente grande pode impedir a convergéncia do algoritmo. Para evitar escolhas
inadequadas, esta se¢do indica a faixa de valores que o fator de passo deve assumir.

Considere a equagdo de incremento baseada na expressdo (5.7) para w(n|, um ponto

num dado instante

wln+ 1] = wn] + u(p — Rwn]) .
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opt

Subtraindo o valor w°P! fixo de cada membro

wln+ 1] — w' = wn] + up — uRwn] — '

= (I- pR)w[n] —w* + uRR"'p
——

wobt

= (I—uR)wln] — (I uR)w*"
para a matriz identidade I de tamanho M x M . Simplificando mais a expressao anterior:
wln+ 1] — w' = (I— uR)(w[n] — w°P) . (5.19)

Isso equivale a uma translacdo com o ponto 6timo como origem. A matriz de correlacio poder ser
posta em forma diagonal, i.e escrita por R = QAQ com A = diag{A,..., Ay} para Q a matriz
de autovetores unitdria. A equagio (5.19), com a varidvel auxiliar 9 [n] = Q" (w[n+ 1] — woP!),

se torna:

Nin+1] = I—-uA)nn]. (5.20)

Como a matriz A é diagonal, para cada componente i vale a relagdo:

Niln+1] = (1 —pai)ni[n] .
Para que se tenha uma condicdo de estabilidade |1 — uA;| < 1, juntamente com a condi¢o de
nao estacionaridade

2
O<u<=,
m<g

para todos i autovalores. O passo escolhido € determinado pelo autovalor que faz com que a divi-

s30 seja a menor possivel, ou seja, o maior valor entre os autovalores Amax = max{A;,..., Ay }.

Com isso a escolha tedrica ideal para um fator de passo adequado se encontra no intervalo

2
2’IIL':).X ‘

Usar o fator de passo dado por essa expressdo envolve a diagonalizacao da matriz de correlagao,

O<u<

um processo dispendioso. Por isso utiliza-se a propriedade que o traco de uma matriz, invariante

a transformagdes unitdrias, de forma que Ap,x < tr{R} e

2
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Como R € uma esperancga, utiliza-se uma estimativa da correlacdo do sinal (5.11) em seu lugar
para aplicacdes préticas.

Este capitulo desempenha um papel crucial ao fornecer uma visao geral do que serd
abordado nos filtros amplamente lineares. O préximo capitulo demonstrard a equivaléncia de
muitas das expressoes aqui apresentadas com o caso expandido, proporcionando uma comparagao

entre ambos.

5.4 Filtros Amplamente Lineares

As secOes anteriores introduziram os conceitos fundamentais dos filtros lineares.
Partindo do modelo discreto transversal, derivamos o critério de minimiza¢ao do erro quadrético
médio (MSE). O filtro utilizado possui uma estrutura representada na Figura 18, com uma saida
definida como v[n] = wun], caracterizando uma relaciio sesquilinear expressa por um produto
interno hermitiano.

Este capitulo introduz a estrutura amplamente linear (aumentada), cuja saida é

definida como v[n] = w/u[n] +hu*[n]. A partir desta estrutura, realizamos a modelagem do

sistema. Todo esse procedimento é conduzido por meio de uma nova fungdo custo associada
5.4.1 Modelagem

A estrutura de um filtro amplamente linear segue exatamente a constru¢ao matematica
descrita pela equacgdo (3.17), necessitando de dois filtros. Como indica a Figura 21 cada filtro
de coeficientes w e h recebe um sinal discreto u[n] e seu conjugado, respectivamente. Os
coeficientes podem ser estimados com base na minimizag¢do do erro quadritico médio da
expressdo amplamente linear associada a um sinal desejado (ou de treinamento) d|[n]. Cada filtro
descrito por w e h possui configuracao discreta transversal como exibido na Figura 18. Pela

modelagem amplamente linear, a saida do filtro € expressa por:
v[n] = wu[n] +hu*[n] . (5.22)

Quando esta saida é subtraida do sinal de treinamento, o sinal resultante é chamado de sinal de

erro e[n]. O objetivo é minimizar o erro quadrético médio:

E{le[n][*} = E{ld[n] —v[n]|*} .



79

Figura 21 — Configuragdo para um discreto amplamente linear. O sinal € dividido de forma que
a parte nao conjugada passa por um filtro w e seu conjugado por h. Em seguida os sinais sao

adicionadas em uma tnica saida v/[n]

s

Fonte: elaborada pelo autor.

Cada filtro € dado por um vetor de coeficientes complexos da forma:

Whm—1 hy—1

O sinal recebido pelo filtro é da forma

uln]

uln—1]

un] = cCc”.

_u[n -M+ 1]_

Pelo esquema do filtro amplamente linear esse sinal de entrada € dividido em duas partes:

uma versao sem alteracdes € processada por M coeficientes de w e outra versao conjugada €

filtrada pelos M coeficientes de h. O objetivo, similar a que foi feito anteriormente, é encontrar

o conjuntos de coeficientes w e h que minimizem ¢ = E{|e[n]|*}, escrita em termos dos

coeficientes complexos do filtro. Desenvolvendo a expressao para o erro quadratico médio,

S =E{le[n]|*} = E{(d[n] — v[n])(d"[n] - v*[n])}
= E{(d[n] — w"u[n] — h"w*[n]) (d"[n] — 0" [n]w —u’ [n]h)} ,

que pode ser colocada na forma

S =E{ld[n]|*} — E{u"[n]d[n]} w1 — E{u” [n]d[n]} w2 — W' E{u[n]d" [n]} — w}E{u"[n]d"[n]}

+wi'E {u[n]u" [n] }wy +wi'E{u[n]u” [n]}wy + w3E {u” [n]u"[n] }w; + Wi E{u*[n]u” [n]}w, .
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E possivel representar a equacio anterior de forma mais compacta, facilitando a visualizac#o.
Isso pode ser feito renomeando as esperangas como o = E{|d[n]|*}, p = E{u[n]d*[n]}, q =
E{u[n]d[n]}, R = E{u[nju”[n]} e R = E{u[n]u’ [n]}, em que a tltima expressdo é a matriz de

pseudo auto-correlacdo. A fungdo custo pode ser reescrita como:
7 =05 —p'w—q"h—w'p—hq* + wRw+w/Rh+h"R*w -+ hR*h . (5.23)

Em forma matricial composta complexa a expressao anterior € expressa como:

H H H .
p w w p w R R| |w
S =0~ - + 3
q* h h q* h R* R*| |h
Definindo o vetor de correlagdo cruzada composto? por:

pein = 4@l | " 1= | P

* *

u*[n q

0 vetor complexo COmMposto como:

w
We = ’
h

e a matriz de correlacdo aumentada por:

R R
R= )
ﬁ* R*
€ possivel escrever a relagdo simplificada

F =05 —pw.—wip.+wiRw, . (5.24)

A expressdo anterior, que representa o custo do erro quadratico médio para o filtro amplamente
linear, possui a mesma forma da equagao (5.6), com o devido emprego de vetores compostos e

da correlacdo aumentada.
5.4.2 Coeficientes otimos

Para encontrar o valor dos coeficientes 6timos (solucao de Wiener) calculam-se
os pontos criticos da fun¢do custo. Derivando a expressdo (5.23) com as derivadas (3.21) e

calculando os valores nos quais essas se anulam:

207 0 07 0

—Z==0 e =% =0.

owH oh

2 Esse vetor representa a correlagio (em versdo aumentada) entre o sinal desejado e o sinal armazenado no filtro
em um dado instante.
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Essas derivadas resultam nas equagdes com os coeficientes 6timos:

adJ opt D1, 0pt
91— 1 RwOPL - RhOP' = 0
Iw! . (5.25)

aaTJH — —q*—f—R*WOpt—f—R*hOpt -0

As equacdes anteriores estao acopladas. Resolvendo estas, os seguintes coeficientes 6timos sao

obtidos:
wOoPt — [I"iflR_ R* flﬁ*]fl (ﬁflp _R* flq*)

hoPt — [R_IR— R* —lR*]—l(R—lp_ﬁ* —1q*) ‘

Escrevendo de forma compacta a Equagao (5.25):

R R w
BWC‘: pry p

R* R*| |h q*
A notacao de vetor complexo aumentado como em (5.24) permite escrever a solucdo (5.25) de

maneira mais curta da forma:
wP' =R 'p. (5.26)

Esta tem a mesma forma da solucdo usual linear complexa e exprime a solug¢do 6tima amplamente

linear?.

5.4.3 Ortogonalidade aumentada

Uma propriedade importante € a ortogonalidade das solu¢des em relacdo ao erro, o
que simplifica expressoes e facilita o trabalho com subespacos. Considerando o sinal de saida

com os coeficientes 6timos:
E{uln]eoy[n]} = E{uln](d"[n] —voy[n])} = E{u[n]d"[n]} — E{uln]vey(nl)}

onde y*[n] = u’ [n]wP' +u’ [n]h°". Portanto,

E{u[n]e*[n]} = p— E{u[n](u" [n]w* +u’ [1]n°)} = p— E {u[n]u" [n] }w*' — E{u[n]u’ [n] }h°P"

E{ufn)e*[n]} = p — RwP' — RhP' = 0

3

Uma dedug@o mais compacta dos gradientes poderia ser feita escrevendo diretamente da equacdo (5.24) e a
derivando em relacdo ao conjugado do vetor aumentado, mas aqui tentou-se explicitar as relagdes lineares
cruzadas entre coeficientes e mostrar diretamente a forma da matriz R.
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conforme a primeira equagdo em (5.25). Para o sinal conjugado, o raciocinio € similar:

E{u*[n]e’[n]} = E{u"[n](d"[n] = y"[n])} = E{u"[n]d"[n]} — E{u’[n]y"[n])} ,

E{ufnle’ 1]} =" ~ E{u’ o) u” [n}w* + u” 1]n")}
E{w e’} = 4" — E{u [iu” [n] P — E{u o’ (o] }h® = g — ROwP ~ RBP = 0.

de acordo com a expressao (5.25), que demonstra a ortogonalidade também em relagdo ao
conjugado do sinal, indicando que o erro ndo s6 € ortogonal ao sinal original, como também ao

seu conjugado.
5.4.4 Solugado Iterativa da Descida mais Ingreme

A equagdo (5.26) fornece de forma compacta a solucido Otima para encontrar 0s
coeficientes do filtro. No entanto, essa abordagem pode ser computacionalmente custosa devido
a necessidade de inversdo matricial. Para contornar esse problema, o método utilizado serd o
do gradiente estocdstico, que utiliza a fun¢ado custo definida em (5.23). As derivadas em (5.25)

fornecem os vetores de coeficientes da seguinte forma:

% = —p+Rw+Rh e ;TJH = —q*+R*w+R*h
Essas derivadas indicam a direcao de maior crescimento da fungdo custo. A partir da solucdo
linear (Nossek, 2015) e utilizando as equacdes acima, € possivel determinar uma solucdo
amplamente linear similar. Em cada iteragdo, esse método busca o préximo ponto com base no

gradiente. Para um dado par de passos L, e L, apropriados e para valores iniciais w[0] e h[0] a

primeira iteragdo é dada como:

w[l] =w[0] + w,Aw e h[1] =h[0]+ w,Ah ,

em que Aw e Ah sdo os gradientes, com sinais invertidos. A expressao para o proximo passo é
w[1] = w[0] + , (p — Rwl0] - Rh]0])

h[1] = h[0] + , (¢" — R*w[0] — R*h[0]) ,

que independe de inversdes matriciais. Por indu¢do, a equacao geral para um ndmero arbitrario

de n+ 1 passos em termos da iteracdo anterior €:

wln+ 1] =wln]+ , (p— Rw[] — Rh[z]) (527)

hjn+1] =h[n]+uw, (q* —R*wn] —R*h[n]) .
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Essa expressdo € conhecida como solugdo iterativa da descida mais ingreme. Caso os passos
sejam iguais U,, = U = W € possivel representar a solugdo como definido em (5.26). O caso
amplamente linear € similar ao caso usual, apenas com o uso dos vetores aumentados € a matriz

de correlacdo aumentada.
5.4.5 Fator de passo em filtros aumentados

A partir da expressdo da solugdo iterativa (5.27), e de maneira semelhante ao que foi

feito no caso complexo ndo-aumentado em (5.19), podemos escrever:
we[n+1] = (I— uR)wc[n] +up,

onde I é uma matriz de dimensao 2M x 2M. Utilizando uma transformacgao de coordenadas para

3

os coeficientes do filtro, dada por ¢ [n+ 1] = w.[n+ 1] — weP', a expressdo pode ser reescrita

como:
cc[n+1] = (I-uR)cc[n]

Q"c.[n+1] = (Q"Q—uQ"QA) Q”c.[n]

onde QAQY = R representa a decomposicio em autovalores. Tomando Q”¢.[n] = 1 [n], a

expressao se torna:

Neln+1] = (1= pA) nen].

Com isso, podemos determinar o intervalo para o fator de passo aceitdvel, levando em con-

sideracdio a condigdo de estabilidade |1 — uA,| < 1, onde A = diag(Ak)k = 1M1 Assim:

0<pu< (5.28)

PR

—=max

O valor escalar A € o0 maior autovalor da matriz de covaridncia aumentada. Devido a

—max
complexidade computacional envolvida no cilculo de QAQ*’ = R, emprega-se o mesmo artificio
apresentado em (5.21). Neste caso, € utilizado o trago da matriz de covariancia aumentada R
para determinar uma estimativa do maior autovalor, utilizando a seguinte relacdo:

2
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E importante destacar que o passo necessario para a abordagem da aproximacdo amplamente
linear deve, em geral, ser menor do que o utilizado na abordagem linear padrao. Isso se deve ao
fato de que o traco da matriz de covaridncia aumentada R na forma (5.29) é geralmente maior do

que o traco da matriz de covaridncia original R.
5.4.6 Aproximagao WLLMS

Com base nas expressdes da descida mais ingreme vistas anteriormente, a solu¢ao
iterativa dos minimos quadrados amplamente lineares (WLLMS - widely linear least mean square)
fundamenta-se na estimativa, a cada passo, das matrizes de correlacdo e pseudocorrelacao, assim
como na estimacao das correlagdes cruzadas entre o sinal e o sinal desejado (Nossek, 2015).

Dessa forma:

Tais valores sdo estimativas instantaneas para cada passo dado. Substituindo cada uma dessas

equagdes nas expressdes em (5.27), obtém-se:

wln+ 1] = wln] + yuln] (" n] — u" [n]wln] — u” [n]h[n])

h(n+ 1] = h[n] + wyu*[n] (d*[n] — u?[nJw[n] —u’ [n]h[n]) |

em que a expressdo comum entre parenteses € o conjugado do erro amplamente linear dada por
e*[n] = d*[n] —v*[n] = d*[n] — u” [n)w[n] —u” [n]h[n] .

E possivel escrever as expressdes escrevendo em termos do erro como

wln+1] = win] + wyulnje’[n]

h[n+ 1] = hin] + pyu*[n]e’[n] .

Com o uso dos vetores compostos € novamente com um passo comum € possivel simplificar a

expressao acima para a equagao:

wen+ 1] = we[n| + pulnle’[n] . (5.30)
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Essa dltima tem a mesma forma do caso complexo usual. Lembrando que o passo comum € um

escalar escolhido de acordo com a expressao (5.29).

5.4.7 Realizacoes WLLMS e LMS comparadas

A fim de ilustrar os resultados obtidos anteriormente, na presente se¢ao € feito um
conjunto de simulacdes numéricas para a andlise de convergéncia e de desempenho de filtros
amplamente lineares sobre aqueles lineares a fim de comparar resultados. O algoritmo do LMS
aumentado (WLLMS), dado a partir da equacao (5.30) € mostrado no Algoritmo 1 a seguir.

Como entradas, o algoritmo recebe o sinal desejado e o sinal u em sua totalidade, bem como o

Algoritmo 1: Algoritmo do método WLLMS
Entrada: u, d, i, e o nimero de coeficientes M

inicio
Seja Q = comprimento total do sinal d ou u.
Inicialize w, com comprimento 2M e n =0
Inicialize e = [e[0], -+, ¢[Q — 1]]T com tamanho Q.
paraM —1<n<Q-—1faca
u=un], .., un—M-+1], u*[n], ..., w*[n—M~+1]]7
e[n] = d[n] — wiu
W, < W, + pue*

n<—n-+1
fim

fim

passo e o tamanho do filtro. A cada iteragc@o o erro é armazenado em um vetor a ser retornado. A
partir desse vetor de erros € calculada uma média por vérias realizagdes do algoritmo anterior,
utilizando a aproximagdo de Monte Carlo. A saida do algoritmo pode ser o vetor e. Ele contém
os erros calculados para cada amostra do sinal.

O algoritmo LMS complexo tem o mesmo formato do mostrado anteriormente,
bastando tomar u = u como o vetor de entrada e w, = w com tamanho M, como pode ser visto
no Algoritmo 2. Umas das vantagens de se utilizar filtros amplamente lineares reside no fato
de que as formas dos algoritmos se mantém equivalentes. Isso também ocorre no Método de

Newton que serd no capitulo seguinte.
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Algoritmo 2: Algoritmo LMS complexo usual
Entrada: u, d, i, e o nimero de coeficientes M .

inicio
Seja Q = comprimento total do sinal d ou u.

Inicialize w comprimento M e n =0

Inicialize e = [e[0], ---, e[Q — 1]]T = 0 de tamanho Q.
paraM —1<n<Q—1faca
u=[un], ..., un—M+1))7

e[n] = d[n] — wiu
W < W+ pue*

n«<—n+1
fim

fim

5.4.7.1 Modelagem, escolha de parametros e alguns resultados

A primeira parte de simula¢des utiliza como sinal desejado uma composic¢ao feita a
partir de ruidos gaussianos WSS. O sinal utilizado foi o modelo gaussiano apresentado em (4.9)

dado por:

d[n] = &% (\ /1—pZX,[n] —{—jpSYS[n]) : (5.31)

O ruido também foi modelado da mesma forma. A relacdo com o sinal desejado foi linear, feita

pela relacdo (SNR), de forma que:

el (\/ 1 — pyXwln] +jPNYN[”]>

Nln] = SNR

(5.32)

As componentes Xs[n],Ys[n|,Xn[n] e Yy[n] foram modeladas como gaussianas de média nula e
variancia unitéria, descorrelacionadas entre si. Os valores de ps, pn, Qs € @y sao os valores em
(4.9) para o sinal e o ruido respectivamente.

O algoritmo foi utilizado para minimizagdo de ruido, sobre um canal sem perdas ou
distor¢des (unitdrio) de forma que u[n] = d[n] + N|n|. A métrica utilizada foi o erro quadratico
médio, em func¢ao das iteragdes. Para estimar a média desse erro foi utilizada a aproximacao de
Monte Carlo sobre o Algoritmo 1. Em todos os casos o algoritmo é comparado com sua versao
complexa usual o Algoritmo 2, submetido a mesma estimacao de Monte Carlo.

Para o caso circular alguns valores foram atribuidos afim de verificar como seria feita

a melhor comparagdo. A Figura 22 ilustra a primeira escolha, que serd a escolha do tamanho do
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filtro para o sinal gaussiano média nula e variancia unitdria de suas componentes reais, também

circular com p = 1/4/2. O ruido também foi modelado circular com SNR = 10. Convém notar o

Figura 22 — Perfil e erro quadritico médio para um sinal gaussiano circular

a) Diagrama que exibe o perfil de um b) Erro quadratico médio para os casos
sinal circular adicionado de ruido circular descritos
2 T T T Ay T 0

Linear M =12, Passo = 0.05
Amplamente linear 2 x M = 12. Passo = 0.05
—— Amplamente linear 2 x M = 24, Passo = 0.025 | |

o

Parte imaginaria
Erro quadratico médio (dB)
(=2}

. , . . .
-2 -1 0 1 2 0 100 200 300 400 500 600
Parte real Iteragdes

Fonte: elaborada pelo autor.

comportamento para tamanhos de filtros e passos diferentes.

O caso em que o passo € igual parra ambos e o tamanho do filtro total € 0 mesmo,
parece ser a melhor forma de se comparar ambos algoritmos, pois no caso circular ambos
algoritmos devem ser equivalentes. A Figura 22 (b) mostra o caso linear (complexo usual), com
tamanho de filtro Mjinear = 12, equivale a um amplamente linear de mesmo passo, com o tamanho
total dos dois filtros My mentada = 2Mindividual 1g0al ao caso usual linear My mentada = Miinear = 12
(cada filtro separadamente tem M;, 4 iquar = 6). O passo, determinado por (5.21) e (5.29), é
aproximadamente o mesmo, pois a matriz de autocorrelacdo no primeiro caso tem dimensao
Miinear X Miinear» mesma dimensao da matriz aumentada 2M;,ividual X 2Mindividual -

Para o caso em que o tamanho de cada filtro, no caso aumentado, € igual ao tamanho
do filtro linear, M;,gividuai = Miinear (implicando em um filtro duas vezes maior que o usual
M yumentada = 2Miinear), 0 passo deve ser dividido pela metade pois o traco agora € o dobro. Caso
o passo fosse 0 mesmo dos outros casos, 4 = 0.05, o filtro apresentaria um maior erro que o
exibido, apesar da convergéncia mais rdpida. Ainda de acordo com a Figura 22 a escolha do caso
Miinear = M uumentada d€ mesmo passo parece ser o melhor comparativo nesse caso e também sera
utilizada para comparar o desempenho de sinais nao circulares.

Utilizando a mesma expressao de sinal e ruido anterior foram realizadas as simula-

coes para diferentes casos de ps, @s, Py € QN .
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O primeiro caso, exibido na Figura 23, tem p; = 0,3 e @; = 0 e o ruido circular. O

Figura 23 — Sinal p; = 0,3, ¢y = 0 e ruido circular para os algoritmos linear e aumentado

a) Diagrama que exibe o perfil de um

sinal ndo circular com ruido circular b) Erro quadratico médio estimado
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Fonte: elaborada pelo autor.

passo utilizado foi o mesmo dos exemplos anteriores e se trata das mesmas configuracdes de
filtro que os utilizados. Da mesma forma para p; = 0,9, ¢; = 0 e mesmo ruido do caso anterior,

o erro é mostrado na Figura 24. Ambos resultados mostram que mesmo para perfis ndo circulares

Figura 24 — Sinal p; = 0,9, @, = 0 e ruido circular para os algoritmos linear € aumentado

a) Diagrama que exibe o perfil de um

sinal ndo circular com ruido circular. b) Erro quadratico médio estimado
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Fonte: elaborada pelo autor.

de sinal desejado, a performance é parecida nos casos usual e aumentado, sendo um pouco

melhor em velocidade de convergéncia para o caso linear. O mesmo ocorre para algum @y # 0

no caso de ruido circular.
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O algoritmo aumentado comeca a fazer diferenca na presenca do ruido ndo-circular.

A Figura 25 abaixo mostra o comportamento para py = 0.2 e ¢y = 0, com sinal desejado

Figura 25 — Sinal circular e ruido nao-circular com py = 0,2 para os algoritmos linear e
aumentado

a) Diagrama que exibe o perfil de um
sinal circular e ruido ndo-circular b) Erro quadratico médio estimado
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Fonte: elaborada pelo autor.

circular.

Outro resultado é mostrado na Figura 26 a seguir, onde o sinal e o ruido agora nio
sdo mais circulares. O sinal tem o fator p; = 0.9 com angulo ¢ = —7/3. O ruido py =0.2 ¢
ONn=T / 4.

Esses exemplos mostram que, de forma geral, o erro se torna um pouco menor
com o algoritmo aumentado para ruidos ndo circulares e sinal circular. Nos demais casos tem
uma performance bem similar ao complexo usual com uma demora maior em convergéncia. A
presenca de fatores de passo menores faz com que esses casos demorem ainda mais a alcangar a

convergéncia nao influenciando tanto na melhoria do erro.
5.4.7.2 Exemplos com sinais 4QAM

O caso de sinais 4QAM para sistemas de comunicacOes € analisado nesta se¢do. O
sinal desejado utilizado é uma constela¢do dado pelos pontos {(1, ), (1,—j),(—1,/),(—=1,—j)}.
O ruido € modelado ainda por (5.32), com mesmas especificacdes gerais dos casos anteriores:
passo i = 0,05, tamanhos de filtro Miinear = Maumentado = 12 € SNR = 10. Os casos sdo ilustrados
na Figura 27 com as descri¢des das demais varidveis.

No caso 4QAM, ha sempre um pequeno ganho em performance com velocidade de
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Figura 26 — Erro médio quadrdtico para um sinal e ruido ndo-circulares com p; = 0.9, ¢y = —71/3,
PN =02e¢ Oy = 77:/4
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Fonte: elaborada pelo autor.

convergéncia similar em comparagdo com o sinal de treinamento gaussiano. Em geral sinais ndo
gaussianos periddicos terdo menor erro quando utilizam o algoritmo aumentado.

Este capitulo conclui a discussao sobre algoritmos complexos e amplamente lineares
em suas variantes LMS. No préximo capitulo, aproveitaremos os conceitos e estruturas aprendi-
dos até o momento para apresentar o Método de Newton. Este método oferece uma convergéncia
mais rdpida em comparagdo com os algoritmos LMS, embora isso venha acompanhado de um

aumento no custo computacional.



Figura 27 — Realizac¢des dos algoritmos para o caso 4QAM
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(a) 4QAM com ruido circular
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6 METODO DE NEWTON AUMENTADO
6.1 Séries de Taylor

O método de Newton € uma abordagem bem estabelecida que utiliza aproximacgdes
lineares para encontrar raizes de equacgdes. Essa técnica se baseia na série de Taylor para
aproximar o valor de uma fun¢ao em torno de um ponto especifico. Embora a série de Taylor
exata possa exigir uma soma infinita para uma precisao completa, uma aproximacao util pode

ser obtida com um nimero finito de termos. A expressao geral € dada por:
f@) =Y ~f"a)(x—a)". ©.1)

Essa formula nos permite encontrar o valor de f(x) a partir de qualquer ponto a, desde que as
derivadas de f sejam conhecidas no ponto a. Quanto mais termos (derivadas) forem incluidos
na série, mais precisa serd a aproximagao. Por outro lado, uma quantidade limitada de termos

(derivadas de ordens superiores) resultard em uma estimativa menos precisa.
6.1.1 A aproximagdo de primeira ordem

Uma aproximagdo de primeira ordem, que considera apenas as poténcias unitarias

na série de Taylor, é dada por:

fx) = fla)+ f'(a)(x—a). (6.2)

Essa forma simplificada ¢ amplamente empregada em diversas areas onde a velocidade dos
célculos € mais importante do que uma precisao extrema. Uma caracteristica interessante dessa
aproximacao € que ela pode ser utilizada de forma recursiva para obter resultados que seriam de
ordens superiores por meio de sucessivas iteracdes de primeira ordem. Essencialmente, essa € a

ideia fundamental por trds do método de Newton.
6.1.2 Duas ou mais varidveis

Para duas varidveis a série de Taylor para uma dada fun¢do em torno de um ponto

(a,b) é expressa por

y)Zii 5

n=0m= O

1 0™™ f(a,b)
'm!  dx"dy"

(x—a)'(x—b)". (6.3)
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O resultado anterior pode ser estendido para diversas varidveis em torno do ponto X = (xy,...,X,),

que terd uma aproximacao de segunda ordem em notacao vetorial dada por:

of

fx+h)~ f(x)+ 5 (x) -h+ (h H(f(x))-h) , (6.4)
em que o operador
d d d
— ==, 6.5
5= |77 ©
€ a versao real do operador descrito pela equagdo (3.21), o vetor que representa o incremento
h = (hy,...,h,) e a matriz hessiana real é
9’ f(x)
H = 6.6
v - 550 66)

que pode ser descrito em termos do operador em (6.5), como serd visto adiante.

6.2 Raizes de uma funcio pelo método de Newton

Uma aproximagdo da série de Taylor (6.1) pode ser usada para buscar uma raiz da
fungdo f(x). Para um dado ponto inicial arbitrério xg, a aproximacdo de primeira ordem é dada

por

fxo+ho) = r= f(xo0)+ f (x0)ho

para um incremento h; = x;+1 — x; conforme indicado na Figura para i = 0, a primeira iteracao.

De acordo com essa aproximagao linear, o incremento pode ser escrito por

f(xo)

hy = — 3o

'(x0) ’

que fornece a expressdo do ponto seguinte

f(x0)
f'(xo)

Seguindo esse procedimento até uma iteracdo para um dado ponto particular na k-ésima iteracao

X1 =x0+hy =x9—

f(xi) 6.7)

Xipl = Xj— 57— -

'(xi)
A equacgdo acima (6.7) € a forma geral de solugdo iterativa de busca de raizes que utiliza
aproximagdes de primeira ordem. No caso de um funcional de mais de uma varidvel tem-se,

f(x) : R" — R, e esse método ndo funciona, pois terd uma s6 equagio de recursdo para multiplas
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Figura 28 — Método de Newton para encontro de raizes para uma itera¢cdo em um dado instante i.
A linha hachurada representa a derivada da fun¢io no ponto x; indicada por f”(x;)

Fonte: elaborada pelo autor.

varidveis. Em contrapartida, pode ser utilizado para fungdes vetoriais do tipo f(x) : R” — R”

fi(x)
fx)=| : |,
fn(x)

para f; : R” — R componentes de f(x). A expressdo de aproximagdo para um vetor f coluna pelo

teorema de Taylor em torno de um dado ponto x por meio de (6.3) é

of

r:f(X)—f-&

(x)-h, (6.8)

[T3R2)

em que o ponto “-” indica o produto matricial. A equacdo recursiva de diferencas, que representa

a aproximacdo de primeira ordem, € escrita por

Xiil = Xi— [%(xi)} ).
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O termo da derivada (Jacobiano) acima tem representacao matricial

X1 Xn
(LS IFTS'S I EUU  C/ 6.9)
o0x x| ox, : : axm n><n7

dfu dfu

num dado ponto x (/ representa a linha e m a coluna). E importante frisar que o jacobiano nio
¢ dado por multiplicagdo matricial do operador com a funcdo em forma vetorial: para se obter
a mesma matriz jacobiana que esteja de acordo com (6.9), a operacdo equivalente utilizando o

produto matricial seria

o\ 9 % % "

(g) s -[fl fn}: SRR (6.10)
8 afl afn
dx, 0x, ox,

ou da forma

of d

ox ox’
com o operador atuando da direita para esquerda sobre a fun¢do pelo produto matricial. Observe
que essa forma de se representar operadores diferenciais em formas de vetores envolve um

cuidado especial em representar de forma correta as operacdes componente a componente.

6.3 Método de Newton para otimizacio
6.3.1 Otimizacdo para funcoes de uma varidvel

Ao utilizar o método de Newton considerando a derivada da fun¢do ao invés da
mesma, obtém-se o ponto 6timo da fun¢ao. Dessa forma, dada uma fun¢do f : R — R, araiz
a ser calculada iterativamente € a de sua derivada. Isto equivale a utilizar (6.7) para a funcao
g(x) = f'(x), em que a expressdo resultante é
g) _ - f'(x)
glx) 7 )

A expressdo acima equivale a otimizacdo do passo para a aproximac¢do de segunda ordem

Xit1 =X;— (6.11)

g=f(x)+f'(x)h+1/2f"(x)h? (aletra g evidencia a aproximacdo quadratica). Entdo a derivada

= )+ 1" (k=0 ©.12)
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implica no passo 6timo

_ )
=~ (6.13)

mesmo dado na expressdo (6.11). Os dois procedimentos anteriores sdo equivalentes ao proximo:

o célculo direto do ponto critico da aproximag@o linear r = f(x) + f'(x)h, em relagdo a varidvel

utilizada
dr / i
a:f(x)%—f (x)h=0, (6.14)

resultando no mesmo passo de (6.13) ou (6.11), mostrando a equivaléncia de possiveis dedugdes

para o fator de passo da otimizagao.
6.3.2 Otimizacdo para fungoes de miltiplas varidveis

Para multiplas varidveis o procedimento é semelhante. Seja uma func¢do escalar
f:R" — R, a qual se buscam os pontos criticos locais. Para isso utiliza-se uma funcio g que

seja a derivada da funcdo f, de forma que
af 9 J
g0 =300 =2 (x) - 2x).

agora é a fungio vetorial a ter os zeros encontrados. Para a fungio g = f/ = 9 f/dx, um vetor
linha, basta transpor a equacdo (6.8), que fornece a expressdo correspondente
of’ B

T T T
=" +h’. 2~ =g+h
r +hT o =g+

7. 98

e (6.15)

A expressédo acima, com a devida substituicdo de g = d f/dx, possui o termo

Jg 2 9f 9 9f
dxy dx1 dx; dxy dxy
dg | | | . .
W - . - . . . )
Jg d df d df
axn 8xn axl axn axn

representando o hessiano ja definido em (6.6). Este pode ser posta em forma de produto matricial

por meio de
o
sg |7 [a 51, 9 9
oxT | - dx; "t dxy f_8XT 8Xf’
d
ox,

que permite a escrita de (6.15)

af Jd 0
T T )
r = Ix h T ox) (6.16)
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A equacdo (6.16) acima pode ser transposta

_df Jd d
"_WJFW'&J”" (6.17)

onde o hessiano mantém sua forma devido a simetria (por constru¢iao) do operador

9 ?r ... 9If

a a 0x1 8x% dx10x,

. f— : .| 2 0 _ . . .

ol = A e &= ] ©.18)
0 ’f 92 f
axn axnaXI axnaxn

Os pontos criticos sdo os zeros da funcdo vetorial r definidos pela aproximacgdo de primeira

ordem (hiperplano)

af Jd d B
W.‘_ﬁ.&f.h_o_ (6.19)

O resultado (6.17) também pode ser obtido pelo seguinte procedimento: dada f: R" — R, a

aproximacao linear da funcdo é

r= 1% (6.20)
ox

Tomando a derivada para cada componente, colocando estas em notacao coluna e tornando tal
construgdo igual a zero, tem-se o sistema

or df 9 3

oxT  oxT + oxT  9x

f-h=0. 6.21)

Em quaisquer dos casos, o fator de passo para otimizagao € dado por

9 o 1! or
h=—|— .~ 2L 6.22
[8XT 8xf} ox!’ (6-22)
para um dado ponto x. Por isso a expressdo para a equacgdo de diferencas que representa o método
sera
9 o 1" of
Bt =% [m&f} oxT

ou

1 d
X =% [H(P) ST (6.23)
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6.3.3 Meétodos comparados

Apesar de parecerem bem diferentes as equacdes do fator de passo unidimensional e

multidimensional se confundem. A expressdo para o fator de passo para o caso unidimensional,

dada por
-1
h=—[f"@]" k),
¢ a mesma apresentada em (6.22). Basta considerar x = (xy,...,x,) e h = (hy,...,h,), com 0

hessiano igual & derivada segunda f”(x) = H(f(x)) e a derivada equivale ao gradiente da fung@o.
6.3.4 Expressdo real composta

Esta sec@o estende a escrita anterior da série de Taylor para as representagdes
aumentadas do tipo f(x,y) : R?” — R para multivaridveis do tipo x, y € R”" e seus equivalentes
por mudangas de varidveis para uma fun¢do do mesmo tipo f(z,z*) com z = x+ jy e z = X — jy.
Comecando com real composto, para apresentar a notacdo composta utilizada, e apds para o caso
complexo aumentado.

Uma funcao do tipo f : R" x R” — R representa um caso especifico de nomeagao
de uma varidvel R?", em que esta é dividida em dois conjuntos de varidveis, posteriormente
justificado pela construcio de vetores complexos. A aproximacao de primeira ordem para este

tipo de funcdo, de acordo com a expansao de Taylor, € descrita por

o of . of
f(x+h,y+k)Nr—f(x,y)—i—g-h—ka—y-k (6.24)

onde x = (x1,...,x,) € Yy = (¥1,...,Yyn) serdo os vetores que representam o ponto dado. As
derivadas individuais para cada conjunto de varidveis €

ﬁ_[af 8f] o O _

—|or _ [3_1‘ of ]
8X ax1 ... ax’l ay ayl . e ayn .

Com essa aproximacao linear € possivel usar algum dos métodos da secdo anterior, de forma a

encontrar o passo que fornece o ponto critico local e otimiza a fun¢cdo. O método escolhido é o
de encontrar os zeros para as derivadas pela diferenciacdo de (6.24) em relacao aos operadores

colunas d/dx” e d/dy”, versdes reais de (3.22), de acordo com as regras da segio anterior

tem-se

or _of a9 af d of
X~ oxT T oxT ax M oxT oy K
or _af 9 af . 9 af

oy~ ayT "oyt ox "oyt ay
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Reescrevendo as expressdes acima em nota¢do matricial composta por

21 o) [2.2 2.2] [n
Jx _ | ox oxI' oJdx oIx y

r= . 6.25
9 9 S+ o2 .9 Id_ .9 f ’ ( )
ayT ayT dyl' o dyl dy

em notacdo compacta na notac¢do utilizada como

or 8f 0
acT — 9cl acT acfp

onde ¢! =[x y],d/de=[d/dx d/dy]and p = [h K]. Essa notagio é equivalente (6.22) para

(6.26)

o dobro de variaveis utilizadas, mas na forma (6.25) fica evidente cada vetor de variavel utilizado.

Ao calcular a solugdo para (6.26) € obtido o passo de busca para o ponto critico, dado por
(o a9 1" or

P="19¢T de de

6.3.5 Expressdo complexa aumentada

A partir da expressao real composta (6.24), € possivel realizar a mudanga de coorde-
nadas para z = X+ jy e z* = x — jy. Substituindo o operador (3.21), a seguir

Of V(3 A\ o 9f _L(3f  of
dz  2\dx 8y dz* ox ay

na expressao de Taylor expressa em termos do par (z,z*), leva a representacido em primeira
)

ordem

_ af af . * af  df adf .df
r—f(x,y)—i—&-h—ka—y-k—f(z,z )+ (Z+8z*) -h+ (JZ_J(?Z*) k.

Agrupando os termos e utilizando o incremento complexo & = h + jk a expressio anterior pode

ser posta em notagcdo complexificada como

If e
r=f(z,2")+ aﬁ 8+8z]:‘ é

Diferenciando a expressao anterior em relacdo ao operador conjugado coluna

o _9f 9 Uf 5. 9 If o

927~ 227 " 927 92 T Gaf 9w © (2D
também em relagdo ao operador ndo-conjugado
dr _ df d 8f &+ d Jdf 5 (6.28)

927 927 a8 92 ° T 9dT aw
Note que as expressoes (6.27) e (6.28) sao equivalentes: uma € o conjugado da outra. Isso

ocorre devido ao formato complexo aumentado, que relaciona pares reais com pares conjugados.
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Agrupando essas expressdes em um vetor composto e igualando ao vetor nulo, tem-se a forma

matricial
ar af d 0 d d
oz | __ | 9z ozl ﬁf ozl 82*f 6 _
= + . =0. (6.29)
ol T ar| a2 20l g
dz! dz! dzT  9dz ozl Jdz*

T
A forma acima foi escolhida pois, definindo 8 = [8 d SH} e o operador complexo aumentado

como o vetor linha

%:[% 2], (6.30)

a equagdo em (6.29), que fornece o passo para otimizagdo, pode ser posta em uma forma
simplificada

of 9 9

@_{_@.a_zf.éz()‘ (6.31)

Outra forma de se escrever a expressao acima € tomar o conjugado, em cada termo, que fornece

of 9 9

T (€32

Com isso, fica evidente que derivada pode ser escrita em relagdo ao passo aumentado 8 ou seu
conjugado. Com as expressoes anteriores € possivel o cdlculo do passo de otimizacdo isolando-se

8 em (6.31)ou §” em (6.32).
6.3.5.1 Exemplo de aplicagcdo na funcdo custo complexa.

Dada uma fung¢ao custo como em (5.6) de valor real com varidvel vetorial complexa

z=[z - zy|]T eCV
/zcz—sz—sz+zHRz,

quer-se determinar qual regra terd o passo pelo método de Newton. Para isso, pela Tabela 1 a

derivada ndo conjugada sera

% = —pH+zHR.
0z

Pela mesma regra, a derivada do vetor linha acima em relacdo ao operador hermitiano elimina os

valores que possuam tal varidvel, de forma que

J d
o 92” R
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De maneira semelhante, para

d
S p’ +2'RT

az*
implica em
Jd d
o 9 =0

Portanto a expressdo (6.27) para o ponto 6timo neste exemplo dado é

24 R-6=0 (633)

Em forma aumentada seria

af
ar| (RO |9
a7 + 1l = 0.
*
5T 0 R o
devido a propriedade de construcdo da matriz de correlacio R” = R*. Devido a expressio ser

diagonal, a expressdo aumentada acima é meramente ilustrativa. A solu¢do pode ser encontrada

isolando-se o fator de passo em (6.33)

af

- — _1._
§— R 25

Utilizando o fator de passo dado € possivel escrever a regra de construcao

af

P (6.34)

-1
Z,11=172,—R -

n

6.3.6 Relacdo entre as expressoes real composta e a complexa aumentada

E visto nessa secdo que, a relacio entre as versoes real composta (6.26) e as expres-
soes complexas aumentadas (6.31) e (6.32), relacionam-se através da matriz de transformacao
entre varidveis (3.13). Essa relacdo se d4 pela forma (6.30) e as derivada reais, como descreve a

equagao matricial

Calculando o transposto do hermitiano da expressio anterior,

d d J J
=T 5T © 91 = T 97 (6.35)
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com
2 _ 9
dcl  dcH

A partir da expressao real (6.26), usando a propriedade relacionada a hermitiana em
(6.35),
TH'<(9ag];+azT 2T p) =0, (6.36)

com T-p = 8. O termo dentro do paréntesis € exatamente a expressdo em (6.31), confirmando
assim a relacdo entre a forma real e a obtida pela derivada hermitiana. O caso transposto pode
ser obtido de forma semelhante, também a partir de (6.26) com auxilio de (6.35)
af d i
T’ . | ==f-T) -p|=0. 6.37
[9ZT+<9ZT (fhf > p] ©37

A igualdade

o N (o N D
) - () -

dentro da expressdo (6.37) € possivel pela natureza real da forma composta. Reescrevendo entio

(6.37) com a observagdo anterior

J
TT.(aTJ;+87 A ):o. (6.38)

para T*-p = 8". O termo dentro do paréntesis representa a equacdo (6.32), dessa vez evidenci-

ando a relacdo entre a forma real e a obtida pela derivada transposta.

6.4 Método para expressoes complexas compostas

As expressoes desenvolvidas até aqui sdo uteis para lidar com fungdes do tipo
f(z,z*), como é o caso da funcdo custo de filtros complexos ndo amplamente-lineares. Para
expressoOes aumentadas com o dobro de varidveis, o procedimento é semelhante ao que foi feito
anteriormente. Pode ser atribuido o dobro de dimensdo as variaveis j4 utilizadas, e cada uma
dessas “dividida” ao meio em duas novas varidveis. Também pode-se considerar construir o
mesmo método para o dobro de varidveis em cada expressdo, como foi calculado na secao
anterior. Isso serd importante para a expressao do custo de filtros amplamente lineares de
[ T T]T

varidveis vetoriais z,w € CV , do tipo f(z,w,z*,w*) = f(z.,z}), paraz. = [z w



Partindo da expressao real para a aproximacdo de primeira ordem

_ of  of . of  9f
r=f(x,y,u,v)+ I h+ Jy k+au m + 5y ‘n.

para x,y,u,v € R". Tomando as derivadas e agrupando as varidveis como X = (X,y) e it =

bem como os fatores de passo como h = (h,k) e 1 = (m,n),

ar 9f d dr J Id

o | _ ||, |owox/ axrae/| | B
r of ERE 9 9 -
Jal Ja’ sar 9%/ aaroe/ | |M
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(u,v),

Essa expressdo é exatamente a descrita em (6.25). Para o caso complexificado pela

mudanca de varidveis dada por
Of (35 95\ Of _1(3r 9f
dz  2\dx 8y oz 2\ ox 8y

para o primeiro conjunto e

af af .df af f f
ow (%_JW) and ow* (8u+]8v> ’

para o segundo. A aproximagdo linear pode ser reescrita como

Of  ox f aif .
92 0T oy d toy Bt

r=f+—=—

com 8 =h+ jk e € =m+ jn. Calculando as derivadas para cada varidvel e igualando todas ao

vetor nulo

o af 9 of 2 af . of o of .
il e i AL e aT ow £+azT ow €70

or _of 0 0f 9 If . 9 of of .
92~ s T g 92 O T g o 0t aH'a_'”a?'W'e =0

or af 9 of o of .. o of o af .
T —gwT TawlT 92 2 T awT 9 % T T Gw €T guT gw € =0
ar _Af 3 of o Af .. 9 If o of .
8WH_8WH+BWH oz 6 QWH.QZ*.S +8wH'8w'£+awH owW* £ =0,

e reorganizando tudo em notagdo matricial

9f
dzH
of
owH
ar +
d0z”
of

*
ow’l ow’l ow’l €
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A expressao pode ser escrita de maneira curta atribuindo as varidveis um formato

composto complexo z, = (z,w), bem como ao fator de passo 8. = (8, €), de forma que a derivada

¢ dada por
9 _ [ PR }
0z, dz  Jdw

e a expressdo composta é

o] [0 2.0 s
oz + dzll dz. Jdzl Iz} N 0 6.39

af (9 ] a (9 ) a T f 6* . ( . )
0z.T ozl dz. 0zl Jz; a

Note que o resultado é o mesmo para (6.29), como se espera caso as varidveis sejam agrupadas

da forma proposta. Outras formas de escrita para a expressao acima sao possiveis, mas essa a

conveniéncia desta € mostrada no exemplo a seguir.

6.4.0.1 Exemplo de aplicacdo na funcdo custo complexa amplamente linear.

De forma semelhante ao que j4 foi feito, para a fungdo custo amplamente linear

(5.24) equivalente a expressao

G = o> —pllz, —2p. + 2Rz, (6.40)

para R a matriz de correlagdo aumentada. Tem-se entdo as derivadas

d

d 0
92 9.7 ~ R

d d
92 9z =0

A expressdo da primeira linha em (6.39) é

of

8?4_3.66:0’
C

fornecendo o passo composto

8.=-R"! of

RS0
dzL:
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O passo fornece a aproximacao dada por

. df
zen+1]=z.n]—R - 927 il
em forma matricial expandida
—1
zZ+1]| _ |znl| |R R| 2 | 641)
win+1] win]| |R* R* 21

Note que aqui hd a necessidade do cdlculo da matriz inversa em quaisquer dos casos,
tornando o algoritmo invidvel em termos de um bom desempenho. A préxima sec¢io apresenta
uma solucdo engenhosa para o célculo da matriz inversa para o caso da correlacido (quando o

hessiano € a funcdo custo complexa ou complexa aumentada).

6.5 Estimacao da matriz inversa

O maior problema do método de Newton, e suas “versdes” descritas até aqui, é
a presenca da inversdao do hessiano (matriz de correlacdo no caso destas aplicadas a fungdes
custo dos filtros vistos anteriormente). Esse problema é semelhante ao que ocorre na busca
dos coeficientes 6timos pelo método de Wiener. Para isso, nessa secdo serd apresentado o
método iterativo que estima a inversa da matriz de correlagdo aumentada, ponto a ponto, para
aproximagdes aplicadas a fungdes custo (onde o hessiano € uma matriz hermitiana devido a
forma quadratica associada).
Considere a matriz que representa a correlagdo aumentada
R R
R= ;
R* R*
lembrando que R é a autocorrelacio e R é a pseudo-autocorrelacdo. A inversa pode ser calculada
de maneira exata por (Schreier; Scharf, 2010)
. (R—R(R*)"'R*)~! —(R—R(R*)7'R*)"R(R*) ! M N
N —(R* —=R*R7'R)"'R*R"! (R* —R*R™'R)~! N* M
(6.42)

que possui a mesma estrutura aumentada presente em (3.14). Essa deve ser a matriz a ser

calculada caso se queira uma solugdo exata.
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6.5.1 O lema de inversdo de matrizes para a autocorrelagcdo aumentada

E possivel atribuir, a cada instante discreto, um valor estimado para a inversa da
matriz de correlagdo aumentada. Para isso seja a estimativa da matriz a expressao de diferencas

dada por
Rjn+1] = AR[n] +u[n+ 1u [n+ 1] (6.43)

onde 0 < A < 1 é chamado de fator de esquecimento. Para estimar a inversa em cada instante
¢ utilizada a forma (6.43), utilizando o chamado lema de inversdo de matrizes. O tema é
desenvolvido da seguinte forma: Sejam A, B, C e D matrizes da mesma ordem que R, a

expressao dada por

A =B+CDC"

tem inversa dada por

A l—Bl_BIC [CHB—IC_}_D—I}*I CHB-! (6.44)

Com isso, a partir das mudancas de varidveis para

p

A=R[n+1]
B = AR[n]
, (6.45)
=un+1]
D=
€ possivel reescrever (6.43) por
- - R~ [n]u[n + 1Ju"[n+ 1]R""[1]
1 _ L 17,1
e e S W R a1 (040

para um valor inicial arbitrario de R! [0] (como sugestdo pode-se utilizar a identidade). Essa
forma € a mesma que € utilizada no caso complexo usual, mas com as devidas trocas de
matrizes e vetores para o caso aumentado. De forma explicita, renomeando os valores r[n+ 1] =
uln+ 1Juf’[n+1] e ¥n+ 1] = ufn + 1Jul [n + 1], € possivel escrever a inversa da correlagido

aumentada como:

Min+1] Nn+1]
N*[n+1] M*[n+1]

R7M[n+1] =
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M[n] Nin] rln+1] Fn+1]| [M[n] Nin]
M[n] N[n] N*[n] M*[n]| |F*[n+1] r'[n+1]]| |[N*[n] M[n]
N*[n] M*[n]

> =

M[n] Nin] ujn+1]

/I+[“H[”+1] “T[”“Ll]] N*[n] M*[n]| |u*[n+1]

Os termos (submatrizes) presentes da matriz inversa em (6.42) sdao

Mn+1] = %{M[n] + ﬁ (M[n]r[n—l— 1] + M+ 1N [n]

+ N[n]t*[n+ 1]M[n] + N[n|r*[n + I]N*[n]) }

Nln+1] = %{N[n] + ﬁ (N[n]f'* i+ 1N[n] -+ NJae* [n + 1]M? 1]

+M(n|r[n+ 1|N[n] +M[n]E[n+ 1]M" [n]) } )
para os valores iniciais atribuidos 2 M[0] e N[0], e com o termo real auxiliar
tln] = A +2Re {u [n+ 1)M[njuln+ 1] +u”[n+ 1|Nnju*[n+ 1]} .

A expressao (6.46) € a estimativa da autocorrelacdo aumentada e € uma estimativa
instantanea discreta, usada de forma iterativa. Uma expressao para a matriz de correlagao R (ndo
aumentada) pode ser feita da mesma forma, basta reutilizar o lema da inversdao de matrizes do

inicio ou tomar R = 0 na forma aumentada do lema.
6.5.2 Meétodo a partir do ponto 6timo
E possivel a obtengdo do método de Newton, ja considerando a funcio custo, através
dos coeficientes 6timos compostos,
we=R"'p, (6.47)

isso é possivel, mas particulariza a solucdo do método para a fungado custo. A aproximagdo para

o valor da correlacdo cruzada composta serda
pe[n+1] = Apc[n] +ujn+1]d* n+1] (6.48)

de forma semelhante ao que foi feito para a correlagdo em (6.43). Aplicando a relacdo 6tima, no

instante posterior w.[n+ 1] = R™'[n+ 1]p.[n + 1] tem-se a expressio:

weln+ 1] =we[n] + R [n+ 1ufn+ 1]es[n+ 1], (6.49)
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para a estimativa de R™! [n+ 1] dada pelo lema da inversdo de matrizes (6.46) e o erro conjugado

aumentado escalar dito a priori
esn+1]=d*n+1]—u”[n+ 1]win] —u’ [n+ 1]h[n] .

A estimativa da correlagdo também pode ser utilizada diretamente na expressao (6.41), pois o
gradiente pode ser estimado como o produto do sinal pelo erro. Essa se¢cdo somente apresenta a

deducdo simplificada para o caso particular amplamente linear.

6.6 Realizacoes com o algoritmo de Newton

O algoritmo de Newton aumentado, analisado nas secdes anteriores utilizando o lema
de inversdo de matrizes aumentado (6.46) para aproximacdo da inversa da correlagdo, € mostrado
no Algoritmo 3 a seguir. Nele a cada iteracdo a matriz é estimada, com base num dado valor
inicial, servindo como parametro multiplicativo do gradiente. Lembrando que esse algoritmo &

valido para filtros amplamente lineares como mostrado na Figura 21. A forma é similar aquela

Algoritmo 3: Método de Newton aumentado
Entrada: u, d, e o nimero de coeficientes M.

inicio

Seja Q = comprimento total do sinal d ou u.

Inicialize w, comprimento 2M e n =0

Inicialize e = [e[0], --- , ¢[Q — 1]]T = 0 de tamanho Q.
Tome 0 < A < 1, e inicialize R™.

paraM —1<n<Q—1faca

u=[uln], ..., un—M+1]u*n], ..., w*n—M+1])7
RG-S

e =d[n] —wlu

we — we+ R Tue*

n<—n+1
fim

fim

apresentada pelo complexo usual, que no caso seriam com as matrizes de correlacdo, sinal
e coeficientes ndo aumentados, como mostra o Algoritmo 4. Esta secdo apresentara alguns
exemplos de desempenho do método de Newton aumentado comparado a sua versao usual a

seguir.
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Algoritmo 4: Método de Newton linear
Entrada: u, d, e o nimero de coeficientes M.

inicio

Seja Q = comprimento total do sinal d ou u.

Inicialize w comprimento M e n =0

Inicialize e = [e[0], ---, e[Q — 1]]T = 0 de tamanho Q.
Tome 0 < A < 1, e inicialize R™1.

paraM —1<n<Q—1faca

u=[uln, ..., uln—M+1]]7
-1 ] -1 _ R lw”R!
R} [R - Rouere

e =d[n] —wiu

w— w+ R lue

n<—n+1
fim

fim

6.6.1 Sinal aleatorio mais ruido

O primeiro caso é de uma sinal com ruido gaussiano modelado de forma que o sinal
desejado é dado pelo mesmo modelo j4 utilizado em (5.31), referente a equacio (4.9). Da mesma
forma, o ruido de acordo com a expressao (5.32), com a presenca de um fator divisor de SNR
(relacdo sinal ruido linear).

A métrica utilizada foi também a do erro quadritico médio das amostras. Nela a
média foi estimada por meio de uma recursao de Monte Carlo. Os tamanhos de filtro padrao
foram: Mijpear = 12 para o complexo usual € Myymentado para o caso aumentado ( M, gividual = 6),
exceto quando o exemplo deixar explicito. Em todos os casos o valor de do sinal em relacao ao
ruido € dado por SNR = 10.

O primeiro exemplo de um sinal circular com ruido circular € mostrado na Figura
29, que apresenta a performance em relagao a escolha do fator de esquecimento A. Nesse caso
os algoritmos complexo usual e aumentado tem performance similar para valores de A préximos
de 0,9. O método aumentado é mais sensivel a escolha desse fator, apresentando maior erro
com a diminui¢@o deste em compara¢do com o usual. Um fator de esquecimento menor também
provoca mais flutuacdes do erro quadritico médio.

O segundo caso € um sinal circular e ruido nao circular, com py = 0.2 e rotacdo

de @y = m/4, como ilustrado na Figura 30 (a). Esse exemplo exibe variagdes nos tamanhos
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Figura 29 — Método de Newton para o sinal circular e ruido circular com o perfil mostrado em

(a). Nessa simulag@o ps = py =1/ V2 (circular) e @3 = @y = 0. Em (b) A = 0.9 (valor usual),
c)A=0.6ed) A =0.99

(a) Perfil do sinal mostrando a (b) Erro quadratico médio em
distribui¢ao funcdo da iteragdes com base nas
2 : amostras. Fator de esquecimento

de A =0.9

0

Parte imaginéria

Erro quadratico médio (dB)

Parte real 8 \

NN S s oA N e S P SN i SIS,

0 100 200 300 400 500 600
lteragdes

(¢) Erro quadritico médio em (d) Erro quadratico médio em
fungdo da iteracdes com base nas fun¢do da iteracdes com base nas
amostras. Fator de esquecimento amostras. Fator de esquecimento
de A =0.6 de A =0.99

0 0
T mpnereoear ‘ T gt et

2

i

Erro quadratico médio (dB)
N .
Erro quadratico médio (dB)
5

8 |
6
-0 e A Py SR US I WSS B PR

0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
lteragdes Iteragdes

Fonte: Elaborada pelo autor.

do filtro aumentado. Nesse caso hd um pequeno ganho na aproximacao por usar o algoritmo

aumentado a Figura 30 (b). Na Figura 30 (c) e (d) foram utilizados tamanhos de filtros diferentes

para comparacao.
6.6.2 Exemplos com sinais 4QAM

Da mesma forma que no caso do gradiente aumentado, foi testado o sinal do tipo
4QAM mais ruido dado por (5.32). Os resultados também sdo similares, como mostra a Figura
31. Em todos os casos, ndo hd ganho em se utilizar o algoritmo aumentado para sinais circulares,
dado um mesmo numero de coeficientes em ambos os filtros (o que era esperado, vista que a
matriz de pseudo-correlacdo € nula neste caso). No algoritmo de Newton ndo h4, praticamente,

perda de velocidade de convergéncia em comparacdo com o caso linear, indicando uma pequena
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Figura 30 — Método de Newton para o sinal circular e ruido ndo circular com o perfil mostrado
em (a). Nessa simulac@o p, = 0.2 (ndo-circular) e oy = 7/4

(a) Perfil do sinal mostrando a
distribui¢do

Parte imaginéria
°

Parte real

(¢) Erro quadritico médio em
fungdo da iteracdes com base nas
amostras. Fator de esquecimento
de A =0.9. Ambos filtros com
tamanho Miinear = Mindividual = 6

(b) Erro quadrédtico médio em
funcdo da iteracdes com base
nas amostras. Fator de esqueci-
mento de A = 0.9 com Mjjpear =
Mumentado = 12

0

Erro quadratico médio (dB)

0 100 200 300 400 500 600
lteragdes

(d) Erro quadratico médio em
funcdo da iteracdes com base
nas amostras. Fator de esque-
cimento de A = 0.6 € Mjjpear =
Maumentado = 12

0 -1
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Fonte: Elaborada pelo autor.

melhora (como visto na Figura 31 nos casos (d) e (f)) ou, no pior dos casos, equivaléncia como
na mesma figura em (b).

Este capitulo conclui a andlise por meio de testes simulados desses algoritmos. Com
isso, foi possivel estudar o algoritmo de Newton em sua forma complexa e também em sua versao
aumentada. No proximo capitulo, abordaremos o algoritmo natural em sua forma aumentada,

explorando como ele pode ser expresso na forma complexa.



Figura 31 — Realizac¢des dos algoritmos para o caso 4QAM
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7 GRADIENTE NATURAL COMPLEXO

Este capitulo apresenta uma extensdo dos espagos tangentes reais empregados para
obter uma expressio generalizada do gradiente complexo natural. E proposta uma expressio
vélida para um sistema de coordenadas generalizado numa base complexa. A equivaléncia com
a representacao real € feita através da estrutura complexa que os espacos reais podem possuir,
permitindo a mudanca da base utilizada. Exemplos tipicos de aplicacdes sdo apresentados,
ilustrando a abordagem proposta.

E sempre possivel manter todos os célculos em notagio real, tratando valores com-
plexos como valores reais bidimensionais e depois usar uma métrica real, como em (Nitta, 2014),
mas torna a representacdo matemdtica menos natural e mais complicada do que os célculos
na representacdo complexa. O procedimento adotado serd o uso do cédlculo de Wirtinger para
determinar a métrica aumentada complexa, para qualquer sistema de coordenadas de dimensao
par, mantendo a correspondéncia entre o caso real e o caso aumentado complexo.

Por fim, para mostrar a equivaléncia entre as representagdes, sao apresentados trés
exemplos: em coordenadas cartesianas, em cilindricas e em obliquas. Na primeira, a presenca
de um fator de escala permite comparar, por exemplo, o algoritmo gradiente descendente em
dominios reais e complexos ao longo do eixo real (ambos sdo iguais quando os sinais reais
sdo aplicados) o que geralmente ndo ocorre em vérios estudos, como (Kreutz-Delgado, 2009)
e (Brandwood, 1983), mas com uso aplicacao acertado em (Mandic; Goh, 2009), (Monzingo;
Miller, 1980) e (Widrow; McCool; Ball, 1975). Os dois dltimos exemplos demonstram a relacdo
entre a notacdo complexa aumentada e os resultados de gradiente natural em (Amari; Douglas,

1998).

7.1 Conceito geral

O método do gradiente foi aplicado extensivamente nos capitulos 5.4 e 6. Este, para

um espaco x € RY, tem a forma

X1 =X — BV Lly, (7.1)

onde B € RV*N & alguma matriz simétrica ndo singular que pode ou nio variar ponto a ponto.
O método do gradiente utilizado foi o qual B = I, a matriz identidade. O algoritmo de Newton
o caso em que B = H, o hessiano. O fator de passo também pode ser varidvel (que nao foi

considerado no presente trabalho por estar apresentando algoritmos gerais).
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O método do gradiente natural (Amari; Douglas, 1998) é o caso em que a matriz B
€ a métrica das coordenadas utilizadas, em forma matricial denotada por G. A nomenclatura
natural presente no nome, decorre da matriz métrica! aparecer naturalmente quando se muda de

sistema de coordenadas, como uma propriedade do gradiente.
7.1.1 Coordenadas generalizadas e métrica

O gradiente natural utiliza o inverso da métrica como correcao, a fim de melhorar o
desempenho da aproximacgao como descrito em (Amari; Douglas, 1998). Com isso em mente,
essa secao discorre resumidamente sobre todo ferramental necessario para a defini¢do da matriz
métrica e a justificativa de a utilizar.

Seja um vetor de posicdo r = r(uy,...,uy) definido no R" (ou de forma similar
X = xx(uy,...,uy) para uma mudanga de coordenadas do sistema euclidiano para os com

coordenadas uy). A partir do vetor incremental de deslocamento
dr = Z duk ,

pode-se definir a base das coordenadas dada pelo vetor

or

E (7.2)

€ =

linearmente independentes. A métrica aparece quando se quer fazer medidas de comprimentos

(e/ou angulos). O elemento de comprimento ao quadrado g (chamado de métrica) é

= (dr,dr) = Z e duk,z du,

=Y (ew.e))dugdu; =Y grududuy .
) k1l

O termo

gk = (ex.ep) (7.3)

€ a matriz métrica do novo sistema coordenado, uma corre¢dao nas medidas provocadas pelo
uso de outro sistema de coordenadas. O produto interno do espaco euclidiano R" induz essa

nova métrica®. A métrica g é um tensor de segunda ordem que atua em vetores resultando em

1
2

A matriz métrica € a matriz que representa a forma bilinear da métrica.
A matriz métrica serd utilizada como sindnimo de métrica.
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um escalar, no caso euclidiano g : RN x RY — R, i.e para os vetores v =Y ve, e w= Y wie; a
métrica atua sobre esses vetores resultando em:
g(v,w) = nglvkwl-
kl
Isso ocorre devido a defini¢do de base dual como: duy(e;) = &, em que O; = 1 se k =i e zero
caso contrario.
A simetria do produto interno implica em uma métrica igualmente simétrica. Em

sua representacao matricial, isso € expresso por:

811 81N
G=|: - . (74)

8N1 T 8NN

Se gi; = Oy o sistema de coordenadas é euclidiano. Para g; = 0 com k # [, é dito ortogonal.
7.1.2 O vetor gradiente em coordenadas generalizadas

Com o auxilio do produto interno € facil transitar entre formas diferenciais e vetores.
A forma mais importante na andlise do vetor gradiente é a diferencial (ou derivada) de uma

aplicacdo f : RN — R, dada por

af = gy 4o 2L quy
duy duy

e representa o incremento na funcdo f dada por cada incremento das coordenadas uy, mas
esta expresso nas bases duy, bases duais de e;. Isso implica que d f pode atuar sobre vetores

v =ve; + -+ vyey, resultando em um valor escalar, em termos de suas componentes como
af af
df(v) =) —dui(v)=) —v;.
F9) = F godu) =L 5o

A métrica pode ser imaginada da mesma forma, ja que estd escrita também na base dual. Esta

atuando sobre um par de vetores v=vie; +---+vyey e w =wjie; +--- +wyey é

g(v,w) =Y gudur(v)duy(w) =Y guviws ,
k,l k,l
representa o produto interno entre os vetores dados, pois

(v,w) = ZVkekaZWlel = ngszWz )
k !

k,l
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de acordo com (7.3). Entdo tem-se a propriedade g(v,w) = (v,w), na qual o produto euclidiano
€ utilizado nas novas coordenadas (ou novo espaco, conceito de métrica induzida) e atua sobre
as bases nao necessariamente ortonormais. Em termos de coordenadas locais (em termos das

componentes em forma vetorial) a operacdo € dada por

811 81N wi
g(V;W):[vl VN}' : ] =vGw.
8N1 8NN WN

A matriz G acima representa uma forma positiva definida pois
2

VTGV = kavl (ek,el) = Z <vkek,v1e1> = <kaek,2vlel> = kaek > 0.
k [ k

k,l k,l
O gradiente, indicado por V£, o qual € uma incégnita até aqui, seria o equivalente

vetorial de df. Estes podem ser associados pelo uso do produto interno (métrica) da forma

df(v) =g(Vf,v)=(Vf.v) .

Expressando as operagdes em coordenadas locais, com 6 f representando as componentes de d f

na base dada:

Sflv=VfTiGv—§fT =VfIG.

A expressao € vélida para todo vetor v dado. O termo
Vi=G 81,

representa o vetor gradiente em termos das componentes da forma diferencial. Esse gradiente
(agora chamado de gradiente natural pois € corrigido pela métrica) é expresso em termos de
componentes por
of
(Vi Fm
ol =GTh ] (7.5)
of
(Vf)w Ty
Os termos (V) =Y, gudf/du; acima se referem a k-ésima componente do gradiente que serd

dado por

af af
Vf= — e — .
f <§z gllaul>el+ +(§l gNlaul>eN
O uso do gradiente acima para o método do gradiente (7.1) é o chamado método do gradiente

natural, serd visto a seguir.
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7.1.3 O método do gradiente natural

Esta secdo apresenta o método para o caso real (como foi deduzido nas secdes
anteriores), bem como alguns exemplos. Pela expressao (7.1) e utilizando a matriz B = G como

a métrica, a regra de aproximacao para um passo fixo é
ufn+1] =ufn] —uG~ 187 . (7.6)

em que o inverso da métrica é calculado a cada ponto. Em termos de notagdo, o vetor 8 f que

possui componentes de d f, nada mais é que a derivada em formato coluna

9f
du!
ar _|”
Of = 5ur =
;ujlcv

Similar ao caso complexo em (3.22), aqui real.
7.1.3.1 Exemplo de aplica¢do

O exemplo, retirado de (Amari; Douglas, 1998) utiliza coordenada polar (caso bi-
dimensional). O vetor posi¢@o escrito como um par ordenado é dado por r(p, @) = (pcos @, psin@).

A funcdo custo dada no exemplo é
1 2, 2.2
J = 5 [(pCOS(p— 1)+ p~sin (p] :

Os vetores base, necessdrios para a construcao da matriz métrica, sdo dados por meio das

derivadas

g—; = (cos@,sin@) = e,

9t = p(—sing,cosp) L ey .

A métrica, que independe da escolha da fun¢do custo, construida a partir das relagdes acima €

1 0
G= ) ol (7.7)
P

sua inversa € facilmente calculada e posta no termo incremental do gradiente
ol |2

Vf= ! h| =
0 97

|S:b|8:

NS

<
Nl’— QU
Q|
S~

)
Q|
)

S
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A expressdo anterior pode ser escrita como

of  1af  af. 19f.
Vi=—Zle,+——rep=—-0p+——0p,
1= 0% T 0796% = 9p P T pagt

em que a presenca do acento circunflexo em e; indica um vetor base de médulo unitério.

Utilizando as derivadas acima na fun¢do custo proposta, a funcdo de atualizacdo do vetor de

coordenadas w[n] = [p[n] @[n]]” num dado instante discreto é

p[n] —cos @[]

sin@|n]
pln]

wn+1]=wn|—pu (7.8)
A inversa da métrica sé precisa ser calculada um vez, se tornando uma matriz a ser calculada

ponto a ponto, ainda sendo possivel estima-la em dimensdes mais altas. Versdes modernas do

gradiente natural utilizam como métrica a matriz de Fisher (Amari; Nagaoka, 2000).

7.2 Conceito do gradiente complexo natural

O gradiente complexo natural surge da escrita direta, em varidveis complexas do
caso real. E uma extensdo dos resultados anteriores no espaco aumentado, permitindo a escrita
em termos da varidvel e sua conjugada. A partir dessa secdo serdo introduzidos conceitos a
fim de generalizar os resultados anteriores, comecando pela generalizacdo de espacos para
aqueles de dimensodes e formatos mais gerais, chamados de variedades. Em seguida estas serdo
expressas por meio de coordenadas complexas e terdo o gradiente calculado. Por fim, o gradiente
complexo natural € apresentado representando o gradiente natural escrito inteiramente na nota¢ao

de Wirtinger.
7.2.1 Variedades riemannianas

O gradiente natural no plano pode ser visto do ponto de vista de transformagdes de
coordenadas como feito na se¢do anterior. Aqui esse conceito € generalizado para um espacgo
mais geral que é uma variedade riemanniana, como sera visto a seguir.

Pode-se imaginar uma variedade M (diferencidvel) de dimensao m como um equi-
valente a uma hiper-superficie diferencidvel sem necessariamente estar contida em um espago
ambiente (mesmo que esteja, o estudo independe do espaco suporte). Uma variedade pode ser

localmente mapeada por um espaco euclidiano de mesma dimensao (abertos na variedade sdao
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Figura 32 — Exemplo de variedade com mapeamento em duas regides que possuem uma
intersecao

M

Fonte: elaborada pelo autor.

homeomérficas a abertos no espago euclidiano?). Para que uma variedade seja dita riemanniana
€ preciso que esta tenha uma métrica g em todo ponto, e que esta varie de maneira suave ponto a
ponto (Carmo, 2008). Uma variedade riemanniana é representada como (M, g).

Uma carta é definida como um par {U, ¢}, de um aberto U na variedade M mapeada
por @, chamado de sistema de coordenadas locais: funcdes diferencidveis invertiveis. Um
conjunto de cartas locais cobrindo a variedade é um atlas. E possivel relacionar diferentes cartas,
que possuam interse¢des, como mostra a Figura 32, por meio de uma mudanga de coordenadas
c:(UNV)—= ¢(UNV). A inversa de um mapeamento ¢ ' é chamada parametrizacio local

para @(U) em M.
7.2.2 Espaco tangente

Para espacos mais abstratos € necessdria a defini¢do de vetor tangente de forma
um pouco mais geral que o apresentado na expressdo em (7.2). Ao invés de utilizar vetores os

imaginando como ‘“‘setas no espago” o estudo de variedades define os vetores como derivadas.

3 Isto significa que um aberto sobre a variedade pode ser deformado e dobrado (sem fazer cantos ou rasgos)

resultando em um aberto no espago euclidiano.
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Isso € possivel devido ao isomorfismo que existe entre as bases no R" e operadores diferenciais,

como serd visto a seguir, primeiramente para o caso euclidiano e em seguida sobre variedades.

7.2.2.1 Vetores no R"

Vetores a partir da origem no espacgo euclidiano sdo expressos em termos do vetores

base como
N

V= Z Vi€k
i=1

em que e sdo os vetores base candnicos. Pode-se utilizar uma base a partir de um dado ponto
p tal que v, = nyzl viek|, (chamado espaco afim) na qual as coordenadas v sdo medidas a
partir do ponto p. Em ambos os casos o vetor pode ser expresso meio de um vetor coluna
v=v,=[v --- vy]T. Esse é o ponto de vista de vetores como setas orientadas, podendo ser
transladadas até a origem sem perda de generalizacao.

Por outro lado, considere uma fungdo f : RN — R restrita a uma curva parametrizada
num dado intervalo « : (—¢,€) C R — RY. Tome o ponto no intervalo aberto considerado

0 € (—&,¢€) de forma que (0) = p. A derivada da fungdo restrita a curva é

d(foa()| _ dfx(),....xw())

=0 dt

b

dt =0

em que o simbolo “o” indica opera¢do de composi¢ao de funcdes. Por se tratar de uma composi-

cdo sobre o espaco euclidiano pode-se escrever a expressao anterior como

difoa(®)] & m Of] [ O
R a— —k;xk(o)a—xkp— k;xk(o)a—xk

f. (7.9)

=0 p
Tomando a curva como xi(t) = py +1tvy, o operador (termo entre paréntesis do lado direito da

expressao (7.9) acima) pode ser posto na forma

N 0
D = Vi =—
v kgl 8xk

representando o operador derivada direcional no ponto p que atua sobre fun¢des suaves do

b
p

tipo f : RV — R. Podemos entio identificar o vetor a partir de um dado ponto p no R" pelo

isomorfismo* v » ~ D,, de forma que o vetor dado pode ser expresso por

N d
V=Y uo
p
k=1 8xk

4

p
O isomorfismo entre vetores e operadores permite escrita das bases como derivadas parciais (operadores
diferenciais). Isso é til em variedades mais abstratas na qual ndo é possivel definir vetores como setas no
espaco.
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O vetor, como escrito do ponto de vista da expressdao acima, ¢ um operador diferencial e
atua sobre funcdes reais no ponto dado, resultando em um valor escalar. O fato de vetores
agora serem representados por operadores diferenciais permite o uso de propriedades como: a
regra do produto v,(fg) =v,(f)g(p)+ f(p)vy(g), bem como defini¢des de linearidade como

(Vp+Wp)f =v,(f)+w,(f) e (kv,) =kv,(f), para w, também um vetor a partir do ponto p.
7.2.2.2  Vetores sobre a variedade

Sobre a notacdo utilizada: Desta secdo em diante os vetores definidos sobre varieda-
des usardo letras maitisculas sem negrito. Vetores mintisculos em negrito se referirdo ao formato
coluna (ou linha no caso de co-vetores) das componentes dada uma base. Isso € conveniente para
distinguir um vetor escrito em conjunto com sua base de sua representacao como vetor coluna

(somente componentes) i.e, dado um vetor

N 0
V= =
Loige

o vetor coluna

Vi

representa as componentes de V na base dada.

Para uma variedade M de dimensao N, pode-se agir de maneira semelhante ao caso
RY, definindo desta vez uma fungio escalar sobre a variedade f : M — R. O espago tangente
pode ser definido restringindo a funcdo a uma curva sobre M.

Seja um curva suave o(t) sobre a variedade M. A curva pode ser parametrizada
no intervalo aberto (—&,€) de forma que &(0) = p € U C M. O vetor tangente é um operador
(Carmo, 2008) definido por
V()2 S (foa) (7.10)

£ 1=0
O termo o/(0) =V, representa a derivada da curva num dado ponto, atuando sobre funcdes
definidas em M.

A curva sobre a variedade em termos da carta (parametrizacdo) é

a(t)=¢ ' op(r),



122

Figura 33 — Funcao definida sobre M restrita a curva mapeada pela carta, para uma parametriacao

¢

ERCE ...I.........-... . AL

Fonte: elaborada pelo autor.

dado B(t) = (u1(¢),...,un(t)) € @(U) a curva em fungdo das coordenadas da carta com f3(zy) =

g = @(p). A derivada (7.10) pode ser desenvolvida por

W) = Lrtatey| = 20PNy ) 220 .1
pois fo@~!: RN — R, representa a funcio por meio da carta, como mostra a Figura 33, em que
essa funcdo leva diretamente da carta aos reais.

Como as coordenadas da carta buscam representar (ou mapear) as coordenadas sobre
a variedade x;, estas sdo escolhidas de forma que utilizem os mesmos coeficientes da variedade.
Definindo x;(p) = u; o ¢(p) mantém cada coordenada independente uma da outra, atuando como

um mapa identidade para os coeficientes (coordenadas) e com isso

xi(ot(t)) =ujo@ooat(t) = ui(ui(t),...,un(t)) = ui(t) ,
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que equivale a u;(t) = x;(t) como coeficientes a serem utilizados. A derivada parcial em (7.11)
pode ser definida entdo da forma

_9(fog™!
N 8ul~

)

ox| I

p

o(p)

Com isso, da mesma forma que no caso RY, a expressio (7.11) fornece o vetor tangente expresso

por bases de operadores diferenciais por

9
Vp:ZVia__xi

i=1

5
p
para v; = x;(0). Como regra geral pode-se usar a carta diretamente como sindnimo da variedade,
como apresentado em (Carmo, 2008). O fato da curva sobre a variedade ndo ter sido especificada
permite determinar uma base associada ao espaco tangente no ponto dado como

d

ox1

d

ey = (7.12)
» o0x,

P
Essa base permite a constru¢ado do espago tangente 7,,M no ponto: um espago vetorial linear,
isomorfo &2 RY. Quando nio for necessario especificar o ponto dado é comum escrever as bases

sem e subscrito p bem como o espago tangente como 7M.
7.2.3 Meétricas sobre a variedade

Os vetores tangentes em uma variedade riemanniana possibilitam a definicao de
uma métrica, que por sua vez determina um produto interno (-,-) no espago tangente 7M em
um ponto especifico. Essa métrica, expressa em termos dos pardmetros (ou coordenadas) da

variedade, é representada por

Jd 4
8kl = <&_xk’8_xl> ) (7.13)

Para que a variedade seja considerada riemanniana, a métrica deve ser suave e diferencidvel em
todos os pontos. E importante ressaltar que a métrica pode ser derivada de um espaco ambiente
no qual a variedade estd imersa ou através de medidas de comprimento intrinsecas a propria
variedade, utilizando conceitos de formas diferenciais. .

As secdes seguintes se concentram em obter a forma do gradiente tangente sobre

uma variedade expressa por meios de coordenadas complexas aumentadas.
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7.2.4 Bases complexificadas

As defini¢Oes vistas até aqui permitem construir um espago complexo a partir de um
espaco real. Isso se torna claro quando se considera as bases de um espaco tangente TM>" para
algum ponto dado (mas nio especificado) de uma variedade diferenciével de dimensdo par M2V,

As bases sao

d Jd 4 d
{E,...,E,E...,E}, (7.14)

em coordenadas da variedade (xi,...,xy,y1,...,Yn). Reescrevendo as bases, com o auxilio dos

operadores (3.21),

Jd 0 1/ 9 ) 1/ 9 )
{a—a—} - {5 (a—xk‘fa—yk) 2 (a—ﬂx)} | (7.1

pois as bases reais sd@o construidas sobre funcdes definidas sobre a variedade. Essas bases
complexas tém como duais as bases {dz1,...,dzn,dz],...,dzy }, onde dzy = dxi + jdyy e dzj =
dxi, — jdyy parak = {1,...,n} . Isso pode ser verificado diretamente pela constru¢do das bases

complexas, i.e

d d
A (a—zn) = Onn s dem (a—z;;) =0

o 0 ff 9\ _
dz, (8_zn) =0, dz, (8z:§> = Sun ,

em que O,,, = 1 se m = n, zero para todos outros casos.

Serd visto a seguir a constru¢cdo de dois tipos de espagos usando (7.15): a repre-
sentacdo real (chamada complexificada) que possui uma construcao particular (aumentada) e
a outra que possui coeficientes complexos utilizando a base real (7.14). Esta dltima equivale
ao uso de coeficientes complexos e base complexa. O préximo tépico comecara por expor a
representacao complexa sobre bases reais (extensao complexa), que € o caso mais geral, seguido

do caso aumentado, sobre o qual se dara atencgdo.
7.2.5 Representacdo com coeficientes complexos

A representacgdo utilizando coeficientes complexos sobre bases reais, em um dado
ponto de uma variedade 2N-dimensional, fornece um espacgo tangente complexo. Sejam o0s

coeficientes complexos a; = aj + jaj'(, by = by + jbf( € C, um vetor tangente U em um ponto



125

pode ser escrito como

N d d
U= ap—=—— —|—bk—) .
kg’l ( dxp Oy
Mudando de bases de acordo com (7.15), o mesmo vetor pode ser escrito por
N d d
U= Me=— +Nk_*> :
kgi ( 9%k 9z
com coeficientes

A = al — bt + j(al +bY)
kK~ %k kT %k (7.16)
Wi = ap+ bl + j(a, —b) .
Esses coeficientes, também complexos, agora utilizam a base complexa e pode ser posto na

forma de vetor coluna por
u= ) (7.17)

onde A =[A;...A,)" e = [u; ... u,]". Esse vetor ird pertencer ao espaco linear TcM = TM ®C,

isomérfico a C2N ~ RV,
7.2.6 Representagcdo aumentada

Para um vetor tangente real V € TM ~ RV, sua representagio na base tangente

(7.14) ¢

N d d
V= res—+ Sk_> ;
kg’l < dxp Iy
para rg, sx € R, coeficientes reais. Este mesmo vetor na base complexa € dado por
N d d
V= S ) — —jsi)=—| -
1;1 {(hﬁ-]sk)aZk + (r JSk)aZ;J

Utilizando um novo coeficiente complexo 1y = ry + jsi, 0 vetor real acima, quando

escrito em base complexa, € equivalente a um vetor aumentado

v—i( 2, *a) (7.18)
—k:1 nkaZk nkazlt . .

O vetor (7.18) representado em coordenadas locais pelo vetor coluna é

V= , (7.19)
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paran =[n; ... nN]T. Vetores nas formas (7.18) e (7.19) sdo os ja conhecidos aumentados, e
representam um espago real de dimensao de mesmo tamanho, ao contrario de (7.17), um espago

de dimensao dobrada.
7.2.7 A estrutura complexa

E importante tomar nota sobre a representacdo de um vetor somente na base nao-

conjugada d/dz;, como

F_\ g, O
U' = k;l )Lka_zk .
Essa representacdo € dada pelo espago tangente holomorfico Té’OM . O correspondente conjugado
possui vetores do tipo,

1 i a
U’ = k=
k=1 9z

descrito por T(g "'M com as derivadas conjugadas d/dz; como base. Observe o fato que um vetor
. _ 710 0,1
geral complexo € dado por TcM = T-"M ST M.
A possibilidade de escrita de um vetor real utilizando somente a base nao-conjugada
(ou base holomorfa) é possivel quando associada a uma estrutura complexa J, um operador que

tem a seguinte propriedade

it~
e O (7.20)
J _ d
Tow = "aw
com J? = —I, a identidade. Esse operador leva a uma regra geral mnemonica para os produtos
dos coeficientes 1 - j=j-1=Je j-j= —1, de forma que é possivel a representacdo de vetores

reais somente pela componente holomorfa. Seja V' € Té’OM , €ssa representacdo, com auxilio de

tal estrutura leva a
1 0 0
VvV = — = —(1 isg) | l=— — j=—
anaZk 22( ri+ Jsi) < e Jayk>

O g9 g9 9
rkaxk Tk 8yk Sk axk Skayk ’

com auxilio das regras de multiplicacio dos coeficientes,

a J )
V= ( —+ —>=V.
];1 rk&xk Skayk
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Este resultado evidencia a representagdo somente em base holomorfa, com a devida
presenca da estrutura complexa, que leva esta a forma real (7.18). A diferenca de nota¢do ora em
letra maiuscula para vetores expressos em sua base, ora em nota¢do negrita na forma matricial
tem uma razao: enquanto para a representacdo aumentada a condicdo V* =V € verdade (as bases

também conjugam), a notacdo coluna (matricial), em geral v* # v.
7.2.8 Representacdo de formas diferenciais complexas

Formas diferenciais formam um espago vetorial, definidos no dual de espacos tangen-
tes (s@o entdo construidas pelas bases duais dxy, dy; ou suas versdes complexas). As chamadas
1-formas equivalem a vetores e agem sobre estes, resultando em valores escalares. Da mesma
maneira que vetores, estas podem ser estendidas por coeficientes complexos. Elas serdo re-
presentadas por letras gregas mindsculas sem indices e apresentadas na forma complexa a
seguir.

Sejam os coeficientes complexos a; = a; + jc_l;; e by = l_),r( + jl_)fc ambas em € C,

estendendo uma 1-forma real com esses coeficientes tem-se
N —
L= Z (dkdxk—l—bkdyk) ,
k=1

com cada elemento de base complexo dzy = dx; + jdy; e seu conjugado. E possivel escrever a

expressdo acima como
N

1 _
V=3 Y (dzr+ Mdzp) (7.21)
k=1

para os coeficientes

A = a; — bl + j(ak +by)

Kk~ Yk kT %k (7.22)

fy = ag+ b+ j(a, —by) .
A fim de se ter o produto hermitiano quando em nota¢do aumentada, a aplicagdo da 1-forma
requer a conjugacdo (incluindo as bases). Para um vetor Q = XY (8.9 /9z; + €39 /9z;) no

espaco tangente, a aplicagdo da conjugada da forma (7.21) é

) 13 - _ 7., 1|6
V(Q) =3 ) (A*8+ 1) = 5 [l u*] (7.23)
23 2 €
para os vetores linha A = [4; --- Af] e l = [fi; --- [iy]. Esta expressdo em coordenadas locais

¢ representada pelo vetor linha

‘D—lﬁ
=30,
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comi@=[A f1]. Em breve sera possivel relacionar esta forma com o vetor (7.17) pela métrica
definida sobre a variedade.

Para o caso complexo aumentado pode-se usar a constru¢do anterior com A=ae
i = a*, denominando a forma aumentada como ®. Aplicando a forma a um vetor tangente
aumentado é

1 -
o* (V)= EW*V , (7.24)

em formato matricial. Também é possivel representar toda a operac¢ao anterior em coordenadas
reais com coeficientes reais para @ = Zf{vzl(ﬁkdxk + Gidyr) e V = Zivzl(rk&/axk + 5¢9/9yy),

versoes na base real dos operadores aumentados anteriores, resultando no valor real

o' (V)= p g : —pr+as, (7.25)

devido 2 ®* = w, para a base real com coeficientes reais. Isso também vale para a representagdo

aumentada, onde 0g = pr + jgi and N = ry + Jjs,

w*(V):%[oz* & T —st{an)=prras. (7.26)
n

Os resultados (7.25) e (7.26) mostram a equivaléncia entra essas representagdes: na forma

aumentada, a acdo de uma 1-forma em um vetor tangente aumentado resulta em um valor real

da mesma maneira que no caso real. A escolha da acdao do conjugado de uma forma implica

a escolha de um produto interno sesquilinear no segundo operador e isso permite a notagao

complexa matricial no caso aumentado.
7.2.9 Produto interno e métrica

A fim de relacionar a métrica com a aplicac@o de formas diferenciais € necessario a
construcio de um produto interno aumentado baseado no produto interno hermitiano. Considere
uma forma sesquilinear aumentada no segundo operando 4, que € aplicada aos vetores tangentes
V =Y (Md/dz +n;0/dz) e W = Y.(od/dz + 049/ Iz) para os coeficientes 1y, 0 € C.
Pelas propriedades da linearidade

0 , 0 0 , 0
h(W7V)_iXk"<ai3_zi+ai3_Z?‘7nk3_zk+nk3_z}i> ;
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em que (-,-) é o produto interno hermitiano (conjuga o segundo operando) que representa 4. Em

notacdo matricial como

h(W,V):[aH aT]-fI- n =wlHyv ,
n*

para a matriz composta
9 9 Jd_ d

fi— dz7’ dz; 9z} Iz
EIN 2 Nl
dz’ az;: dz;’ dzi

em que o indice i representa a coluna e k a linha. Esta matriz se relaciona com uma dada métrica

poo| |[(Fd)] (&)

O Rl |[(#5)] [(%4)]

paraP=P7, R =R" e G = G’ por expansio direta de (7.27). Para H = 2H, tem-se que

(7.27)

real

! P+R+j(Q"-Q) P-R+j(Q"+Q) (7.28)
2|P-R-jQ"+Q) P+R-j(Q"-Q)
Essa ultima expressao demonstra a relagdo entre a forma bilinear e a sua versao real com presenca

da métrica. Observe que numa dada base

h(W,V) = (W,V) = %WHHV , (7.29)

¢ vélida para vetores em sua forma aumentada e € a versdo de (3.19) para vetores em coordenadas
gerais. A métrica € importante pois permite relacionar vetores com seus duais. Comparando
(7.29) com a expressao (7.24) pode-se perceber que a aplicacdo de uma forma pode ser represen-

tada por um produto interno hermitiano
o*(V)=(W,V) . (7.30)

A métrica H preserva as distancias reais quando se trabalha em notacdo aumentada, como

indicado em (7.25) e (7.26).
7.2.10 O co-gradiente

A diferencial de uma funcao resulta em uma 1-forma, usualmente esse processo de

diferenciacdo chamado de derivada exterior. Esta, em coordenadas complexas, pode ser expressa
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por

(7.31)

df::[Qi 8f]. dz
dz Jdz* dz*

para os vetores linha d f/dz=[df/dz1...0f/0z,], df /02" = [df/dz]...df/dz);] e paradz =
[dzy ...dz,;)" e seu conjugado. Essa forma diferencial operando em um dado vetor V, como dado

em (7.18) ou (7.19), resulta na expressao

V:[ﬂ 8f}. n (7.32)

para dz(V) =1 e dz*(V) = n* em forma vetorial. Lembrando que para uma fun¢@o real f a

conjugada da derivada holomorfa é

()%

%) “ 97 o (7.33)

Nesse caso a forma diferencial equivale a
af If \" of
== - =2Req = :
df(V) az’”(az") e{azn
7.2.11 O gradiente complexo aumentado

A propriedade (7.29) permite a representacdo do chamado gradiente de uma funcdo
f (aqui representado por V f), que devera ser a versao vetorial da ja conhecida forma diferencial
d f. Ressaltando o uso da func¢do real f e do vetor aumentado V (e sua forma vetorial coluna v).

A derivada direcional é
1
df(V)=(Vf, V)= z(Vf)HH V. (7.34)

com H a métrica em (7.28). A forma df, representada por um vetor linha, ja € escalonada
e conjugada em sua prépria defini¢do. Nomeando o operador co-gradiente aumentado como

6f =[0f/dz df/dz*], a expressdo para (7.30) pode ser escrita em coordenadas locais como
1
8f'V: E(Vf)HHV )

valida para qualquer entrada vetorial v que representa o vetor V. Isolar o termo V f leva a

expressao proposta para o gradiente complexo aumentado, dada a seguir por

Vi=2H"18/)1. (7.35)
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Este gradiente depende de ambas derivadas ndo-conjugada e conjugada: fato de f4cil verificagao

ao se expandir a expressdo em suas componentes

ar\" d
\vJ =L e

Vf= Jo| Zog <SZ>H —2H"! ‘9:" f, (7.36)
I (C I

onde os indices z e z* se referem as componentes das bases. A relacdo Vf, = V f,. se observa
para funcdes reais. Devido ao formato aumentado da matriz H dada explicitamente em (7.28), de
acordo com (Schreier; Scharf, 2010), sua inversa também manterd esse formato (por verificagcdo

algébrica). Nomeando essa inversa como

. M N
H = ,
N* M*
a primeira componente do gradiente complexo natural aumentado € o valor dado pela equacao

_ of of
Vi =M 5 +2N- = (1.37)

que € a componente do chamado gradiente complexo natural. Note que existem duas defini¢des
equivalentes devido a constru¢do da forma aumentada: o gradiente natural complexo aumentado
dado pela expressdo (7.35) e o gradiente natural complexo, uma componente do anterior,

retratado em (7.37).
7.2.12 Aplicacdes do gradiente natural complexo

A fim de demostrar a equivaléncia entre o caso aumentado e real, trés exemplos
do uso do gradiente sdo dados nesta se¢do. O primeiro caso envolve o uso em coordenadas
cartesianas, que leva a um fator de escala. Em seguida € apresentada a expressdo para o caso
polar. Por dltimo um caso obliquo bidimensional € descrito por apresentar uma métrica real nao

diagonal.
7.2.12.1 Representacdo cartesiana

Para a métrica cartesiana G = I (a matriz identidade) em R?", o gradiente complexo

natural (componente da base ndo conjugada) é

of
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Esse gradiente pode ser usado, para pequenos fatores de passo, como incremento por

0
Zpi1 =2 — ,uk2a {, ; (7.38)

para um fator de escala real u;. Pode-se verificar a equivaléncia deste com o caso real R?Y

tomando z = x+ jy € CV

Xk+1+JYk+1—Xk+jyk+uk2[ (3_fT+ %)}

que resulta em x; | = X; + W Vxf € Yir1 = Yk + W Vyf, para Vx = 9/0x e Vy =9 /dy’

devido a métrica em coordenadas cartesianas ser a identidade.
7.2.12.2 Representagdo polar

Considerando um exemplo de coordenadas polares em que a métrica é dada por
G = diag{1, p?}, para um par de coordenadas dado por (p, @) para z = p + j¢@. Por substituicio

direta em (7.28) em seguida de (7.35) tem-se a expressao

'l U T 9
sz _ 2H_1 aaz* _ 2 % 1+ pl2 p12 aaz*

A primeira componente da expressao aumentada acima € o gradiente natural com-

plexo

of 1\ of
Vf, = (1+ )az+<1_?>(9_z’ (7.39)

com p = Re{z} e a presenca de ambas derivadas

of (af+ 8f)

9z 2\ap a¢
€

I _ 3_f_ i
dz ap a(p

em termos das coordenadas polares. Essas expressoes em (7.39) resultam na expressdo em
termos das coordenadas dadas

of 4 ;L of (7.40)

Vf. = == 4 j—=t .
/- ap p2o¢
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A expressdo acima, representa a componente da base ndo conjugada do gradiente complexo,

expressa em sua respectiva base por

o0 (df 1of\ 1(d .9
Vi~ (5 ige) (3 97)

A fim de verificar que a expressdo acima equivale a forma real polar do gradiente, faz-se uso da
estrutura complexa (7.20). Com isso, para obter a expressdo em funcio de p e ¢, desenvolvendo
esta resulta em
d af d Jdf 0 1 df 4 1 d
gpd L (360 9,0 197,0 10f3
dz dpdp dp dp p?2de dp priedo
8 af d 1 df 0

“apap  plagde’
a expressdo para o gradiente real em coordenadas polares, para bases ndo normalizadas {d/dp,d/d ¢}

como em (Amari; Douglas, 1998). A expressao para o gradiente natural complexo

k1 = 2% — MY S,

dado em (7.39) possui passo de atualizacdo é

0z= _nuvfz7

para um dado instante discreto k. Como o gradiente pode ser expresso por (7.40) , entdo o passo

0z = 0p + jO @ pode ser apresentado também como

af .1 9f)

op+jép=—u (8p +Jp%

que ¢ a versao real implicita na notagdo complexa, como € o caso de coordenadas aumentadas
(7.39).

E importante destacar a diferenca entre o uso anterior, j4 em coordenadas polares,
para o caso em que z = x(p, ®) + jy(p, @) = pcos ¢ + jp sin @ que é uma representagio cartesi-

ana com uso de coordenadas polares. Nesse caso pode-se utilizar o termo para a componente do

gradiente
_9f af
Vaf = 8x 8y

que tem a mudanca de coordenada para o caso complexo pelo jacobiano

V, cosQ+ jsing —psin@+ jcosQ g—f
V.« COsSQ — jsing@ —psin@ — jpcos #a(p
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A expressdo anterior de forma compacta é

Vol _9(z2") d(xy) fe
v.| a0y alp.e) PP a(p,e)

‘V(pxp)f :

indicando uma transformacgdo de coordenadas polares para complexas, por meio de uma coorde-
nada auxiliar retangular. A diferenca se torna mais evidente ao se escrever o elemento diferencial
em cada caso. Enquanto nesta dz = dx(p, @) + jdy(p, @), a forma proposta de atualizac¢o ja

traz as coordenadas diretamente como dz = dp + jd¢.
7.2.12.3 Representacdo obliqua

Todos os exemplos anteriores foram feitos a partir de casos ortogonais, com (Q =0
na matriz (7.28)). Este exemplo lida com o caso bi-dimensional (u,v), para z = u+ jv em que

Q # 0. A matriz métrica real pode ser escrita por

1 cos
G= ¢ ,
cosQ 1

equivalendo a uma representagdo (u+ vcos @,vsin @) para um valor fixo de ¢@. A partir desta
pode-se calcular H utilizando (7.28) e, em seguida, computar o gradiente complexo aumentado
por (7.36)

-1

Vf, _5 1 2 2jcos @ g—zji
Vi, 2 —2jcos @ 2 ‘3—];

O resultado da primeira linha fornece a componente do gradiente complexo
2 af af )
Vf,=—— | =——jcoso—=— | . 7.41
I sinz(p<8z* 10895, (74D
Procedendo da mesma forma que no exemplo anterior, pela expansdo das expressoes
das bases e uso da estrutura complexa

1 [of af | af  If
sz—sinz(p[E—Cosq)x—k](—cos@%-i-x ’

a versao utilizando as coordenadas reais. Aqui o incremento para pequenos deslocamentos,
proveniente do elemento diferencial, é 87 = du+idv e tem-se as regras equivalentes e atualiza¢do

dadas por

0z=—uVf,
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para (7.41), ou por

P NN T AN ),
8u+18v——usin2(p 8u_COS(p8v+J(_COS(p&u+8v : (7.42)

O resultado em (7.42) indica que as componentes real e imagindria do gradiente natural complexo

em termos das varidveis (u,v) sdo exatamente o resultado do caso real bidimensional: expressa-lo

como (7.41) representa 0 mesmo gradiente escrito em varidveis e bases complexas.
7.2.13 Consideragoes sobre o método

Como demonstra o presente capitulo, juntamente com as aplicagdes descritas na
secdo 7.2.12, o gradiente natural complexo € corrigido pela inversa da métrica e possui compo-
nentes conjugada e ndo-conjugada de derivadas. Isto foi possivel ao definir o gradiente como a
versao vetorial da derivada exterior complexa de uma funcgao real.

Mesmo no caso cartesiano, a matriz leva a um fator de escala de 2. Esse fator ndo
surte efeito em casos em célculos de pontos criticos (pontos em que o gradiente € igualado a zero),
como em d f/dz* = 0 para uma fungio real, mas pode ser importante na taxa de atualizagdo
quando utiliza um gradiente. Em (Brandwood, 1983) ha um certa confusdo sobre ao fator de
escala do caso retangular estar associado a alguma escolha como “dz/dz = 27, enquanto na
verdade fator multiplicativo vem da métrica H (dada G cartesiana). A relacdo dz/dz =1 é
sempre verdade como pode ser verificada em (7.15).

Para os casos polar e obliquo, foi visto que as derivadas df/dz* e df/dz estdo
presentes na expressao do gradiente. Fato semelhante ao método de Newton; este para a inversa
do Hessiano, assim para o gradiente natural para a inversa da métrica mas ambas com a forma

of of

VIe=A G TP G

+B

para matrizes A e B. O gradiente complexo € a expressdo que preserva distdncias (métrica) para

qualquer sistema de coordenadas escolhido.
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8 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo o estudo de sinais complexos levando em conta as
nao-circularidades presentes em seus perfis. A partir de uma introdugdo teérica matemaética em
varidveis complexas, foi apresentado o cdlculo CR, que € uma poderosa ferramenta na anélise de
fun¢des de otimizacao com parametros complexos. Logo ap6s, foi apresentado o conceito de
transformacdes amplamente lineares, juntamente com algumas propriedades de espacos vetoriais
aumentados. Uma breve caracterizacdo matematica sobre varidveis aleatdrias complexas e sua
relacdo com o conceito de ndo circularidade foi fornecida, sendo importante na caracterizagao
de processos estatisticos que regem o estudo do presente trabalho, com uso em conceitos de
filtragem amplamente linear.

Foi possivel modelar filtros 6timos amplamente lineares (5.26), que possuem a
mesma forma matemaética daquela exibida em filtros lineares convencionais. O algoritmo
WLLSM (5.30) foi apresentado, mantendo uma escrita similar ao padrdo linear quando em
notacdo aumentada. Em sequéncia, foi destacado que a vantagem da descri¢do amplamente
linear ndo € apenas ter uma forma similar a linear, mas também apresentar um pequeno acréscimo
na melhora do desempenho (em relacao ao erro), demonstrados com auxilio de simulacdes.

O método de Newton aumentado foi apresentado e comparado com o método usual
complexo. O método foi adaptado com auxilio do lema da inversdo de matrizes, para estimar a
inversa da correlacdo, exibindo uma leve melhora no desempenho em relacdo a minimizagao do
erro quadritico médio em todos os casos simulados em compara¢do ao método complexo usual.

Por dltimo, foi proposto o algoritmo do gradiente natural aumentado, que € a repre-
sentacdo do gradiente natural em forma complexa, permitindo a manutencdo da escrita complexa
utilizando uma métrica aumentada (que representa uma métrica real). Algumas realizacdes nessa

notacdo foram tomadas como exemplo, demonstrando a equivaléncia de representacoes.
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