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A DEFLEXÃO DA LUZ E O TEOREMA DE GAUSS-BONNET

FORTALEZA

2019
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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma metodologia de cálculo do ângulo de deflexão
da luz causado por um campo gravitacional. Esta metodologia consiste em utilizar o princı́pio
de Fermat generalizado para um espaço-tempo com simetria esférica e estático e o teorema
de Gauss-Bonnet, associando a métrica óptica à métrica induzida em uma superfı́cie. No pri-
meiro momento são apresentadas as equações de campo gravitacional, algumas soluções das
equações de campo e formulação generalizada do princı́pio de Fermat. Apresenta-se algumas
definições essenciais sobre geometria diferencial e é desenvolvido o teorema de Gauss-Bonnet.
Neste trabalho foi possı́vel compreender que a focalização dos raios luminosos tem um caráter
topológico, como mostrado por Gibbons e foi possı́vel apresentar uma metodologia que possi-
bilita calcular o ângulo de deflexão da luz tanto para espaços assintoticamente planos quanto
não planos.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Ângulo de Deflexão da Luz. Teorema de Gauss-bonnet.



ABSTRACT

This work aims to present a methodology for the calculation of the angle of light deflection cau-
sed by a gravitational field. This methodology consists in using the generalized Fermat principle
for a space-time with spherical and static symmetry and the Gauss-Bonnet theorem, associating
the optical metric with the metric induced in a surface. We present the equations of the gravita-
tional field, some solutions of the field equations and the generalization of the Fermat principle.
Some essential definitions of differential geometry are presented and the Gauss-Bonnet theorem
is developed. In this work it was possible to understand the focus of the light rays has a topolo-
gical character, as shown by Gibbons and it was possible to present the methodology that allows
to calculate the angle of light deflection that can be used for asymptotically flat spacetime and
for non-asymptotically flat spacetime.

Keywords: General Relativity. Deflection Angle of Light. Gauss-Bonnet theorem.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 – Base vetorial local da superfı́cie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Figura 2 – Derivada Covariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Figura 3 – Transporte paralelo sobre caminho fechado . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Figura 4 – Transporte paralelo sobre caminhos distintos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Figura 7 – Triângulos adjacentes com aresta comum com orientação oposta . . . . . . . 42
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1 INTRODUÇÃO

A Teoria da Relatividade Geral formulada por Einstein é provavelmente a mais bo-

nita entre as teorias fı́sicas [1]. A Teoria da Gravitação Universal de Newton concordava com a

maioria dos dados experimentais, porém existia um inconveniente na teoria de Newton: a ação

a distância. Um corpo sob um campo gravitacional devido a uma fonte sente instantaneamente

um deslocamento da fonte no espaço e isso estava em desacordo com a Teoria da Relativi-

dade Especial. Foi trabalhando nessa inconsistência que Einstein generalizou a Relatividade

Especial[2].

A Relatividade Geral nasceu da inconsistência citada acima, porém o que faz esta

teoria elegante é a sua natureza geométrica, além de sua concordância com os dados experi-

mentais. A natureza da Gravitação Universal considera a interação gravitacional por meio de

uma força em um espaço estático, a Relatividade Geral considera a gravidade como sendo a

deformação do espaço-tempo dinâmico devido a uma distribuição de matéria e energia. Vale

ressaltar que ela recobra a teoria da Gravitação Universal quando a fonte geradora do campo

gravitacional deforma fracamente o espaço-tempo, isso garante que os acertos da Gravitação

Universal são recobrados pela Relatividade Geral,ou seja, a interpretação pelas duas teorias são

diferentes, mas os valores numéricos concordam nesse limite. Em alguns casos extremos a Re-

latividade Geral concorda com os dados experimentais e a Gravitação Universal não. Por este

motivo que atualmente adota-se a Relatividade Geral como correta e teoria de Newton como

uma aproximação desta [3].

A formulação relativı́stica da gravitação teve sua confirmação experimental primei-

ramente com precessão do periélio de Mércurio, desvio gravitacional da frequência de um feixe

de luz devido ao campo gravitacional e deflexão da luz devido a um campo gravitacional. A Te-

oria da Relatividade Geral propõe que uma distribuição de matéria ou energia pode deformar o

espaço-tempo. A deflexão da luz consiste na mudança de caminho dos raios luminosos devido

a essa distribuição de matéria ou energia, quando isso ocorre essa distribuição é chamada de

Lente Gravitacional, por analogia com a ótica [4].

A deflexão da luz devido a um campo gravitacional é bastante estudada na astrono-

mia, na cosmologia e na fı́sica teórica, como exemplo de sua importância está a investigação

da sondagem de planetas extrasolares, matéria escura, energia escura e as estruturas nulas do

espaço-tempo [5].

Neste trabalho é apresentada uma metodologia que permite calcular a deflexão da

luz devido a um campo gravitacional por meio do Princı́pio de Fermat e o Teorema de Gauss-

Bonnet. A importância da metodologia apresentada é pelo fato de que com ela é possı́vel fazer
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cálculos para distâncias finitas.

No segundo capı́tulo são apresentadas as equações de campo gravitacional. Apresenta-

se uma forma para a métrica de um espaço-tempo estático que possui simetria esférica. Com

isso resolve-se as equações de campo gravitacional onde serão encontradas as métricas de

Schwarzchild e Kottler, além de apresentar algumas relações úteis para um fluido perfeito. No

final do capı́tulo reservou-se uma seção para apresentar a métrica óptica e a generalização do

princı́pio de Fermat para espaço estático e esfericamente simétrico. As principais referências

foram [1, 3, 6].

O terceiro capı́tulo tem como objetivo apresentar e compreender o teorema de

Gauss-Bonnet. Para fazer isso será necessário apresentar alguns conceitos como o de superfı́cie

regular e plano tangente, primeira forma fundamental da geometria diferencial e métrica in-

duzida, superfı́cies orientáveis, curvatura geodésica e curvatura total. Com isso apresenta-se e

demonstra-se o teorema de Gauss-Bonnet e faz-se algumas aplicações elementares para que o

leitor se familiarize com este. A referência fundamental é [7]. Este capı́tulo é diferente dos ou-

tros devido a apresentação dos conceitos de maneira mais formal, pois os conceitos matemáticos

apresentados neste capı́tulo são fundamentais para o para a formulação das metodologias apre-

sentadas nesse trabalho.

O quarto capı́tulo consiste em apresentar a metodologia de cálculo do ângulo de

deflexão da luz via teorema de Gauss-Bonnet. Na primeira seção apresenta-se as ideias funda-

mentais de [8]. A metodologia consiste em associar a métrica óptica do espaço-tempo estático e

com simetria esférica a métrica induzida por uma superfı́cie. Com isso pode-se usar o teorema

de Gauss-Bonnet para calcular o ângulo de deflexão da luz devido a um campo gravitacional

de uma lente gravitacional. [8] além de mostrar uma forma para o ângulo de deflexão da luz,

também mostra que o foco dos raios luminosos que formam a imagem é uma caracterı́stica to-

pológica. Na segunda secção apresenta-se o desenvolvimento presente em [5], neste artigo são

apresentadas algumas definições e investigações que permitem calcular o ângulo de deflexão da

luz no limite fraco para distâncias finitas entre observador, lente e fonte.

A originalidade deste trabalho está presente nas duas últimas seções do quarto

capı́tulo. Na terceira seção apresenta-se um estudo sobre o ângulo de deflexão da luz no li-

mite fraco para distâncias finita na geometria de Ellis wormhole. Na quarta e última seção

estuda-se as implicações ao considerar distâncias finitas para a métrica de Schwarzchild e suas

implicações no parâmetro de deflexão da luz, γ , do formalismo parametrizado pós-newtoniano(PPN).

Além de estudar as consequências de considerar distâncias finitas para uma métrica tipo schwar-

child com modelo de quebra de simetria de lorentz por meio do campo de bumblebee.
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2 PRINCÍPIOS DE RELATIVIDADE GERAL

Este capı́tulo consiste em apresentar as Equações de Campo Gravitacional, citar

algumas soluções de interesse e fazer uma apresentação do Princı́pio de Fermat para o caso de

um espaço curvo estático. Para um estudo em Teoria da Relatividade Geral pode-se utilizar as

referências [3], [1, 6, 9, 10], esta última é uma boa referência para um primeiro contato.

2.1 Equações de Campo Gravitacional

A Teoria da Relatividade Geral interpreta a gravidade como sendo uma deformação

do espaço-tempo, fazendo deste dinâmico, teoria essa que relaciona a geometria do espaço

tempo com a matéria e energia. Cabe aqui citar um pensamento de John Archibal Wheeler que

pode ser expresso pela seguinte frase ”A matéria diz ao espaço como se curvar e o espaço diz

a matéria como se mover”. Note por esta frase o quão entrelaçados estão a matéria e o espaço

e isso se traduz matematicamente pelas Equações de Campo Gravitacional.

Não existe uma dedução rigorosa das Equações de Campo. Pode-se encontrar uma

dedução heurı́stica em [2]. Neste trabalho é mostrado de forma bastante elegante que uma

mistura de razoabilidade fı́sica, simplicidade matemática e sensibilidade estética conduz as

Equações de Campo Gravitacional.

O intervalo infinitesimal ds entre dois eventos - pontos coordenados do espaço-

tempo - é responsável pela noção de distância no espaço-tempo. Essa distância é modificada

pelo campo gravitacional devido a uma distribuição de matéria e energia, pois como foi dito

a matéria modifica o espaço-tempo e com isso a distância entre os eventos, a descrição dessa

distorção é dada pelo tensor métrico cujas componentes são gµν , onde µ,ν = 0,1,2,3 com

coordenada 0 sendo temporal e as outras espaciais. O intervalo infinitesimal pode é descrito por

ds2 = gµνdxµdxν . (2.1)

Resolver as equações de campo significa encontrar gµν uma vez fornecia uma distribuição de

matéria e energia. Antes de apresentar Equações de Campo Gravitacional é conveniente apre-

sentar a parte da ação que representa a geometria, conhecida como Ação de Einstein-Hilbert,

SEH =
1

16πG/c4

∫ √
−gRd4x, (2.2)

onde d4x é o elemento infinitesimal do espaço-tempo, g é o determinante da métrica e R é o

escalar de Ricci calculados para a métrica gµν [3]. Uma maneira fácil para variar esta ação é

pelo Princı́pio Variacional de Palatini que pode ser encontrado em [11]. Variando esta ação
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com relação as componentes do tensor métrico encontra-se

Gµν = Rµν −
1
2

gµνR = 0, (2.3)

sendo Rµν as componentes do tensor de Ricci e Gµν conhecido como as componentes do tensor

de Einstein, essas quantidades são construı́das por meio da métrica gµν . Com o tensor métrico

constrói-se os coeficientes de conexão Γα
µν , explicitamente

Γ
α
µν =

1
2

gαη
[
∂µgην +∂νgηµ −∂ηgµν

]
. (2.4)

Assim pode-se construir o tensor de curvatura cujas componentes são Rξ

αβγ
, pode-se escrever

as componentes do tensor de curvatura em função dos coeficientes de conexão e suas derivadas,

a saber

Rξ

αβγ
= ∂β Γ

ξ

αγ −∂γΓ
ξ

αβ
+Γ

η
αγΓ

ξ

ηβ
−Γ

η

αβ
Γ

ξ

ηγ . (2.5)

Com isso o tensor de Ricci é dado por Rµν = Rη
µην e o escalar de Ricci é dado por R = gµνRµν ,

onde gµν são os elementos da matriz inversa da matriz formada pelas componentes da métrica.

O conjunto de equações (2.3) é conhecido como equações de campo na ausência de fonte. Para

obter as equações de forma integral é preciso considerar uma ação total somando a Ação de

Einstein-Hilbert um termo devido a matéria Sm. [3] afirma que a variação da ação devido a

matéria só pode ser feita quando se conhece sua forma previamente, mas que de modo geral

pode-se representar esta variação por

δSm =−1
2

∫
Tµνδgµν

√
−gd4x, (2.6)

onde o δ representa variação e Tµν pode ser identificado como as componentes do Tensor

densidade de energia-momento que possui divergência nula,∇µT µν = 0. Com isso, pode-se

apresentar as equações de campo

Rµν −
1
2

gµνR =
8πG
c4 Tµν . (2.7)

Einstein acrescentou um termo a mais na ação SEH , é o termo que envolve a constante cos-

mológica Λ, que foi introduzido devido ao fato de que as equações de campo previam que o

universo estava em expansão e este termo a mais tornaria o universo estático, atualmente sabe-

se que o universo está realmente em expansão, mais detalhes podem ser vistos em [12]. A ação

com a constante cosmológica torna-se

S = SEH +Sm =
1

16πG/c4

∫
d4x
√
−g(R−2Λ)+Sm. (2.8)

A variação desta ação é análoga e a equação de campo gerada com o termo da constante cos-
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mológica acrescentado é

Rµν −
1
2

gµνR+gµνΛ =
8πG
c4 Tµν . (2.9)

O que será feito nas próximas seções é apresentar algumas soluções das equações de campo que

serão necessárias nos próximos capı́tulos.

2.2 Espaço Esfericamente Simétrico e Estático

Nesta seção busca-se apresentar uma construção do tensor métrico formado pelas

componentes gµν que seja estático e seja esfericamente simétrico. O caminho tomado para

fazer isto será baseado em [6].

Tome o conjunto de coordenadas xµ =(t,x1,x2,x3) do espaço-tempo tal que as com-

ponentes do tensor métrico não dependem do tempo, ou seja, caráter estático e a distância entre

dois eventos infinitesimalmente próximos tenha a parte espacial como função só dos invariantes

de rotação, dr2, r ·dr, r. Logo, o intervalo infinitesimal toma a forma

ds2 =−F(r)dt2 +E(r)(r ·dr)dt +D(r)(r ·dr)2 +C(r)dr ·dr. (2.10)

Usando coordenadas esféricas,
x1 = r sinθ cosϕ,

x2 = r sinθ sinϕ,

x3 = r cosθ ,

(2.11)

e algumas redefinições necessárias, pode-se obter uma forma bastante simples para a equação

(2.10), a saber

ds2 =−A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2dθ
2 + r2 sinθ

2dϕ
2. (2.12)

Esta é a forma padrão para apresentar a métrica esfericamente simétrica e estática e também está

implı́cito que a velocidade da luz, c, foi tomada como a unidade (c = 1). Busca-se encontrar

as formas de A(r) e B(r) para uma fonte com essa simetria. Identificando as componentes do

tensor métrico da equação (2.12), pode-se escrever todas as componentes em forma de uma

matriz diagonal,

(gµν) =


g00 0 0 0

0 g11 0 0

0 0 g22 0

0 0 0 g33

=


−A(r) 0 0 0

0 B(r) 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sinθ 2

 . (2.13)
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Com isso, pode-se calcular as componentes Gµν , as não nulas são

G00 =
AB′

rB2 +
A
r2 −

A
r2B

, (2.14)

G11 =
A′

rA
− B

r2

(
1− 1

B

)
, (2.15)

G22 =
r

2B

(
A′

A
− B′

B

)
+

r2

2AB

[
A′′− A′

2

(
A′

A
+

B′

B

)]
. (2.16)

G33 = G22 sinθ
2, (2.17)

onde linha representa derivação com relação a variável r. Nas próximas seções serão abordadas

as soluções e caracterı́sticas usadas no desenvolvimento dos capı́tulos futuros.

2.3 Espaço de Schwarzchild

Uma das soluções mais simples das Equações de Campo Gravitacional é a métrica

gerada por um corpo estático, esfericamente simétrico e eletricamente neutro. Tome este corpo

na origem do sistema de coordenadas, tendo massa M e esteja em uma região delimitada por

r < R. Logo o tensor densidade de energia-momento para r > R é nulo, porque não existe

matéria nesta região, ou seja, Tµν = 0. Com isso, as equações de campo tornam-se Gµν = 0,

onde Gµν são dados pelas equações (2.14) à (2.17). Logo

B
A

G00 +G11 =
1
r

(
A′

A
+

B′

B

)
= 0. (2.18)

Note que como r > e A(r),B(r) 6= 0 em (2.18) é fácil ver que

dAB
dr

= 0→ A(r) =
C

B(r)
. (2.19)

Quando r é bastante grande, ou seja para um ponto muito distante do corpo, é natural que os

efeitos dele sejam nulos. Logo espera-se que muito longe da fonte a métrica seja plana, ou seja,

ela deve reproduzir a métrica de Minkowski. Nesse limite A→ 1 e B→ 1, tornando o C da

equação (2.19) igual a unidade, C = 1.

Agora é necessário tomar o limite clássico. A Teoria da Relatividade Geral deve

recobrar a Lei da Gravitação Universal de Newton no limite c→ ∞. Tome uma perturbação da

métrica de Minkowski do seguinte modo, gµν = diag(−1+h,1,1,1), (h� 0). Como no limite

clássico γ = (1− v2/c2)1/2→ 1 a quadrivelocidade, U µ = c(1,v/c), que tem as componentes

espaciais muito menores que a temporal, torna-se aproximadamente U µ = (c,0).
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Neste limite pode-se tomar as coordenadas espaciais xl = (x1 = x, x2 = y, x3 = z)

da equação da geodésica, pois esta equação que fornece a trajetória de uma partı́cula,

d2xl

dt2 =−Γ
l
00c2 =− ∂h

∂xl . (2.20)

Pois, Γl
00 = ∂lg00/2 = ∂lh/2. Usando o fato que a aceleração é igual ao potencial gravitacional

Φ = GM/r, onde G é a constante da gravitação universal. Tomando,

∂h
∂xl =

∂

∂xl

(
2GM
rc2

)
, (2.21)

pode-se considerar c = 1 e assim escrever

A(r) = 1− 2GM
r

. (2.22)

Com a equação (2.22), a (2.19) e a constante igual a unidade, pode-se escrever o intervalo

infinitesimal como

ds2 =−
(

1− 2GM
r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2dθ
2 + r2 sinθ

2dϕ
2. (2.23)

Esta solução representada por (2.23) é uma das soluções mais simples das equações de campo

e quem a descobriu foi Schwarzchild em 1916, e é conhecida na literatura como Solução de

Schwarzchild, por motivos óbvios.

2.4 Fluido Perfeito

O objetivo desta seção é apresentar algumas condições que as funções A(r) e B(r)

da equação (2.12) devem satisfazer para um fluido perfeito. O desenvolvimento desta seção

será feito de acordo com [10] e considerando a velocidade da luz como a unidade, ou seja,

c = 1. Um fluido perfeito é definido com um fluido que não tem viscosidade e não conduz

calor no referencial comóvel a ele. A condução de calor está associada as componentes T0i,

para um fluido perfeito a energia só pode fluir se as partı́culas fluı́rem e isso implica que T0i =

0. A viscosidade está associada a força paralela a interface entre as partı́culas, a ausência de

viscosidade implica que Ti j = 0(i 6= j), observando que Ti j neve ser diagonal para todos os

referenciais comóveis, então Ti j para um fluido perfeito deve ser função só da força por unidade

de área, chamada de pressão e é representada por p, assim Ti j = pδi j.

Considere um fluido perfeito, com pressão p e densidade ρ , sabe-se que o tensor

densidade de energia-momento é dado por

Tµν = (ρ + p)UµUν + pgµν . (2.24)
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Pelas equações de campo (2.7), Gµν = 8πGTµν , as componentes fora da diagonal do tensor

densidade energia momento são nulas. Logo UlU0 = 0, assim Ul = 0. Como U µUµ =−1 então

U0 =
√

A, explicitamente, as componentes não nulas de Tµν são

T00 = ρA, T11 = pB, T22 = pr2, T33 = pr2 sinθ
2. (2.25)

Pode-se reunir as equações (2.14), (2.15), (2.16), (2.17), com as equações (2.25) e assim escre-

ver as equações de campo (2.12). Logo, obtém-se

AB′

rB2 +
A
r2 −

A
r2B

= 8πGρA, (2.26)

A′

rA
− B

r2

(
1− 1

B

)
= 8πGpB, (2.27)

r
2B

(
A′

A
− B′

B

)
+

r2

2AB

[
A′′− A′

2

(
A′

A
+

B′

B

)]
= 8πGpr2. (2.28)

Observe que
rB′

B
− 1

B
+1 =

d
dr

[
r
(

1− 1
B

)]
.

Logo, pode-se escrever B(r) como

B(r) =
[

1− 2Gm(r)
r

]−1

, (2.29)

onde m(r) é tal que

m(r) = 4π

∫ r

0
r̄2

ρ(r̄)dr̄. (2.30)

Note que m(0) = 0, pois B(r) tem que ser finito na origem. Observe que apesar da semelhança

m(r) não é a massa própria, pois o trivolume (t = constante) é dado pelo elemento de volume
√

Br2 sin(θ)drdθdϕ . Uma relação importante sai diretamente do fato da derivada covariante

do tensor densidade de energia-momento ser nula. Usando isso juntamente com a definição da

métrica (2.12) e das componentes Tµν encontra-se

∇µT µν = 0→ A′

A
=− 2p′

(ρ + p)
. (2.31)

Com as funções ρ(r) e p(r) juntamente com a equação dm/dr = 4πr2ρ(r) e B = 1−2Gm(r)/r

as funções A(r) e B(r) estão determinadas. Porém é conveniente eliminar A(r) e B(r) na

equação de campo pra ter uma relação entre ρ e p. A saber, tome a equação (2.27). Pode-

se escrever então
A′

rA
=

[
8πGp+

1
r2

(
1− 1

B

)]
B. (2.32)
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Usando (2.31) e (2.29), pode-se reescrever (2.32) como

d p
dr

=−(ρ + p)(4πGpr3 +Gm)

r(r−2Gm)
. (2.33)

Esta equação, (2.33), é conhecida como equação de Tolman-Oppenheimer-Volkoff. Usando

(2.33) em (2.31), e fácil ver
A′

A
=

8πGpr3 +2Gm
r(r−2Gm)

. (2.34)

O exposto nesta seção já é suficiente para dar continuidade aos capı́tulos futuros, por economia

é conveniente prosseguir para solução de Kottler.

2.5 Espaço de Kottler

O Espaço de Kottler [13] se diferencia dos outros dois apresentados acima, pois

neste espaço considera-se a constante cosmológica Λ tendo um valor diferente de zero. O con-

junto de equações a ser resolvido são os fornecidos por (2.9). Neste espaço além de considerar

a deformação causada por uma massa M, que é o caso de Schwarzchild, considera-se também

a deformação da métrica devido a constante cosmológica, ou seja, Tµν tem componentes não

nulas para um r > R. Para que seja utilizado o mesmo formalismo adotado da secção anterior

é preciso considerar uma certa mudança neste problema, no sentido de induzir um tensor den-

sidade de energia-momento causado pela constante cosmológica. A obtenção desta solução foi

feita de acordo com as indicações de um exercı́cio de [3].

Comece por reescrever a equação (2.9) com Tµν do seguinte modo

Rµν −
1
2

gµνR =−gµνΛ. (2.35)

Comparando com as equações (??) e (??) pode-se induzir que ξ (r) = ζ (r) = Λ e com isso

utilizar o desenvolvimento da seção passada para encontrar a métrica. Resolvendo a equação

(??) é simples ver

A(r) = 1− a
r
− 1

3
Λr2.

Observe que a constante a é 2GM no caso em que fosse resolvido o prolema de um corpo

esfericamente simétrico e com massa M com a constante cosmológica Λ = 0. Então para um

corpo com massa, M, obtém-se o espaço de Kottler, a saber

ds2 =−
(

1− 2GM
r
− 1

3
Λr2
)

dt2 +

(
1− 2GM

r
− 1

3
Λr2
)−1

dr2 + r2dθ
2 + r2 sinθ

2dϕ
2.

(2.36)

Vale ressaltar que, quando a constante cosmológica é positiva, Λ > 0, o espaço é chamado

de Espaço de Sitter e quando ela é negativa, Λ < 0, o espaço é chamado de Espaço anti-de
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Sitter.[3]

2.6 Princı́pio de Fermat para um Espaço Curvo Estático

Agora será desenvolvido o Princı́pio de Fermat generalizado para um espaço curvo

e estático. Antes de ir para o desenvolvimento que valida esta generalização é conveniente

apresentar alguns conceitos importantes sobre geodésicas nulas. O desenvolvimento que será

aqui apresentado é baseado em [3].

Dada uma partı́cula de massa m em uma espaço curvo que possua uma métrica

cujas componentes são gµν onde (µ,ν = 0,1,2,3). O caminho tomado por esta partı́cula é

obtido variando a ação S, com o parâmetro sendo o tempo próprio τ , a saber

S =−m
∫

dτ
2 =−m

∫ √
gµνdxµdxν . (2.37)

A equação de movimento é a equação da geodésica neste espaço curvo, dada por

d2xµ

dτ2 +Γ
µ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0. (2.38)

O conceito de geodésica e os coeficientes de conexão Γ são apresentados no capı́tulo 3 no

contexto de métrica induzida, porém a definição é a mesma para um espaço de dimensão maior

e pra uma métrica genuı́na, a única mudança é o valor tomado pelos ı́ndices que é igual ao da

dimensão do espaço. Esses conceitos estão presente em todas as referências citadas no inicio

deste capı́tulo.

Tome um outro parâmetro λ tal que τ = τ(λ ), fazendo a mudança de τ para λ na

equação (2.38) é fácil obter

d2xµ

dλ 2 +Γ
µ

αβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
=

(
dλ

dτ

d2τ

dλ 2

)
dxµ

dλ
=: f (λ )

dxµ

dλ
. (2.39)

Se f (λ ) for nulo, então a equação (2.39) tem a mesma forma que a equação (2.38) e λ é

chamado de parâmetro afim por sua propriedade de preservar a forma da equação da geodésica

neste caso.

Existem outras ações que fornecem a equação da geodésica (2.38). Se λ for um

parâmetro afim, então a ação

S1 =
1
2

∫
dλgµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
, (2.40)

fornece a mesma equação de movimento (2.38), porém com λ no lugar de τ . Cabe aqui reforçar

que esta ação só pode ser usada se o parâmetro λ for afim. Agora pode-se definir o conceito de

geodésicas nulas.
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Uma geodésica nula será o caminho tomado por um raio luminoso em um espaço

tempo curvo assim como uma geodésica tipo tempo descreve o caminho de uma partı́cula.

No caso de geodésicas nulas a escolha do parâmetro é delicada no sentido de não

poder usar a parametrização do tempo próprio, pois ele é nulo durante todo o caminho. Define-

se geodésicas nulas como curvas integrais do campo vetorial kα tal que ele seja do tipo luz

kαkα = 0. (2.41)

Além disso este campo vetorial tem que satisfazer a equação (2.39), com kα = dxα/dλ , que

pode ser representado como segue

kα
∂αkβ +Γ

β

ανkαkν = f (λ )kβ . (2.42)

Com isso pode-se escolher um parâmetro tal que f (λ ) = 0, de modo que satisfaça a equação da

geodésica. Usualmente utiliza-se o momento do fóton como parâmetro. Com isso ,

kα
∂αkβ +Γ

β

ανkαkν = 0. (2.43)

Com as informações acima pode-se apresentar o Princı́pio de Fermat generalizado.

Tome um espaço curvo estático, isso significa que g0i = 0 e gµν 6= gµν(t). Considere todas as

geodésicas nulas que conectam dois eventos P e Q. Cada geodésica pode ser descria por três

funções x j(t) = 0 e que levará ∆t para ir de P para Q. O que se pretende mostrar a seguir é que

as geodésicas nulas são as curvas que minimizam ∆t. Um fato que deve ser usado é que no caso

de geodésicas nulas o intervalo infinitesimal fornece

0 = dt2 +
gi j

g00
dxidx j. (2.44)

Tomando a equação da geodésica, mudando o parâmetro de λ para t, de forma análoga a

equação (2.39), e multiplicando pela métrica

gνµ

d2xµ

dt2 +Γναβ

dxα

dt
dxβ

dt
−
(

dt
dλ

)−1 d2t
dλ 2 gνµ

dxµ

dt
= 0. (2.45)

De acordo com as caracterı́sticas da métrica pode-se escrever três das quatro equações presentes

na (2.45) como segue

gi j
d2x j

dt2 +Γi00
dx0

dt
dx0

dt
+Γi jk

dx j

dt
dxk

dt
−
(

dt
dλ

)−1 d2t
dλ 2 gi j

dx j

dt
= 0. (2.46)

Como x0 = t a ”parte temporal”da equação (2.45) fornece

2
1

g00
Γ0k0

dxk

dt
=

(
dt
dλ

)−1 d2t
dλ 2 . (2.47)
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Por outro lado a identidade (2.44) fornece

dx0

dt
dx0

dt
=−

gi j

g00

dxi

dt
dx j

dt
. (2.48)

Logo usando (2.47) e (2.48) em (2.46), além de usar a notação ḟ := d f/dt, é fácil ver que

gi jẍ j +

(
Γi jk−

g jk

g00
Γi00−2

gi j

g00
Γ0k0

)
ẋ jẋk = 0. (2.49)

Observe que o segundo termo do primeiro membro possui ẋ jẋk que é simétrico, logo se o termo

entre parênteses for anti-simétrico este termo será nulo, logo pode-se simetrizar do seguinte

modo

gi jẍ j +

(
Γi jk−

g jk

g00
Γi00−

gi j

g00
Γ0k0−

gik

g00
Γ0 j0

)
ẋ jẋk = 0 (2.50)

Mas uma vez considerando as caracterı́sticas da métrica pode-se escrever o termo entre parênteses

como(
Γi jk−

g jk

g00
Γi00−

gi j

g00
Γ0k0−

gik

g00
Γ0 j0

)
=
−g00

2

[
∂ j

(
− gik

g00

)
+∂k

(
−

gi j

g00

)
−∂i

(
−

g jk

g00

)]
.

(2.51)

Substituindo (2.51) em (2.49) e definindo Hi j =−gi j/g00

Hi j
d2x j

dt2 +
1
2
[
∂ jHik +∂kHi j−∂iH jk

] dx j

dt
dxk

dt
= 0. (2.52)

A equação (2.52) nada mais é do que a equação da geodésica com o t sendo o parâmetro afim

e com as componentes da métrica Hi j, essa métrica é chamada de Métrica Óptica. Ou seja, as

geodésicas nulas são tais que no espaço da métrica óptica

δ

∫
dt = 0. (2.53)

Este nada mais é que o Princı́pio de Fermat que diz que os raios luminosos percorrem trajetórias

de menor tempo. Porém neste caso houve uma generalização para um espaço-tempo curvo e

estático.

No próximo capı́tulo será estudado os conceitos fundamentais da geometria diferen-

cial com foco no teorema de Gauss-Bonnet, teorema este que é fundamental para desenvolver

a metodologia do cálculo de deflexão da luz que será desenvolvida no quarto capı́tulo. Diante

disso, a construção do próximo capı́tulo é diferente dos outros, pois será utilizado um forma-

lismo mais matemático para apresentar os conceitos, de modo que seja possı́vel compreender a

natureza do Teorema de Gauss-Bonnet.
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3 TEOREMA DE GAUSS-BONNET

Neste capı́tulo busca-se apresentar alguns conceitos básicos sobre geometria dife-

rencial, enunciar e demonstrar o teorema de Gauss-Bonnet tanto na sua versão local quando

global. Além disso, serão feitas algumas aplicações simples para que o leitor possa compreen-

der cada parte que constitui o teorema. Por meio deste teorema que é formulada a metodologia

para o cálculo de deflexão da luz.

Este capı́tulo será baseado no livro ”Differential Geometry of Curves and Surfaces”

do professor Manfredo, [7]. Outras referências que irão auxiliar são os livros [14–16] onde

este último é um ótimo livro para um primeiro contato com geometria diferencial, uma outra

referência que fala sobre estes assuntos com um olhar mais intuitivo é [17] de análise tensorial.

As definições a seguir foram retiradas de [7], caso não seja desta referência será

indicado.

3.1 Superfı́cie Regular e Plano Tangente

Um conceito fundamental que estará presente em todo o capı́tulo é o de superfı́cie

e é definida por [7] como segue:

Definição 1 Um subconjunto S ⊂ R3 é uma superfı́cie regular se para cada p ∈ S, existe uma

vizinhança V ⊂ R3 e um mapa x : U → V ∩ S que vai um aberto U ∈ R2 para V ∩ S ∈ R3, tal

que:

1 x é diferenciável. Isso significa que se x(q1,q2) = (x(q1,q2),y(q1,q2),z(q1,q2)) onde

(q1,q2) ∈U, as funções x(q1,q2),y(q1,q2),z(q1,q2) tem derivadas parciais contı́nuas de

todas as ordens.

2 x é um homeomorfismo. Como 1 garante que x é contı́nuo, isso significa que x tem

uma inversa x−1 : V ∩ S→U contı́nua, ou seja, x−1 é a restrição de um mapa contı́nuo

F : W ⊂ R3→ R2 em um conjunto aberto W contendo V ∩S

3 (Condição de regularidade.) Para cada q ∈ U, o mapa diferencial dxq : R2 → R3 é

injetivo.

O mapeamento x é dito uma parametrização de S. Usando esta parametrização

é possı́vel definir uma base vetorial local na superfı́cie, esta base vetorial compõe o espaço

tangente da superfı́cie no ponto, vamos construir isso como segue.
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Seja e1 = (1,0) e e2 = (0,1) a base canônica do R2 com coordenadas (q1,q2), e

seja f1 = (1,0,0),f2 = (0,1,0) e f3 = (0,0,1) a base canônica do R3 com coordenadas (x,y,z).

Seja q = (q1
0,q

2
0) ∈U , o vetor e1 é tangente a curva q1 = (q1,q2

0) cuja a imagem é

q1→ (x(q1,q2
0),y(q

1,q2
0),z(q

1,q2
0)), (3.1)

que é a curva imagem, chamada de curva coordenada q2 = q2
0, sobre S e tem em x(q) o vetor

tangente
∂x
∂q1 =

(
∂x
∂q1 ,

∂y
∂q1 ,

∂ z
∂q1

)
, (3.2)

as derivadas são computadas sempre no ponto q e o vetor (3.2) é dado de acordo com a base

{ f1, f2, f3}. De modo análogo, o vetor e2 é tangente a curva q2 = (q1
0,q

2) cuja a imagem é

q2→ (x(q1
0,q

2),y(q1
0,q

2),z(q1
0,q

2)), (3.3)

onde (3.3) representa a curva coordenada q1 = q1
0 sobre S e o vetor tangente é

∂x
∂q2 =

(
∂x
∂q2 ,

∂y
∂q2 ,

∂ z
∂q2

)
. (3.4)

Uma definição importante que irá nos auxiliar é a seguinte

Definição 2 Dada superfı́cie parametrizada x : U ⊂ R2→ R3, x é um mapa diferenciável que

vai de U ⊂ R2 para R3. x é regular se dxq : R2→ R3 é injetivo para todo q ∈U. Isso significa

os vetores ∂x/∂q1 e ∂x/∂q2 são linearmente independentes para todo q ∈U.

De agora em diante derivadas parciais ∂ f/∂x serão representadas por ∂x f , caso

sejam derivadas com relação as coordenadas representa-se por ∂qi f = ∂i f e também, baseado

em [18] para a base do espaço tangente, ∂1x =: ε1 e ∂2x =: ε2. Com essas definições podemos

associar a cada ponto x(q) ∈ S uma base local {ε1,ε2} de um espaço vetorial. Tal espaço

vetorial é o espaço tangente a S em x(q) e é representado por Tx(q)(S) e com isso qualquer vetor

pertencente a Tx(q)(S) pode ser escrito como uma combinação linear da base local {ε1,ε2}.
Observe a figura 1, onde foi modificado apenas os eixos de R2 para q1, q2.

Note que o espaço tangente em um ponto q ∈ S fica completamente definido desde

que se conheça a parametrização, pois com ela pode-se construir a base deste espaço.

3.2 Primeira Forma fundamental e métrica induzida

Agora será apresentado o conceito de Primeira forma fundamental da geometria

diferencial que permite estudar caracterı́sticas geométricas da superfı́cie. Como de costume o

desenvolvimento abaixo é baseado em [7] e partes em [17].
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Figura 1 – Base vetorial local da superfı́cie

Fonte: [7], modificado

Inicia-se pelo fato de que S é um subconjunto de R3. Como o produto interno é

bem definido em R3 basta induzir a noção de produto interno para o espaço tangente de cada

ponto da superfı́cie. Seja x(q) = p, assim TpS é o espaço tangente do ponto p ∈ S, logo o

produto interno induzido no espaço tangente TpS será representado por 〈,〉p. Dados dois vetores

w1,w2 ∈ TpS⊂ R3 então o o produto interno 〈w1,w2〉p = 〈w1,w2〉 ( 〈,〉 é o produto interno do

R3).

Definição 3 A primeira forma quadrática Ip em TpS é chamada de primeira forma fundamental

das superfı́cies regulares S⊂ R3 em p ∈ S. Ip : TpS→ R, tal que

Ip(w) = 〈w,w〉p = |w|2 > 0. (3.5)

Como existe uma base para cada TpS pode-se reescrever os vetores de TpS como uma combinação

linear da base e com isso efetuar o produto interno. Note que dada uma origem em R3 a

parametrização x de S é um vetor posição que varre os pontos da superfı́cie. Logo tomando dois

pontos pertencentes a S infinitesimalmente próximos, tome p = x(q) e p+ d p = x(q+ dq), e

usando a regra da cadeia, o vetor que liga esses pois pontos e que pertence ao espaço tangente

é dado por

dx =
∂x
∂q1 dq1 +

∂x
∂q2 dq2 = ε1dq1 + ε2dq2. (3.6)

Basta agora usar a primeira forma quadrática para calcular o quadrado dessa distância infinite-

simal, assim

ds2 = 〈ε1,ε1〉(dq1)2 +2〈ε1,ε2〉dq1dq2 + 〈ε2,ε2〉(dq2)2. (3.7)

Cabe agora introduzir algumas nomenclaturas e definir uma representação para os produtos

internos acima. Da geometria riemanianna toma-se ”emprestado”o conceito de métrica e define



28

a chamada métrica induzida em S. Para isso tome a seguinte representação:

〈ε1,ε1〉=: h11

〈ε1,ε2〉=: h12(= h21)

〈ε2,ε2〉=: h22.

(3.8)

Onde h11,h12,h22 são chamadas de componentes da métrica induzida. Usando a convenção

de Einstein que diz que ı́ndices repetidos de um dos lados da igualdade estão somados e o

somatório é suprimido, a soma varre valores que são previamente conhecidos, no caso abaixo

os ı́ndices tomam valores de 1 e 2. A equação (3.7), pode ser reescrita como

ds2 = hi jdqidq j. (3.9)

Uma parametrização x é dita ser ortogonal se h12 = 0 para todo (q1,q2) ∈U . As vezes os hi j

são representados como uma matriz quadrada simétrica que tem determinante representado por

det(hi j) =: h e tem elementos de sua inversa denotador por (hi j)
−1 =: hi j.

3.3 Vetor Normal, Superfı́cie Orientável

De posse do espaço tangente e sua base é possı́vel definir a aplicação normal de

Gauss, que associa a cada ponto p pertencente a S um vetor unitário normal a TpS, diz que este

vetor unitário normal é ortogonal a S em p.

Da geometria analı́tica sabe-se que o produto vetorial no R3 (representado por ∧) de

dois vetores resulta em um outro vetor que é ortogonal aos outros dois. Logo fazendo o produto

vetorial dos dois vetores de base do espaço tangente de S em um ponto p pode-se obter o vetor

que é normal a S em p, onde p = x(q) (q ∈U). Seja N : U → R3, logo

N =
ε1∧ ε2

|ε1∧ ε2|
(q). (3.10)

Agora é conveniente definir o conceito de área de uma região pertencente a superfı́cie. Uma

região R⊂ S é a união de um domı́nio com seu bordo, uma região é dita limitada se pode ser en-

volvida por uma bola do R3. Tome uma parametrização x(U)→ S, tome R como contida dentro

de uma vizinhança da parametrização, isso significa que existe W ⊂U uma região limitada de

U tal que a restrição x(W ) = R, logo W = x−1(R).

Por outro lado é conhecido da geometria analı́tica que a norma do produto vetorial

de dois vetores é numericamente igual a área do paralelogramo formado por eles, logo tomando

o produto vetorial dos dois vetores de base do espaço tangente e integrando teremos a área da

região. Pode-se definir área do seguinte modo

Definição 4 Seja R ⊂ S uma região limitada de uma superfı́cie regular contida dentro de uma
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vizinhança de uma parametrização x : U ⊂ R2→ S. O número positivo

A(R) =
∫ ∫

W=x−1(R)
|ε1∧ ε2|dq1dq2 (3.11)

é chamado de área da região R.

Esta definição tem fortes indicações para ser adotada, note que usando as operações de vetores

no R3 é fácil mostrar que

|ε1∧ ε2|2 = 〈ε1,ε1〉〈ε2,ε2〉−〈ε1,ε2〉2 . (3.12)

Reescrevendo em termos da métrica induzida é fácil ver que |ε1∧ ε2|=
√

h e a definição de área

torna-se:

A(R) =
∫ ∫

W=x−1(R)

√
hdq1dq2. (3.13)

Um conceito importante que será necessário é o de superfı́cie orientável. Define-se

como

Definição 5 Uma superfı́cie regular S é orientável se é possı́vel cobri-la com uma famı́lia de

vizinhanças coordenadas, de tal modo que se um ponto p∈ S pertence a duas vizinhanças desta

famı́lia, então a mudança de parâmetros tem jacobiano positivo. A escolha de uma famı́lia

acima é chamada de uma orientação para S se for possı́vel fazê-lo. Se não for possı́vel escolher

uma famı́lia a superfı́cie é dita não orientável.

Para que S seja orientável basta que exista o campo vetorial normal unitário N : U → R3

contı́nuo em toda a superfı́cie.

3.4 Derivada Covariante, Transporte Paralelo e Curvatura Geodésica

O conceito que será apresentado agora é o de Derivada Covariante, este conceito é

fundamental pois é com ele que se define a curvatura geodésica de uma curva, esta por sua vez

está presente no teorema de Gauss-Bonnet. Primeiro será dada uma definição geométrica da

derivada covariante e após será apresentado uma forma de calcular esta quantidade.

Definição 6 Seja w um campo vetorial diferenciável em um aberto U ⊂ S e p∈U. Seja y∈ TpS.

Considere a curva α : (−ε,ε)→U com α(0) = p e y = dα/dt(0). Seja w(t) a restrição de

w : (−ε,ε) a curva α . O vetor obtido pela projeção de dw/dt no plano tangente TpS é chamado

de derivada covariante em p do vetor w relativo a y. Denotado por Dw/dt(0).

Note que a superfı́cie S está contida no R3 logo a derivação de campos vetoriais

diferenciáveis é bem definida. Derivar um campo vetorial sobre a superfı́cie não garante que
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este novo vetor pertença ao espaço tangente no ponto, esta definição está dizendo que deve-se

pegar apenas a componente deste novo vetor que pertence ao espaço tangente. Observe a figura

2.

Figura 2 – Derivada Covariante

Fonte: [7]

Agora mostra-se como calcula a derivada covariante de um campo vetorial com

relação a outro e também que as componentes independem da curva α , de modo que a derivada

covariante seja um conceito intrı́nseco.

A derivada parcial de um vetor de base do espaço tangente pode ser escrita como

uma combinação linear da própria base, pois pela definição de derivada covariante caso apareça

alguma parte que não pertença ao espaço tangente basta tomar a projeção desta parte sobre ele.

Assim pode-se escrever

∇iε j = Γ
k
i jεk, (3.14)

onde i, j,k assumem os valores {1,2}, Γk
i j são conhecidos como sı́mbolos de Christoffel de

segunda espécie, ou coeficiente de conexão, e ∇i representa a derivada parcial com relação a

coordenada i do vetor de base ε projetada no espaço tangente. Como 〈εi,ε j〉p = hi j de acordo

com os coeficientes da métrica induzida que pode ser visto em (3.8) é fácil mostrar usando a

(3.14) que

Γ
k
i j =

1
2

hkl [
∂ih jl +∂ jhil−∂lhi j

]
. (3.15)

Assim, os sı́mbolos Γk
i j dependem só da primeira forma diferencial, ou seja, da métrica induzida

(hi j). Com isso, pode-se obter a derivada covariante do campo vetorial w = wiεi. Note que

tanto as componentes wi quanto a base são funções das coordenadas (q1,q2) que por sua vez

são funções do parâmetro da curva t. Logo derivando w e usando (3.14), além de notar o fato

que a derivada de w no plano tangente é a própria derivada covariante de w,

Dw
dt

=
dwi

dt
εi +wi

Γ
k
li

dql

dt
εk. (3.16)
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Usando o fato de que no ultimo termo do lado direito os ı́ndices k e i são mudos(estão soma-

dos) então pode-se permuta-los e notando que de acordo com a definição dqi/dt = yi pode-se

reescrever (3.16) como
Dw
dt

=

[
dwi

dt
+wk

Γ
i
lkyl
]

εi. (3.17)

Observe que a derivada covariante não depende da curva e é um conceito intrı́nseco. Outra

definição importante é o de transporte paralelo. Primeiro se define o conceito de campo paralelo

ao longo de uma curva.

Definição 7 Um campo w sobre uma curva parametrizada α(t) : I→ S é dito paralelo se para

todo t ∈ I a derivada covariante é nula (Dw/dt = 0).

Com isso pode-se definir transporte paralelo de um vetor sobre uma curva.

Definição 8 Seja α : I→ S uma curva parametrizada e w0 ∈ Tα(t0)(S), t0 ∈ I. Desde que w seja

paralelo ao logo de α , com w(t0) = w0. O vetor w1, t1 ∈ I, é chamado de transporte paralelo

de w0 ao longo de α até o ponto t1.

Esta definição pode ser compreendida de modo direto no caso euclidiano. Por exem-

plo, pense em um campo vetorial no R2, como os sı́mbolos de Christoffel são nulos a derivada

covariante é a derivadas simples do vetor com relação ao parâmetro da curva. Como a derivada

covariante do campo vetorial é nula, este campo é um campo constante que é transportado por

toda a curva apenas transladando ele.

Convém agora definir a derivada covariante de um campo vetorial unitário ao longo

de uma curva pertencente a uma superfı́cie orientada em termos de um vetor unitário e seu

módulo. Para isso, será apresentada a definição de derivada covariante

Definição 9 Seja w um campo de velocidades unitário( unitário significa que < w,w >= 1

para todo ponto onde o campo está definido) ao longo de uma curva α : I→ S, onde S é uma

superfı́cie orientável. Desde que w(t),t ∈ I, é um vetor unitário, dw/dt é normal a w e desta

forma
Dw
dt

= λ (t)(N∧w), (3.18)

onde λ (t) = [Dw/dt] é o valor algébrico da derivada covariante de w em t.

Note que N é o vetor normal a superfı́cie no ponto, logo a derivada covariante é ortogonal tanto

a N quando a w.

Agora pode-se definir o conceito de curvatura geodésica que é análogo a curvatura

de uma curva plana

Definição 10 Seja C uma curva regular e orientada contida em uma superfı́cie também orien-

tada S, e seja α(s) uma parametrização de C por comprimento de arco na vizinhança de p ∈ S.
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O valor algébrico da derivada covariante [Dα ′/ds] = κg de α ′(s) em p é a chamada curvatura

geodésica de C em p.

Pode-se definir geodésicas por curvas que tenham curvatura geodésica nula, κg = 0, se α(s) =

α iεi, pode-se facilmente encontrar a equação da geodésica, a saber

d2α i

ds2 +Γ
i
jk

dα j

ds
dαk

ds
= 0. (3.19)

A partir de agora será apresentada uma forma de calcular o valor algébrico da deri-

vada covariante e com isso encontrar a curvatura geodésica.

Sejam v e w dois campos vetoriais unitários ao longo de α : I→ S. Busca-se definir

uma função ϕ : I → S tal que ϕ , t ∈ I determina o ângulo de v para w na orientação de S.

Considere também v̄ ao longo de α de modo que {v, v̄} é uma base ortonormal positiva para

todo t ∈ I. Logo, para todo ponto w pode ser escrito nessa base como

w(t) = a(t)v(t)+b(t)v̄(t) ↔ a2 +b2 = 1. (3.20)

Para definir este ângulo, basta fixa-lo em um ponto e estender ele por todo o intervalo de acordo

com o lema abaixo

Lema 1 Sejam a e b duas funções diferenciáveis em I, a2 +b2 = 1, e ϕ0 tal que a(t0) = cosϕ0

e b(t0) = sinϕ0. Então a função diferenciável

ϕ = ϕ0 +
∫ t

t0
(ab′−a′b)dt (3.21)

é tal que a(t) = cosϕ , b(t) = sinϕ , t ∈ I, e ϕ(t0) = ϕ0.

Prova: É suficiente mostrar que A = acosϕ + bsinϕ = 1. Usando o fato de a2 + b2 = 1 que

implica em aa′+ bb′ = 0, basta agora derivar A. Derivando encontra-se que A′ = 0 o que

mostra que A é constante. Como A’=0 implica que a2 +b2 = 1 então A = acosϕ +bsinϕ = 1.

(Q.E.D.)

Pode-se relacionar as derivadas covariantes de dois vetores por meio do ângulo

formado entre eles. Veja o lema abaixo.

Lema 2 Sejam v e w dois campos vetoriais diferenciáveis unitários ao longo de α : I → S,

então [
Dv
dt

]
=

[
Dw
dt

]
+

dϕ

dt
, (3.22)

onde ϕ é dado pelo lema 1.

Prova: Sejam v̄ = N∧v e w̄ = N∧w. Logo, escrevendo w na base {v, v̄}

w = cosϕv+ sinϕ v̄, (3.23)
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w̄ = cosϕN∧v+ sinϕN∧ v̄, (3.24)

w̄ = cosϕ v̄− sinϕv. (3.25)

Notando que < v, v̄ >= 0, < v,v′ >= 0, e < v′, v̄ >= − < v, v̄′ >. Ao derivar w e tomar o

produto interno com w̄ fornecido por (3.25) é fácil ver que

< w′, w̄ >=
dϕ

dt
+< v′, v̄ > . (3.26)

Por fim, olhando a definição de valor algébrico da derivada covariante a (3.26) se torna[
Dv
dt

]
=

[
Dw
dt

]
+

dϕ

dt
.

(Q.E.D.)

A proposição a seguir permite computar o valor algébrico da derivada covariante

ao longo de uma curva com parametrização ortogonal apenas conhecendo as componentes da

métrica induzida.

Proposição 1 Seja x(q1,q2) uma parametrização ortogonal (h12 = 0) de uma vizinhança em S

orientada, e w(t) um campo de velocidades unitário ao longo de x(q1(t),q2(t), então[
Dw
dt

]
=

1
2
√

h

{
∂1h22

dq2

dt
−∂2h11

dq1

dt

}
+

dϕ

dt
, (3.27)

onde ϕ(t) é o ângulo que ε1 faz com w de acordo com a orientação.

Prova: A princı́pio εi, para i = 1,2 não é unitário, usando a ortogonalidade pode-se definir o

unitário dele como ε̂i = εi/
√

hii. Além disso, ε̂1∧ ε̂2 = N, onde N é dado pela orientação de S e

{ε̂1, ε̂2,N} forma uma base local positivamente orientada. Usando o lema 2, pode-se escrever[
Dw
dt

]
=

[
Dε̂1

dt

]
+

dϕ

dt
. (3.28)

Analisando o primeiro termo do lado direito pode-se escrever pela definição de valor algébrico

da derivada covariante que[
Dε̂1

dt

]
=

〈
dε̂1

dt
,N∧ ε̂1

〉
=

〈
dε̂1

dt
, ε̂2

〉
= 〈∂1ε̂1, ε̂2〉

dq1

dt
+ 〈∂2ε̂1, ε̂2〉

dq2

dt
. (3.29)

Note que, derivando h11 =< ε1,ε1 >com relação a q2 e usando o fato que ∂iε j = ∂ jεi, tem-se

que
1
2

∂2h11 =< ∂2ε1,ε1 >=< ∂1ε2,ε1 >= ∂1(< ε1,ε2 >)−< ∂1ε1,ε2 >,
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lançando mão de que h12 = 0, conclui-se

< ∂1ε1,ε2 >=−1
2

∂2h11. (3.30)

Agora pode-se substituir εi =
√

hiiε̂i. Assim,

< ∂1ε̂1, ε̂2 >=− 1
2
√

h
∂2h11. (3.31)

De modo análogo

< ∂2ε̂1, ε̂2 >=
1

2
√

h
∂1h22. (3.32)

Substituindo (3.31) e (3.32) em (3.30)[
Dw
dt

]
=

1
2
√

h

{
∂1h22

dq2

dt
−∂2h11

dq1

dt

}
+

dϕ

dt
.

Assim a proposição está demonstrada.(Q.E.D)

Com esta proposição pode-se apresentar a curvatura geodésica apresentada na definição

8 usando w = α ′(s), a saber

κg =
1

2
√

h

{
∂1h22

dq2

dt
−∂2h11

dq1

dt

}
+

dϕ

dt
. (3.33)

3.5 Tensor Curvatura, Teorema Egregium de Gauss e Curvatura Total

Nesta secção será apresentado de maneira heurı́stica o conceito de curvatura gaus-

siana de uma superfı́cie, apresentar o teorema Egregium e por fim definir a curvatura gaussiana

por meio do tensor curvatura usando uma definição encontrada em [17].

Dada uma superfı́cie S ⊂ R3 existem dois tipos de curvaturas. Uma é a curva-

tura média e está relacionada com a propriedades da superfı́cie quando estudada como estando

imersa no R3. A outra é a curvatura gaussiana ou curvatura total que fornece informação da

superfı́cie por si só e é uma caracterı́stica intrı́nseca. Um exemplo simples é o caso de um cilin-

dro reto imerso no R3. Observando esta superfı́cie como imersa no R3 é fácil deduzir que ela

tem alguma curvatura, pois de fato ela não é um plano, e a curvatura média dessa superfı́cie é

realmente diferente de zero.

Agora observando este mesmo cilindro de forma intrı́nseca e levando em consideração

que um cilindro reto nada mais é do que um plano enrolado pode ver que as caracterı́sticas como

distâncias entre dois pontos são iguais, ou seja, de modo intrı́nseco uma região do cilindro é

equivalente a um plano, deste modo pode-se mostrar que a curvatura total é nula.

Convém apresentar o Teorema Egregium de Gauss, egregium vem do latim e signi-

fica excelente. O fato da curvatura total ser intrı́nseca a superfı́cie é algo notável, pois não era
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esperado que fosse, por isso Gauss nomeou o teorema como egregium, ”teorema notável”. Em

[7] este teorema é definido como segue.

Teorema 1 (Teorema Egregium de Gauss) A Curvatura Gaussiana K de uma superfı́cie é inva-

riante por isometrias locais.

Seja x : U → S uma parametrização de S e p ∈ S. Se ϕ : V ⊂ S→ S, onde V ⊂ x(U)

é a vizinhança do ponto p, é uma isometria local em p, então y = x◦ϕ é uma parametrização de

S em ϕ(p). Desde que ϕ seja uma isometria, os coeficientes da primeira forma fundamental (

ou seja, as componentes da métrica induzida) nas parametrizações x e y concordam nos pontos

q e ϕ(q). Como os coeficientes da métrica induzida concordam os coeficientes de conexão

também concordam pois são função dos hi j de acordo com (3.15). A descoberta de Gauss é que

a curvatura gaussiana é função só da primeira forma fundamental, pois antes deste teorema ela

era função da primeira e segunda formas fundamentais. Mais detalhes podem ser encontrados

em [7].

Agora será apresentado o tensor curvatura e será dado uma definição para a curva-

tura total.

Uma maneira de encontrar o tensor curvatura é transportando um vetor via trans-

porte paralelo por dois caminhos distintos que possuam a origem e final em comum. O vetor no

final depende do caminho que foi adotado se o espaço tiver alguma curvatura. Note o exemplo

retirado de [10] abaixo.

Tome três caminhos, arcos de grandes cı́rculos, sobre uma esfera. Tome um vetor

transportado paralelamente pelo ponto A→ B→C→ A. De acordo com a figura 3 pode-se ver

de forma clara que após o vetor ser transportado por este caminho ele diferente do vetor inicial,

isto se dá pelo fato do espaço ter curvatura gaussiana não nula.

Para que seja possı́vel encontrar uma forma para o tensor curvatura em função dos

coeficientes da métrica induzida, o que será feito aqui é tomar dois caminhos infinitesimais de

um ponto P até um ponto P+ dP+ δP sobre uma superfı́cie S com uma parametrização x.

Observe a figura 4. Tome um vetor A com componentes Ai em P e transporte A paralelamente

pelos caminhos C1 : P→ P+ dP→ P+ dP+ δP e C2 : P→ P+ δP→ P+ dP+ δP. Faz-

se agora uma investigação sobre a diferença do vetor A transportado paralelamente pelos dois

caminhos. Transportando paralelamente o vetor A pelo caminho C1, tomando variações até

ordem dois, O2(dqδq), e tomando Γl
mn(P+dP) = Γl

mn(P)+∂kΓl
mn(P)dqk, obtém-se

C1 : Ai(P+dP+δP) = Ai−Γ
i
klA

kdql−Am
Γ

i
mnδqn−Am

∂rΓ
i
mndqr

δqn +Akdql
δqn

Γ
m
klΓ

i
mn.

(3.34)
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Figura 3 – Transporte paralelo sobre caminho fechado

Fonte: [10]

Figura 4 – Transporte paralelo sobre caminhos distintos

Fonte: Elaborado pelo autor

Analogamente transportando o vetor A pelo caminho C2, tem-se

C2 : Ai(P+dP+δP)=Ai−Ak
Γ

i
kldql−Am

Γ
i
mnδqn−Ak

δqrdql
∂rΓ

i
kl−Ak

δqrdql
Γ

m
krΓ

i
ml. (3.35)

Tomando a diferença do vetor A, ∆Ai, pelos dois caminhos e organizando os ı́ndices mudos é

fácil obter

∆Ai =
(
∂rΓ

i
kl−∂lΓ

i
kr +Γ

m
klΓ

i
mr−Γ

m
krΓ

i
ml
)

Akdql
δqr. (3.36)

O termo entre parenteses é conhecido como tensor curvatura e é denotado por Ri
krl , assim

Ri
krl := ∂rΓ

i
kl−∂lΓ

i
kr +Γ

m
klΓ

i
mr−Γ

m
krΓ

i
ml. (3.37)
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Agora é conveniente apresentar este tensor como contraı́do com a métrica induzida, note

Ri jkl := hinRn
jkl. (3.38)

Definindo o sı́mbolo de Christoffel de primeira espécie Γi jk := 1
2(∂ jhki +∂khi j−∂ih jk), os dois

últimos ı́ndices são simétricos, pode-se reescrever a equação (3.38) como

Ri jkl = ∂kΓi jl−∂lΓi jk +Γ
n
jkΓnli−Γ

n
jlΓnki. (3.39)

Como de costume os ı́ndices variam de 1 a 2. Pode-se definir a curvatura gaussiana de acordo

com [17]:

K =
R1212

h
=

∂1Γ122−∂2Γ121 +Γn
21Γn21−Γn

22Γn11

h
. (3.40)

Os outros componentes são nulos, observe R1111 = R2222 = 0.Esta curvatura gaussiana está

de acordo com [7] e pode ser encontrada na seção denominada The Gauss theorem and the

Equations of Compatibility e pode ser encontrado em [17]. Com a equação (3.40) pode-se

encontrar a curvatura gaussiana para uma parametrização x ortogonal, h12 = 0, desenvolvendo

esta equação usando o fato de que h = h11h22 e hii = h−1
ii encontra-se

K =− 1
2h11h22

{[
∂22h11−

1
2

∂2h11

(
∂2h11

h11
+

∂2h22

h22

)]
+

+

[
∂11h22−

1
2

∂1h22

(
∂1h22

h22
+

∂1h11

h11

)]}
.

(3.41)

Ainda pode-se simplificar esta expressão por

K =− 1
2
√

h

{
∂2

(
∂2h11√

h

)
+∂1

(
∂1h22√

h

)}
. (3.42)

Esta ultima equação fornece a curvatura gaussiana em termo dos componentes da métrica indu-

zida na superfı́cie por uma parametrização ortogonal.

O desenvolvimento realizado nesta seção foi, apesar de preciso, superficial. Um

estudo mais aprofundado sobre as curvaturas de uma superfı́cie pode ser encontrado nas re-

ferências dadas no inı́cio deste capı́tulo.

3.6 Teorema de Gauss-Bonnet

Antes de começar esta secção convém citar uma frase presente em [7] que mostra

a grandiosidade do Teorema de Gauss-Bonnet, o autor diz que o Teorema de Gauss-Bonnet é

provavelmente o teorema mais importante no estudo de geometria diferencial de superfı́cies.

Esta é a seção mais importante do capı́tulo. Porém, fez-se necessário apresentar

todo o exposto acima, mesmo que de forma rápida. Esta seção, não diferenciando-se das outras,



38

será baseada em [7]. Antes de enunciar o teorema nas suas duas versões é preciso ainda definir

mais algumas entidades que são apresentadas abaixo.

Seja α : [0, l]→ S um mapa contı́nuo de um intervalo fechado [0, l]. Este mapa é

chamado de curva parametrizada simples, fechada e regular por partes se

• α(0) = α(l), (curva fechada)

• t1 6= t2; t1, t2 ∈ [0, l]→ α(t1) 6= α(t2) (sem auto-interseção)

• Existe uma subdivisão

0 = t0 < t1 < ... < tk < tk+1 = l

de [0, l], tal que α é diferenciável e regular (α ′(t) 6= 0) em todo intervalo do tipo [ti, ti+1];

i = 0, ...,k e α ′(t) é bem definido exceto em um número finito de pontos.

Os pontos α(ti) (i= 0, ...,k) são chamados de vértices da curva α , α([ti, ti+1]) são os

arcos regulares da curva α e α([0, l]) é chamado de curva fechada regular por partes. Convém

investigar os vértices e definir os ângulos externos da curva.

Por regularidade, para cada vértice α(ti) existe limite pela direita e esquerda de

α ′(ti). Tome ε > 0 infinitesimal:

limt→t−i
α ′(t) = α ′(t−i ) 6= 0,

limt→t+i
α ′(t) = α ′(t+i ) 6= 0.

(3.43)

Tome S orientada e seja θi,0 < |θi| 6 π , o menor ângulo formado por α ′(t−i ) até α ′(t+i ). Se

|θi| 6= π o sinal de θi e dado por det(α ′(t−i ),α ′(t+i ),N). Ou seja, se α ′(ti) não é um bico o sinal

de θi é dado pela orientação de S. Os ângulos θi são chamados de ângulos externos dos vértices

α ′(ti). Observe a figura 5.

Figura 5 – Ângulos externos

Fonte: [7]

Se α(ti) for um vértice que forma um ”bico”, |θi| = π , escolhe-se θi do seguinte

modo. Por regularidade, existe ε ′ > 0 tal que det(α ′(ti− ε),α ′(ti + ε),N) não muda de sinal

para todo 0 < ε < ε ′. O determinante dá o sinal de θi. Observe a figura 6.
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Figura 6 – Ângulo externo no caso do vértice ser um ”bico”

Fonte: [7]

Seja ϕi : [ti, ti+1]→ R funções diferenciáveis que fornecem para cada t ∈ [ti, ti+1] o

ângulo positivo de ε1 para α ′(t), de acordo com o lema 1, página 31.

Alguns fatos vindos da topologia serão apresentados sem prova, pois as demonstrações

fogem do escopo deste trabalho. Um fato que será preciso para demonstrar o teorema de Gauss-

Bonnet na sua versão local é o ”Teorema do Índice de Rotação”.

Teorema 2 (Teorema do Índice de Rotação) De acordo com as definições acima

k

∑
i=0

(ϕi(ti+1)−ϕi(ti))+
k

∑
i=0

θi =±2π, (3.44)

em que ± é de acordo com a orientação de α .

Este teorema diz que a variação total do ângulo dos vetores tangentes de α com

uma direção dada mais a soma dos ângulos externos dos vértices é 2π . Uma demonstração

deste teorema pode ser encontrada em [14].

Outro teorema importante e que deve ser conhecido de todo aluno que possui co-

nhecimento de cálculo diferencial e integral é o Teorema de Gauss-Green.

Teorema 3 (Teorema de Gauss-Green) Se P(q1,q2) e Q(q1,q2) são funções diferenciáveis em

uma região simples A⊂ R2,e com o contorno dado por q1 = q1(s) e q2 = q2(s), então

k

∑
i=0

∫ si+1

i

[
P

dq1

ds
+Q

dq2

ds

]
ds =

∫ ∫
A

(
∂Q
∂q1 −

∂P
∂q2

)
dq1dq2. (3.45)

Tanto a demonstração quanto exercı́cios sobre este teorema podem ser encontrados em [19] ou

em [20]. Por fim, uma região R⊂ S é chamada de região simples se ela é homeomorfa ao disco

e seu bordo é o traço de uma curva parametrizada simples, regular por partes e fechada.

Seja x : U → S uma parametrização de S compatı́vel com a orientação e seja R ⊂
x(U) uma região simples de S. Se f é uma função diferenciável em S, então escolhida a
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orientação de x a integral ∫ ∫
W=x−1(R)

f (q1,q2)
√

hdq1dq2 (3.46)

independe da parametrização.A integral de f sobre a a região R é denotada por∫ ∫
R

f dσ , (3.47)

onde dσ é o elemento infinitesimal de área.

Com todo o exposto acima pode-se enunciar o teorema de Gauss-Bonnet na sua

versão local.

Teorema 4 TEOREMA DE GAUSS-BONNET (LOCAL). Seja x :U→ S uma parametrização

ortogonal, h12 = 0, de uma superfı́cie orientada S, U ∈ R2 é homeomorfo a um disco aberto

e x é compatı́vel com a orientação da superfı́cie S. Seja R ⊂ x(U) uma região simples de S e

seja α : I→ S, tal que ∂R = α(I). Assumindo que α é positivamente orientada, parametrizado

por comprimento de arco s, e seja α(s0), ...,α(sk) e θ0, ...,θk, respectivamente, os vértices e

ângulos externos de α . Então

∫ ∫
R

Kdσ +
k

∑
i=0

∫ si+1

si

κgi(s)ds+
k

∑
i=0

θi = 2π (3.48)

onde K é a curvatura gaussiana da superfı́cie S e κg(s) é a curvatura geodésica do arco regular

da curva α .

Antes de partir para a demonstração do teorema vale ressaltar que a parametrização ser orto-

gonal é apenas para simplificar a demonstração deste e como se pode ver a equação (3.48) não

depende de parametrização. Com isso pode-se ir para a demonstração.

Demonstração: Como a parametrização é ortogonal, pode-se usar a equação (3.42) e (3.46)

de modo que ∫ ∫
R

Kdσ =−1
2

{
∂2

(
∂2h11√

h

)
+∂1

(
∂1h22√

h

)}
dq1dq2. (3.49)

Agora usando a equação (3.45) do Teorema de Gauss-Green com

P =−
(

∂2h11√
h

)
,

Q =
(

∂1h22√
h

)
.

Obtém-se que

∫ ∫
R

Kdσ =−
k

∑
i=0

∫ si+1

si

1
2
√

h

{
−∂2h11

dq1

ds
+∂1h22

dq2

ds

}
ds. (3.50)
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Agora usando a equação da curvatura geodésica dada por (3.33)

∫ ∫
R

Kdσ =−
k

∑
i=0

∫ si+1

si

κgi(s)ds+
k

∑
i=0

∫ si+1

si

dϕi

ds
ds. (3.51)

Note que pode-se usar o teorema fundamental do cálculo e após usar o teorema do ı́ndice de

rotação no ultimo termo do lado direito.Como α está orientado positivamente,

∫ ∫
R

Kdσ +
k

∑
i=0

∫ si+1

si

κgids+
k

∑
i=0

θi = 2π.

Que está de acordo com a equação (3.48) e com isso o teorema está demonstrado. (Q.E.D.)

Com o teorema local demonstrado serão fornecidos alguns fatos topológicos e definições

para que seja possı́vel apresentar e demonstrar o teorema de forma global.

Seja S uma superfı́cie regular. Uma região R⊂ S é dita regular se R é compacta e se

o seu contorno é formado por uma união finita de curvas simples e regular por partes que não

se intersectam.

Um triângulo é uma região simples que possui apenas três vértices com ângulos

externos αi 6= 0, (i = 1,2,3).

Uma triangulação de uma superfı́cie regular R é uma decomposição em triângulos,

uma famı́lia finita de triângulos {Ti}N
i=1, tal que

• R =
⋃N

i=1 Ti.

• Se Ti
⋂

Tj 6= ø, então é um vértice ou uma aresta em comum. Os triângulos que compõem

uma triangulação não se sobrepõem.

Dada uma triangulação de uma região regular R⊂ S de uma superfı́cie S. Será usada

a seguinte notação: F é o número de faces(como cada triângulo possui uma face F também será

o número de triângulos), V é o numero de vértices, A é o numero de arestas. A caracterı́stica de

Euler-Poincaré de uma triangulação é representada por χ e é calculada do seguinte modo:

χ = F−A+V. (3.52)

Um estudo mais preciso em topologia e caracterı́stica de Euler-Poincaré pode ser visto em

[11]. Faz-se necessário apresentar quatro proposições sem demonstração retiradas de [7]. As

proposições são

Proposição 2 Toda região regular de uma superfı́cie regular admite uma triangulação.

Proposição 3 Seja S uma superfı́cie orientada e {xα}, α ∈ A, a famı́lia de parametrizações

com orientação compatı́veis com a orientação de S. Seja R⊂ S uma região regular de S. Então
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existe uma triangulação tal que todo triângulo está contido em alguma vizinhança coordenada

da famı́lia {xα}. E se o contorno de todo triângulo é positivamente orientado, triângulos

adjacentes tem orientações opostas em arestas em comum. Observe a figura 7.

Figura 7 – Triângulos adjacentes com aresta comum com orientação oposta

Fonte: [7]

Proposição 4 Se R⊂ S é uma região regular da superfı́cie S, a caracterı́stica de Euler-Poincaré

não depende da triangulação de R. Denota-se convenientemente χ = χ(R).

Por fim, considere uma região R regular contida em uma superfı́cie orientável S e seja T uma

triangulação de R tal que todo triângulo Tj ∈ T, j = 1, ...,k, está contido em uma vizinhança

coordenada x j(U j) de uma famı́lia {xα}, α ∈ A, compatı́vel com a orientação de S. Seja f uma

função diferenciável em S, a integração de f sobre a região R não depende da triangulação em

do mapeamento de acordo com a seguinte proposição

Proposição 5 De acordo com a notação acima, a soma

k

∑
i=0

∫ ∫
x−1

j (Tj)
f (q1

j ,q
2
j)
√

h jdq1
jdq2

j

não depende da triangulação T ou da famı́lia {x j} de parametrização de S

Ou seja, esta soma tem o significado geométrico da integral sobre a região regular R da função

f . Com isso pode-se enunciar o teorema de forma global.

Teorema 5 TEOREMA DE GAUSS-BONNET (GLOBAL). Seja R ⊂ S uma região regular

de uma superfı́cie orientada e C1, ...,Cn as curvas fechadas simples e regulares por partes que

formam o bordo ∂R de R. Supondo que cada Ci é positivamente orientado e seja θ1, ...,θp o

conjunto de ângulos externos das curvas C1, ...,Cn. Então

n

∑
i=0

∫
Ci

κg(s)ds+
∫ ∫

R
Kdσ +

p

∑
l=0

θl = 2πχ(R), (3.53)

aqui s denota os comprimentos de arco de Ci, e as integrais sobre Ci representa a soma das

integrais sobre os arcos regulares de Ci.
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Demonstração: Pela proposição 3, considere uma triangulação onde cada triângulo esteja

contido em uma vizinhança coordenada de uma famı́lia de parametrizações ortogonais. Deste

modo, se cada triângulo está positivamente orientado as arestas que são comuns a triângulos

adjacentes tem orientações opostas.

Pode-se usar o Teorema de Gauss-Bonnet local em cada triângulo da triangulação

e somar os resultados usando a proposição 5 e como cada aresta interior terá duas orientações

que são opostas, obtém-se

n

∑
i=0

∫
Ci

κg(s)ds+
∫ ∫

R
Kdσ +

F

∑
j=1

3

∑
k=1

θ jk = 2πF, (3.54)

onde F denota o número de faces, ou triângulos, da triangulação T e para cada triângulo Tj

existem os três ângulos externos θ j1, θ j2, θ j3.

Definindo por φ jk = π−θ jk os ângulos internos da triangulação Tj, pode-se escre-

ver que
F

∑
j=1

3

∑
k=1

θ jk =
F

∑
j=1

3

∑
k=1

(
π−φ jk

)
= 3πF−

F

∑
j=1

3

∑
k=1

φ jk. (3.55)

Agora é importante usar uma notação que segue abaixo,

• Ae representa o número de arestas externas

• Ai representa o número de arestas internas

• Ve representa o número de vértices externos

• Vi representa o número de vértices internos

Os vértices externos se subdividem, Ve =Vet +Vec, onde Vet são os vértices devido a

triangulação e Vec são os devido as curvas que formam o contorno da região. Para compreender

melhor a notação acima, veja a figura 8. Um fato simples de se verificar é que se uma curva Ci

Figura 8 – identificação de arestas e vértices.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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é fechada, então Ae =Ve. E pode-se provar por indução que

3F = 2Ai +Ae. (3.56)

Para um esboço da demonstração veja o Apêndice A. Antes de retomar a equação (3.54) convém

analisar a soma dos ângulos interno. Com o auxı́lio da figura 8 para que se possa ter uma noção

é fácil ver que para cada vértice interno a soma dos ângulos internos ao redor dele é 2π , para

cada vértice externo da triangulação a soma dos ângulos internos ao redor dele é π e para

cada vértice externo da curva o ângulo interno dele é por definição π menos o ângulo externo.

Somando todas as parcelas,

F

∑
j=1

3

∑
k=1

φ jk = 2πVi +πVet +πVec−
p

∑
l=1

θl. (3.57)

Usando as equações (3.55),(3.56),(3.57) em (3.54) e organizando é fácil ver que

n

∑
i=0

∫
Ci

κg(s)ds+
∫ ∫

R
Kdσ +

p

∑
l=1

θl = 2πF−π(2Ai +Ae)+2πVi +πVe. (3.58)

Usando que A = Ai +Ae e V =Vi +Ve em (3.56), tem-se

n

∑
i=0

∫
Ci

κg(s)ds+
∫ ∫

R
Kdσ +

p

∑
l=1

θl = 2πF−2πA+2πV −π(Ae−Ve). (3.59)

Por fim, usando o fato que Ae =Ve e a definição da caracterı́stica de Euler-Lagrange

n

∑
i=0

∫
Ci

κg(s)ds+
∫ ∫

R
Kdσ +

p

∑
l=1

θl = 2πχ(R).

Que está de acordo com a equação (3.53) (Q.E.D.)

Com o Teorema de Gauss-Bonnet demonstrado esta seção teve seu objetivo reali-

zado. Cabe agora fazer algumas aplicações deste teorema.

3.7 Aplicações elementares do Teorema de Gauss-Bonnet

3.7.1 Soma dos ângulos internos de um polı́gono.

A primeira aplicação se refere a encontrar qual é a soma dos ângulos internos de

um Polı́gono. Pode-se usar o Teorema de Gauss-Bonnet na sua forma local.

Como um polı́gono é uma figura plana cujo interior forma uma região homeomorfa

a um disco e é formado por segmento de retas fica evidente que ele está imerso no plano. Logo,

a curvatura total de Gauss é nula e como é formado por retas que são as geodésicas portanto a

curvatura geodésica é nula. Com isso o teorema local de Gauss-Bonnet (3.48) para um polı́gono
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de n torna-se
n

∑
i=1

θi = 2π. (3.60)

Note que este resultado já é notável pelo fato de mostrar que para qualquer polı́gono a soma dos

ângulos externos é igual a 2π , usando agora a definição de ângulo interno, θi = π−φi,

n

∑
i=1

φi = (n−2)π. (3.61)

Este resultado pode ser encontrado nos livros de ensino fundamental, observe a figura 9 que

ilustra este fato para alguns casos.

Figura 9 – Soma dos ângulos internos de um polı́gono

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.7.2 Caracterı́stica de Euler-Poincaré de uma esfera.

Outra aplicação interessante consiste em em utilizar o teorema no caso de de S ser

uma superfı́cie orientável compacta, com isso o teorema se torna∫ ∫
S

Kdσ = 2πχ(S). (3.62)

Agora como aplicação procura-se saber qual é a caracterı́stica de Euler-Poincaré de uma esfera

de raio a. Como a métrica induzida por uma esfera é dada por

ds2 = a2dθ
2 +a2 sinθ

2dϕ
2, (3.63)

usando a θ =: q1 ∈ [0,π] e ϕ = q2 ∈ [0,2π]. A partir a equação (3.42) é fácil ver que K = 1/a2

e o elemento de área dσ = a2 sinθdθdϕ . Logo (3.61) torna-se

2πχ(S) =
∫ 2π

0
dϕ

∫
π

0
dθ

1
a2 a2 sinθdθdϕ = 4π → χ(S) = 2. (3.64)

Este resultado que é conhecido, de fato uma esfera pode ser deformada continuamente para um

tetraedro ou um cubo e como χ é um invariante topológico o tetraedro compartilha o mesmo

valor de χ de uma esfera. No caso do tetraedro χ = 4−6+4 = 2.
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3.7.3 Verificação do teorema de Gauss-Bonnet para uma região simples de um espaço
plano.

Como exercı́cio cabe verificar a validade do Teorema de Gauss-Bonnet de uma

região formada por dois arcos de circulo, o primeiro com raio a e ângulo α e o segundo com

raio b e ângulo β . Veja a figura 10.

Figura 10 – Aplicação 3 do Teorema de Gauss-Bonnet

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como trata-se de uma figura plana, a curvatura gaussiana é zero. Uma vez que retas

são as geodésicas no plano as curvaturas geodésicas das curvas C1,C3,C5 são nulas. Desse

modo, o teorema toma a seguinte forma∫
C2

κg2ds2 +
∫

C4

κg4ds4 +θ1 +θ2 +θ3 +θ4 +θ5 = 2π. (3.65)

Observa-se pela figura que foi adotado o sentido anti-horário. Com isso θ1 = π/2, θ2 =−π/2,

θ3 = π/2, θ4 = π/2 e θ5 = π−α−β . Como o espaço é plano, a derivada covariante é a própria

derivada e parametrizando por comprimento de arco, a curvatura geodésica nada mais é que a

norma da derivada com relação ao comprimento de arco do vetor tangente.

Como as duas curvas são arcos de cı́rculo é conveniente fazer o caso de uma curva

que é um arco de circulo com raio r. A curva pode ser parametrizada como

α(s) = r cos(s/r)x̂+ r sin(s/r)ŷ.

Assim o vetor tangente é dado por

dα

ds
=−sin(s/r)x̂+ cos(s/r)ŷ.

Para encontrar a curvatura geodésica basta derivar novamente, pois o espaço é plano, e calcular
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a norma do vetor, logo ∣∣∣∣d2α

ds2

∣∣∣∣= κg(s) =
1
r
. (3.66)

Sabendo disso e substituindo o elemento de linha ds = rdφ , a equação (3.65) torna-se∫
α

0

1
a

adφ +
∫

β+α

α

1
b

bdφ +
π

2
− π

2
+

π

2
+

π

2
+π−α−β = 2π. (3.67)

Integrando e ajustando os termos fica claro que 2π = 2π e o como era óbvio o Teorema de

Gauss-Bonnet é válido.

3.7.4 Verificação do teorema de Gauss-Bonnet para uma região simples sobre a esfera.

Um outro exercı́cio consiste em verificar a validade do teorema em um caso seme-

lhante ao da Aplicação 2, porém tomando uma parte da casca esférica, usando coordenadas

esféricas esta parte consiste em considerar uma esfera de raio a, θ ∈ [0,π] e ϕ ∈ [0,α], de

acordo com a figura 11

Figura 11 – Aplicação 4 do Teorema de Gauss-Bonnet

Fonte: Elaborado pelo autor.

Primeiro só existem duas curvas que são o bordo dessa superfı́cie, ambas são arcos

de grandes cı́rculos logo são geodésicas. E como é uma região simples, χ = 1. Tome a normal

apontando na direção radial, da origem para a superfı́cie, logo pode-se orientar o caminho

fechado do bordo da região como: quando ϕ = 0, θ vai de 0 a π e quando ϕ = α , θ vai de

π a 0. Por fim é fácil notar que os ângulos externos são ambos π−α . Então, o teorema toma a

forma ∫
α

0
dϕ

∫
π

0
dθ

1
a2 a2 sinθdθdϕ +2π−2α = 2π. (3.68)

Com isso 2π = 2π e o teorema se mostrou consistente.
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3.7.5 Um par de geodésicas em um espaço de curvatura não positiva não forma uma região
simples.

Por fim, uma aplicação apresentada em [7] que será útil no próximo capı́tulo, isso

faz com que esta aplicação seja a mais importante. Avalie a afirmação abaixo.

Seja S uma superfı́cie orientada com curvatura gaussiana negativa ou nula. Então

duas geodésicas γ1 e γ2 que começam em um ponto p ∈ S não podem se encontrar novamente

em outro ponto q ∈ S de modo que os traços de γ1 e γ2 possam a formar uma região R simples

de S.

Assumindo que elas se encontrem em q ∈ S. Pelo Teorema de Gauss-Bonnet no

caso em que R seja simples ∫ ∫
R

Kdσ +θ1 +θ2 = 2π (3.69)

Como as duas geodésica não são mutuamente tangentes, θ1 < π e θ2 < π . Logo∫ ∫
R

Kdσ = 2π−θ1−θ2 ≥ 0. (3.70)

Porém K ≤ 0, o que é uma contradição.

Isso mostra que dado uma superfı́cie com curvatura não positiva, por exemplo um

plano ou uma superfı́cie hiperbólica, duas geodésicas que são concorrentes em um ponto não

se encontrão em nenhum outro formando uma região simples, sem furos. Este resultado será

importante no próximo capı́tulo, pois ele será usado.

Com isso os objetivos deste capı́tulo foram concluı́dos. Mais aplicações sobre o

Teorema de Gauss-Bonnet podem ser encontradas nas referências citadas neste capı́tulo.
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4 CÁLCULO DO ÂNGULO DE DEFLEXÃO DA LUZ VIA TEOREMA DE
GAUSS-BONNET

Este capı́tulo tem por finalidade calcular o ângulo de deflexão da luz ao passar

por uma lente gravitacional utilizando o Teorema de Gauss-Bonnet. A primeira vez que essa

abordagem apareceu na literatura foi em [8]. O que será apresentado na próxima seção são as

ideias e as condições utilizadas neste artigo. As duas seções últimas deste capı́tulo são referentes

aos resultados que foram obtidos durante a realização deste trabalho.

4.1 Ângulo de Deflexão para Observador e Fonte distantes da Lente Gravitacional.

Em [8] considera-se o limite astronômico de deflexão fraca, ou seja, o campo gra-

vitacional gerado pela lente é fraco, de modo que o caminho dos raios de luz desviam pouco

de uma linha reta - geodésicas em um espaço-tempo plano. Dada esta condição, a teoria é de-

senvolvida tratando os raios de luz como geodésicas espaciais da métrica óptica e aplicando o

Teorema de Gauss-Bonnet no espaço da métrica óptica.

Neste artigo o autor modelou as galáxias atuando como lentes gravitacionais por

um fluido perfeito com simetria esférica e estático. Para aplicar o Teorema de Gauss-Bonnet

o artigo apresenta duas regiões D1 e D2 que representam a deflexão fraca dos raios de luz.

Observe a figura 12.

Figura 12 – Geometria de deflexão fraca, regiões D1 e D2

Fonte: [8]

A região D1 tem como contorno as geodésicas γ1 e γ2 que se cruzam em dois vértices

onde S representa a localização da fonte e O o observador. O contorno ∂D1 é tal que o γ2 vai de

S até O e γ1 vai de O até S fazendo um caminho fechado e orientado. Considera-se que D1 tem

a lente gravitacional L no centro e tanto a fonte S quando o observador O estão muito distantes

de L de modo que os ângulos internos são positivos e muito pequenos.

Note que D1 tem a lente gravitacional L responsável pela curvatura do espaço-tempo



50

e ela pode ter singularidade ou não. Se a lente não for singular D1 é uma região simples e

χ(D1) = 1. Como os contornos são geodésicas as curvaturas geodésicas são nulas por fim pode-

se usar cada ângulo externo como função do respectivo ângulo interno,com essas considerações

Teorema de Gauss-Bonnet apresentado no capı́tulo anterior torna-se

β0 +βS =
∫ ∫

D1

Kdσ . (4.1)

Se a lente for singular D1 não será mais simples e a caracterı́stica de Euler-Poincaré

não será mais igual a unidade. Para ver isso basta tomar uma região simples e em seu interior

tome alguma região e retire de modo que a região terá um furo, essa região pode ser levada a

um triângulo que seja triangulado por triângulos menores onde um foi retirado por deformações

contı́nuas. Observe a figura 13.

Figura 13 – Caracterı́stica de Euler-Poincaré para uma região com furo.

Fonte: [8]

Assim, pode-se calcular a caracterı́stica de Euler-Poincaré da região que é igual

a da região do triângulo com a dada triangulação sem um triângulo interno, logo χ(D1) =

6− 12+ 6 = 0. Considerando agora que o contorno de D1 além de ser formado por γ1 e γ2

é formado também por γL que é uma curva fechada que engloba a lente o Teorema de Gauss-

Bonnet torna-se

β0 +βS = 2π +
∮

γL

κgds+
∫ ∫

D1

Kdσ . (4.2)

Observe agora a região D2 que tem contorno formado por γ1 que vai de S a O e

γp vai de O para S. Como a lente gravitacional não está nesta região a região é simples com

caracterı́stica de Euler-Poincaré χ(D2) = 1. Se a região D2 for assintoticamente plana e tanto

S quanto O estejam neste regime o caminho do contorno γp pode ser tomado com um setor

circular centrado em L e intersecte γ1 em O e S.

Tome φ a coordenada angular com centro em L, no caso do regime de região assin-

toticamente plana os ângulos externos formados por pelos contornos da região D2 são aproxi-

madamente π/2 e a variação angular de φ do caminho γp é α +π onde α é o ângulo de deflexão
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da luz, α é positivo e muito menor que π . Assim, o Teorema de Gauss-Bonnet torna-se∫
π+α

0
κg(γp)

ds
dφ

dφ −π =−
∫ ∫

D2

Kdσ . (4.3)

Onde foi usado que o caminho γ1 é geodésico de modo queκg(γ1) = 0 . Uma caracterı́stica

importante desta região D2 é que por não ter a fonte em seu interior faz com que o ângulo de

deflexão da luz não dependa diretamente da possı́vel singularidade da lente L que possa ocorrer

em D1.

De posse da construção acima pode-se agora analisar o caso de um fluido perfeito

estático e que é esfericamente simétrico. Primeiro passo é tomar a métrica óptica de um de

um espaço com essas caracterı́sticas, ou seja, espaço de acordo com a métrica (2.12). Usando

o plano equatorial θ = π/2, isso pode ser feito sem perda de generalidade pela simetria da

métrica. Escrevendo a métrica óptica desse espaço, Hi j =−gi j/g00 (i = 1,2, onde 1 = r,2 = ϕ),

cujas geodésicas fornecem a projeção espacial dos caminhos dos raios de luz, pelo Princı́pio de

Fermat. A métrica óptica relacionada a (2.12) é

(Hi j) =

(
H11 H12

H12 H22

)
=

(
B(r)/A(r) 0

0 r2/A(r)

)
. (4.4)

Com essa métrica pode-se desenvolver todo o procedimento do capı́tulo 3, substituindo hi j por

Hi j. Para usar o teorema de Gauss-Bonnet nas formas apresentadas nas equações acima, é

preciso conhecer a curvatura total.

A curvatura total pode ser obtida em termo da parametrização dada pela métrica

óptica que é ortogonal usando a equação (3.42) e para o caso do fluido perfeito desenvolvidos

na seção 2.2 usa-se também (2.29), (2.30), (2.33) e (2.34). Após algumas manipulações, pode-

se escrever

K =−2Gm
r3

A(r)/B(r)(
1− 2Gm

r

)2

[
1− 3Gm

2r
− 4πGr3

2Gm

(
ρ

(
1− 2Gm

r

)
+ p

(
1− 3Gm

r
−2πGpr2

))]
.

(4.5)

Tendo a curvatura agora é interessante conhecer o elemento de área, observando a equação

(3.46),

dσ =
√

Hdrdϕ → dσ =

√
B

A
rdrdϕ. (4.6)

O artigo afirma que como seu desenvolvimento está interessado em deflexões fracas é conve-

niente utilizar o limite de estrela de fluidos não relativı́stica de modo que a pressão pode ser

negligenciada, p = 0. [10] classifica esse fluido como ”poeira”e o define como uma coleção de

partı́culas que estão em repouso em um dado referencial de Lorentz e seu tensor densidade de

energia momento é dado pelo de um fluido perfeito com p = 0.
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Observando mais uma vez a definição de B(r) dada por (2.29) e tomando p = 0

pode-se escrever Kdσ como

Kdσ =−2Gm
r2

(
1− 2Gm

r

)−3/2[
1− 3Gm

2r
− 4πGr3

2Gm
ρ

(
1− 2Gm

r

)]
drdϕ. (4.7)

Nesse sentido, pode-se fazer aplicações que são consolidadas na literatura para testar a metodo-

logia adotada até o momento.

O caso mais simples é o caso usando a métrica de Schwarzchild apresentada no

capı́tulo 2. Neste caso m(r) = M e como esta métrica é válida a partir de um dado 2GM que

é o horizonte de eventos gerado pela distribuição de matéria da fonte. Logo, para r > 2GM a

métrica é válida e ρ = 0. Assim pode-se reescrever a equação (4.7) do seguinte modo

Kdσ =−2Gm
r2

(
1− 2Gm

r

)−3/2[
1− 3Gm

2r

]
drdϕ. (4.8)

Observando o integrando de (4.8) representado, de forma grosseira, por Kdσ/drdϕ , pode se

ver que
Kdσ

drdϕ
=−2Gm

r2

(
1− 2Gm

r

)−3/2[
1− 3Gm

2r

]
< 0. (4.9)

Observe que a integração de (4.9) no intervalo dado por r e ϕ será negativa.

Analisando que a curvatura total é negativa juntamente com a aplicação 5 do capı́tulo

3 que diz que duas geodésicas num espaço com curvatura não positiva nunca tem dois pontos

em comum formando assim a fronteira de uma região simples, χ(R) = 1. Fica evidente que

neste caso vai ocorrer o encontro dos raios luminosos descritos por D1 por causa do horizonte

de eventos que faz com que χ(D1) = 0, ou seja, é por causa da topologia não trivial que os raios

luminosos são focados no observador, O. Isso significa que a região D1 não pode ser formada

nesse caso se não houver singularidade.Mas é importante deixar claro que mesmo tento singu-

laridade a deflexão da luz ocorre, por exemplo, o Sol deflete os raios luminoso e não possui

singularidade.

Usando o contorno D2 que conduz a equação (4.3). Como a métrica óptica no caso

em questão é assintoticamente plana, o caminho definido por γp é um arco de circunferência

com um raio muito grande a, logo κg(γp) = 1/a e ds = adφ . Além disso, como o limite de

deflexão é fraco, considere o parâmetro de impacto, b, muito maior que 2GM (b� 2GM).

Então pode-se aproximar o caminho da luz por uma reta de acordo com a figura 14 de modo

que r(φ) = b/sin(φ) e r > b. Tomando o limite de r > b� 2GM em (4.8) a equação (4.3)

torna-se

α ≈−
∫

π

0
dφ

∫
∞

b/sinφ

(
−2GM

r2

)
drdφ . (4.10)

Após uma integração simples e retomando a velocidade da luz por meio de uma análise dimen-
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Figura 14 – Aproximação do caminho do raio luminoso por linha reta.

Fonte: Elaborado pelo autor.

sional é fácil obter

α =
4GM
bc2 . (4.11)

Este ângulo de deflexão é bastante conhecido na literatura e é o resultado encontrado para

deflexão fraca por outros métodos, mostrando que a metodologia está consistente para este

caso.

Uma outra aplicação é usando Plummmer Model, [8] apresenta esta aplicação por

ser um dos modelos mais simples que possui realidade fı́sica de fato. Este sistema é modelado

por uma densidade ρ , tal que

ρ(r) = ρ0

(
1+

r2

r2
0

)− 5
2

. (4.12)

Onde ρ é a densidade central e r0 é um raio de escala de modo que

m(r) = m∞

(
r
r0

)3
[

1+
(

r
r0

)2
]− 3

2

. (4.13)

A métrica correspondente é solução interior com m∞ finito e proporcional a massa newtoni-

ana total deste modelo no limite não relativı́stico Gm∞/r0 � 1. Pode-se com isso calcular

Kdσ/drdφ . Fazendo a mudança de variável u = r/r0, obtem-se

Gm
r

=
Gm∞

r0
u2(1+u2)−

3
2 . (4.14)

Note que (4.13) juntamente com derivada da definição de m(r) conduz a

G
r2

dm
dr

= 4πGρ → 4πGρr3 = 3Gm(1+u2)−1. (4.15)

Expandindo (4.7) até primeira ordem de m/r pois é proporcional a Gm∞/r0� 1 e usando (4.15)

pode-se escrever o integrando do seguinte modo

Kdσ

dudφ
≈−2Gm∞

r0

u

(1+u2)
3
2

(
1− 3

(1+u2)

)
+O

[
G2m2

∞

r2
0

]
. (4.16)

Pode-se utilizar a região D2 e apresentar o ângulo de deflexão da luz nesse limite. Desse modo,
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basta integrar no limite de linha reta analogamente ao que foi feito no caso de Schwarzchild.

Fazendo uma mudança de variável r para u, a saber,

α ≈
∫

π

0
dφ

∫
∞

b/r0 sinφ

du
2Gm∞

r0

u

(1+u2)
3
2

(
1− 3

(1+u2)

)
, (4.17)

e computando a integração encontra-se

α ≈ 4
Gm∞

r0

b
r0

[
1+

b2

r2
0

]−1

. (4.18)

Este limite está de acordo com a literatura e é interessante observar que o caso b� r0 recobra

o ângulo de deflexão de Schwarzchild.

Por ultimo o [8] apresenta um exemplo buscando o ângulo de deflexão do modelo

singular isothermal sphere. O artigo continua usando o limite não relativı́stico, ou seja, re-

solvendo a equação Tolman-Oppenheimer-Volkoff (2.33) para a primeira ordem de velocidade

isotrópica de dispersão do fluido estelar Σ2. Ao resolver mostra-se que

ρ =
Σ2

2πGr2 → m(r) =
2rΣ2

G
. (4.19)

Então, cabe agora resolver a equação (4.3) e encontrar δ . Dado (4.9) e a forma da curvatura

total em (4.5) se atentando pelo fato de no limite estudado p = 0 e Σ2 � 0, de modo direto

pode-se encontrar que
Kdσ

drdφ
=−4Σ4

r
(1+6Σ

2), (4.20)

claramente tende a zero se r > 0, pois Σ2 � 0. Cabe agora analisar a outra integração, da

equação (4.3) onde faz-se necessário analisar a curvatura geodésica. A métrica utilizada é a

métrica óptica Hi j, tal que

dt2 =
B(r)
A(r)

dr2 +
r2

A(r)
dφ

2. (4.21)

Um caminho circular é definido por ter um vetor tangente apenas na direção angular. Represen-

tando por γ̇p o vetor tangante unitário ao caminho circular. Logo pode-se escrever

γ̇ = (0, γ̇φ
p ). (4.22)

Como ele é unitário pode-se tomar o produto escalar dele por ele mesmo, de acordo com a

métrica induzida ( ou seja, a métrica óptica). A saber

Hi jγ̇
i
pγ̇

j
p = H22(γ̇

φ
p )

2→ (γ̇φ
p )

2 =
r2

A
. (4.23)

Como este vetor tangente a curva é unitário a curvatura geodésica é o valor algébrico da de-

rivada covariante. Tomado a parametrização e o vetor normal de modo que κg > 0, pode-se
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encontrar as componentes da derivada covariante e depois tomar a sua norma. Encontrando as

componentes (i = 1→ r, i = 2→ φ ):[
Dγ̇p

dt

]1

= γ̇
i
p∂iγ̇

1
p +Γ

1
nkγ̇

n
p γ̇

k
p, (4.24)

[
Dγ̇p

dt

]2

= γ̇
i
p∂iγ̇

2
p +Γ

2
nkγ̇

n
p γ̇

k
p. (4.25)

Como os coeficientes de conexão não nulos são Γ1
11, Γ1

22, Γ2
12 e como γ̇r

p = 0, então a componente

angular dada na equação (4.25) é nula e a componente radial dada por (4.24) torna-se[
Dγ̇p

dt

]1

=−1
2

H11
∂1H22(γ̇

2
p)

2 =
1
2

A
B

∂r

(
r2

A

)
A
r2 . (4.26)

Logo tomando a norma ao quadrado da derivada covariante pode-se escrever

κ
2
g = Hi j

[
Dγ̇p

dt

]i[Dγ̇p

dt

] j

= H11

([
Dγ̇p

ds

]1
)2

. (4.27)

Substituindo (4.26) em (4.27) e usando a as equações (2.34) e após (4.19) tem-se

κg =

√
A
B

1
r
(1−6Σ2)

(1−4Σ2)
. (4.28)

Da métrica dada em (4.21) é fácil ver que para um caminho circular dt = (dt/dφ)dφ = r/
√

A.

Com isso pode-se escrever a equação (4.3), para a primeira ordem de Σ2.∫
π+α

0
κgdt−π = 0. (4.29)

Substituindo (4.28), dt, e a definição em função de m( que pode ser escrito como função de Σ2)

pode-se reescrever (4.29) como

(1−6Σ2)

(1−4Σ2)1/2

∫
π+α

0
dφ −π = 0. (4.30)

A integração é trivial e com isso pode-se encontrar o ângulo de deflexão em primeira ordem de

Σ2. A saber

α = 4πΣ
2. (4.31)

Este resultado está de acordo a literatura. Em [3] exite um exercı́cio para encontrar este ângulo

de deflexão por meio de outra metodologia. Uma referência que fale sobre a solução singular

isothermal sphere é [21].

Agora é conveniente apresentar os resultados de [22] que utiliza a metodologia

apresentada acima realizada por [8] para calcular o ângulo de deflexão da luz no limite de
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aproximação fraca para o caso de duas geometrias de wormholes. [22] abordou a geometria de

Ellis wormhole e Janis-Newman-Winnicour wormhole.

A geometria de Ellis wormhole pode ser descrita pelo elemento infinitesimal entre

dois eventos do seguinte modo

ds2 =−dt2 +dr2 +(r2 +a2)dθ
2 +(r2 +a2)sinθ

2dφ
2. (4.32)

Em que para r = 0 a ”garganta”do wormhole é recuperada. A variável r varia de menos a mais

infinito, porém o artigo restringe para r > 0. Assim como nos casos acima pode-se construir a

métrica óptica Hi j e tomando θ = π/2. Pode-se escrever

(Hi j) =

(
1 0

0 (r2 +a2)

)
. (4.33)

Os ı́ndices 1 e 2 representam respectivamente r e φ , pode-se calcular a curvatura total de acordo

com a equação (3.42).

K =− a2

(r2 +a2)2 . (4.34)

Visando calcular o ângulo de deflexão de acordo com a região D2 e usando a equação (4.3) é

preciso calcular tanto o ds quanto a curvatura geodésica do caminho circular com raio tendendo

ao infinito, pois γ1 é uma geodésica. De modo análogo estuda-se este caminho circular que tem

vetor tangente unitário a curva na forma da equação (4.22). A partir disso e usando a equação

(4.43) que fornece a métrica óptica, conclui-se

(γ̇φ
p )

2 =
1

(r2 +a2)
. (4.35)

Calculando as componentes da derivada covariante, a componente não nula é[
Dγ̇p

dt

]1

=− r
(r2 +a2)

. (4.36)

Em vista disto a curvatura geodésica do caminho é

κg =

√√√√H11

([
Dγ̇p

dt

]1
)2

=
r

(r2 +a2)
. (4.37)

Agora como se pode escrever o elemento infinitesimal do caminho como dt =
√

r2 +a2dφ .

Pode-se escrever, tomando o limite de r→ ∞,

κgdt = lim
r→∞

r√
r2 +a2

dφ = dφ . (4.38)

Desta maneira, pode-se usar as equações (4.44) e (4.48) para resolver a equação (4.3) além de
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notar usar o fato que dσ =
√

r2 +a2drdφ . por este motivo e usando a aproximação de linha

reta pode-se reescrever (4.3) como

α =
∫

π

0
dφ

∫
∞

b/sinφ

dr
a2

(r2 +a2)3/2 = π−EllipticF
(
−a2

b2

)
. (4.39)

Onde EllipticF representa a integral elı́ptica do primeiro tipo, mas detalhes podem ser encon-

trados em [18]. Agora expandindo a integral elı́ptica assumindo que o parâmetro de impacto

suficientemente grande para que a luz passe distante da ”garganta”do wormhole, a2/b2 � 0,

para obter um valor aproximado α . Logo

α ≈
∫

π

0
dφ

[
1
2

a2

b2 sinφ
2− 3

8
a4

b4 sinφ
4
]
. (4.40)

Integrando (4.40) é fácil obter

α ≈ πa2

4b2 −
9πa4

64b4 . (4.41)

O resultado que [22] apresenta no artigo como valor consolidado na literatura é

α ≈ πa2

4b2 +O
(

a4

b4

)
. (4.42)

Logo comparando o valor aproximado de α das equações (4.41) e (4.42), é possı́vel ver que

eles concordam em primeira ordem de a2/b2. O resultado não concorda em segunda ordem e

o autor do artigo argumenta que é pelo fato da aproximação da trajetória por linha reta. Isso

está presente no intervalo de integração b/sinφ , e que correções de segunda ordem não fazem

parte dos objetivos do artigo. Com isso [22] apresenta a geometria de Janis-Newman-Winnicour

wormhole pelo elemento infinitesimal entre dois eventos

ds2 =−
(

1− 2m
r

)β

+

(
1− 2m

r

)−β

+

(
1− 2m

r

)1−β

r2[dθ
2 + sinθ

2dφ
2]. (4.43)

Tomando o plano θ = π/2 pode-se escrever a matriz formada pelo elementos da métrica óptica

como

(Hi j) =

((
1− 2m

r

)−2β
0

0 r2 (1− 2m
r

)1−2β

)
. (4.44)

Assim, pode-se calcular a curvatura total de acordo com a equação (3.41), a saber

K =
m(2mβ +m−2β r)

r2(r−2m)2

(
1− 2m

r

)2β

. (4.45)

A curvatura deste modo é muito rebuscada e é conveniente tomar o limite para ela ser linear em

m, pois o caso estudado é no limite de deflexão fraca, m� r. Desse modo, pode-se aproximar
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a curvatura total por

K ≈−2βm
r3

(
1− 2m

r

)2β

. (4.46)

Tomando o limite do caminho circular centrado da lente L e ter raio que tende ao infinito, pelos

mesmos procedimentos pode-se ver que κgds = dφ . Desse modo, pode-se resolver a equação

(4.3), ou seja

α ≈
∫

π

0
dφ

∫
∞

b/sinφ

dr

[
2βm

r3

(
1− 2m

r

)2β
]

r
(

1− 2m
r

)(1−4β )/2

. (4.47)

Expandindo o integrando de (4.47) em termos de m/r, pois m/r < m/b� 1, pode-se ver que

α ≈
∫

π

0
dφ

∫
∞

b/sinφ

dr
(

1
r2 −

m
r3

)
2mβ . (4.48)

Integrando (4.48) é fácil ver que

α ≈ 4βm
b
− βm2π

b2 . (4.49)

Assim como no caso da geometria de Ellis wormhole, [22] apresenta o valor do ângulo de

deflexão no limite de deflexão fraca da geometria de Janis-Newman-Winnicour wormhole que

consta na literatura, a saber

α ≈ 4mβ

b
+O

(
m2

b2

)
. (4.50)

Mais uma vez o resultado obtido pela metodologia nova concorda apenas no primeiro termo o

que deve ser devido a aproximação de linha reta para a trajetória do raio de luz.

A metodologia de cálculo do ângulo de deflexão da luz formulada em [8] foi utili-

zada para abortar em diversos tipos de geometrias do espaço-tempo, [23–27]. Um artigo que

aborta o ângulo de deflexão da luz com essa metodologia para o caso de uma geometria de

Schwarzchild com quebra de simetria de lorentz por meio do campo de bumblebee é [28]. Na

última seção deste capı́tulo será abordada o estudo do ângulo de deflexão da luz por meio de

outra metodologia, tal metodologia é apresentada a seguir.

4.2 Ângulo de deflexão para observador e fonte a uma distância finita da lente gravitaci-
onal.

Esta seção tem o intuito de apresentar a metodologia e caracterı́sticas presentes em

[5]. Neste artigo os autores discutem a extensão do cálculo do ângulo de deflexão para um

espaço que não seja assintoticamente plano. Cabe aqui também afirmar que o artigo utiliza

(c = G = 1), logo o desenvolvimento abaixo preserva essa escolha.

O artigo apresenta a métrica para um espaço estático e esfericamente simétrico,
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apresentado pelo elemento infinitesimal entre dois eventos de acordo com (2.12),

ds2 =−A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2dθ
2 + r2 sinθ

2dφ
2.

Após, são definidos os elementos da métrica ótica usando a simetria para tomar θ = π/2, se-

guindo o mesma representação dos ı́ndices (1 representa r e 2 representa φ ), logo a matriz que

representa a métrica óptica é igual a apresentada em (4.4), a saber

(Hi j) =

(
H11 H12

H12 H22

)
=

(
B(r)/A(r) 0

0 r2/A(r)

)
.

De acordo com a métrica óptica pode-se apresentar os vetores unitários tangentes aos raios

luminosos, pode-se definir como

ki =
dxi

dt
. (4.51)

Como a métrica óptica é a que minimiza o tempo t, e o elemento infinitesimal é igual ao apre-

sentado em (4.21) pode-se ver que ki de fato é unitário, a saber

dt2 =

(
Hi j

dxi

dt
dx j

dt

)
dt2→ Hi jkik j = 1. (4.52)

Vale ressaltar que a ki são as componentes do vetor tangente unitário com relação ao caminho

do raio luminoso e ele é unitário se for tomado o produto interno de acordo com a métrica óptica

e não com a métrica do espaço tempo estático e esfericamente simétrico fornecida por (2.12).

Em seguida, o artigo apresenta o parâmetro de impacto, para isso é conveniente

tomar um parâmetro afim λ ,de acordo com o exposto no capı́tulo 2, e a ação S1 apresentada em

(2.40),

S1 =
∫

dλ
1
2

gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
.

Tomando as constantes de movimento de interesse pode-se escrever

E = A(r)
dt
dλ

, (4.53)

L = r2 dφ

dλ
. (4.54)

Com isso o pode-se definir o parâmetro de impacto b como segue

b =
L
E

=
r2

A
dφ

dt
. (4.55)

Observe que com uma álgebra simples pode-se definir as componentes do vetor unitário tan-
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gente ki como função do parâmetro de impacto,

(
k1,k2)= ( dr

dφ
,1
)

bA
r2 . (4.56)

De posse de todo o exposto é fácil obter a equação da órbita, basta tomar (4.56) juntamente com

o fato de que o vetor tangente é unitário.Então, a equação da órbita é(
dr
dφ

)2

+
r2

B
=

r4

ABb2 . (4.57)

O leitor deve se perguntar se de fato b definido por (4.55) é de fato o parâmetro de impacto.

Para responder isso, tome o caso em que a métrica do espaço tempo estático e esférico seja

assintoticamente plana, ou seja, A→ 1 e B→ 1 se r→ ∞. Tomando este limite em (4.57) fica

claro que o menor r é b que legitima a escolha desta definição.

Construindo agora os vetores unitários que estão nas direções radial, onde a lente

na origem, e angular. Pode-se construir como segue

ei
rad =

(
1√
H11

,0
)
, (4.58)

ei
ang =

(
0,

1√
H22

)
. (4.59)

Com essas definições fica fácil calcular o ângulo que o raio luminoso faz com a direção radial,

Ψ. Basta que se tome o produto escalar entre ei
rad e ki, pois como os dois são unitários pode-se

definir o cosseno deste ângulo do seguinte modo

cosΨ = Hi jei
radk j =

√
H11bA
r2

dr
dφ

. (4.60)

Porém, como cosΨ envolve uma derivada é mais conveniente utilizar a função seno para deixar

em termo apenas das funções e não de derivadas. Para isso, basta usar a equação da órbita

presente em (4.57) e a relação fundamental da trigonometria, desse modo,

sinΨ =
b
√

A
r

. (4.61)

Agora cabe fazer algumas definições para se prosseguir. Representa-se a fonte por S, e o obser-

vador por R e a lente por L, não haverá abuso de notação pois o momento angular não aparecerá

mais. Sejam ΨS e ΨR os ângulos entre o raio luminoso e a direção radial na posição da fonte

e observador, respectivamente. Sejam φS e φR as posições angulares da fonte e observador,

respectivamente, de modo que φRS = φR−φS é a separação angular entre os dois. Pode-se de-

finir a quantidade α que os autores do artigo dizem que é a equação fundamental de todo o



61

desenvolvimento.

α = ΨR−ΨS +φRS. (4.62)

Tome geodésicas que ligam, dois a dois tanto fonte quanto observador quanto a lente formando

o triângulo embebido no espaço formado pela métrica ótica representado por R∇S
L.

Note que α é definido como a soma de três escalares em pontos diferentes o que

não garante que ele seja bem definido. Faz-se necessário estudar se ele está bem definido.

Primeiro tome ΨL o angulo interno ao ponto L onde está a lente gravitacional e com

isso pode-se definir outra quantidade,

αΨ = ΨR−ΨS +ΨL. (4.63)

Observe a figura 15 para ver uma representação deste triângulo embebido no espaço gerado pela

métrica óptica.

Figura 15 – Representação do triângulo embebido no espaço da métrica ótica R∇S
L.

Fonte: [5].

Observe que se o espaço for plano a soma dos ângulos internos totalizam π o que

faz da quantidade αΨ ser nula neste caso.

Lançando mão do Teorema de Gauss-Bonnet, aplica-se o teorema no triângulo

geodésico representado na figura 15 é fácil ver

αΨ =
∫ ∫

R∇S
L

Kdσ . (4.64)

Pode-se ver que αΨ é um invariante da geometria diferencial. Porém, existe um possı́vel pro-

blema que possa ocorrer. Observe que se caso L seja uma singularidade, um buraco negro por

exemplo, torna-se difı́cil definir ΨL. Devido a esse fato é conveniente do ponto de vista prático

trabalhar com φRS, pois por este ser definido fora de um possı́vel horizonte de eventos ele parece

ser mais simples de ser computado.

Considere agora outro triângulo ∞∇∞
L embebido no espaço gerado pela métrica ótica

de acordo com a figura 16. Este triângulo como tendo dois lados análogos ao da figura 15, mas

com o caminho de S a R sendo um arco de cı́rculo de raio rc. Se rc→ ∞ e a métrica ótica seja
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Figura 16 – Representação do triângulo embebido no espaço da métrica ótica ∞∇∞
L .

Fonte: [5].

assintoticamente plana. Então κg→ 1/rc e dt = rcdφ . Desse modo,∫ R

S
κgdt = φRS. (4.65)

Aplicando o Teorema de Gauss-Bonnet neste triângulo, é fácil ver que∫ ∫
∞∇∞

L

Kdσ +φRS− (π +ΨL)+3π = 2π.

Organizando a equação acima e pode-se escrever ΨL como função de φRS e da integração da

curvatura total. Assim,

Ψl = φRS +
∫ ∫

∞∇∞
L

Kdσ . (4.66)

Usando a equação (4.66), a definição de αΨ e (4.64) é possı́vel escrever α definido em (4.63)

como

α =
∫ ∫

R∇S
L

Kdσ −
∫ ∫

∞∇∞
L

Kdσ =−
∫ ∫

∞
R�

∞
S

Kdσ . (4.67)

Onde ∞
R�

∞
S é a a região do triângulo embebido que possui o caminho circular menos o triângulo

embebido que tem a fonte, a lente e o observador. Note que a equação (4.67) mostra que α é

também um invariante da geometria diferencial. No caso em que R e S estão muito distantes da

lente L a equação (4.67) está de acordo com a (4.3) mostrando que α é o ângulo de deflexão

da luz neste caso. Após, [5] apresentar todas as definições acima mencionadas ele apresenta a

metodologia.

Existem duas maneiras de calcular α , pois as equações (4.62) e (4.67) sempre con-

cordam. Usando a equação (4.62) o que é necessário é calcular os três ângulos que compõem

α . No caso de (4.67) o autor afirma que é mais trabalhoso pois não se conhece a geodésica a

princı́pio que liga S a R. Desse modo, o autor divide em dois casos, o caso de uma geometria

assintoticamente plana e o caso da geometria não ser assintoticamente plana.

No caso da geometria ser assintoticamente plana, ou seja, A→ 1 e B→ 1 se r→∞.

Assumindo que a fonte e o observador estão muito distantes da lente gravitacional. Busca-se

mostrar que nesse caso o a fórmula que fornece o ângulo de deflexão luz pode ser deduzido.
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Tome ΨR = 0 e ΨS = π mantendo o parâmetro de impacto constante com rR→ ∞ e rS → ∞.

Logo a equação (4.62) torna-se

α = φRS−π. (4.68)

Agora é necessário computar φRS. Tomando a equação da órbita e fazendo a mudança de

variável de u = 1/r. Pode-se escrever (
du
dφ

)2

= F(u). (4.69)

Seja u0 = 1/r0, onde r0 é a menor distância da trajetória, pode-se integrar a equação (4.69) de

modo que

φRS = 2
∫ u0

0

1√
F(u)

du. (4.70)

Reescrevendo α em função de (4.70) encontra-se a equação presente na literatura que fornece

o ângulo de deflexão da luz, aqui será representado por α0, a saber

α0 = 2
∫ u0

0

1√
F(u)

du−π. (4.71)

Este resultado pode ser encontrado, com as devidas analogias em [29]. Em seguida, [5] apre-

senta a metodologia para distâncias finitas.

A motivação de assumir distâncias finitas é de buscar melhorar os resultados teóricos

feitos para a aproximação de distâncias infinitas e com isso refinar os resultados. Observe que

por mais que as distâncias sejam finitas elas ainda serão muito maiores que o tamanho da lente.

Assim, pode-se integrar (4.69) e reescrever α considerando uR = 1/rR e uS = 1/rS. Desse modo

α =
∫ u0

uR

1√
F(u)

du+
∫ u0

uS

1√
F(u)

du+ΨR−ΨS. (4.72)

A equação (4.72) leva em consideração distâncias finitas e é equivalente a (4.67).

O artigo apresenta o intervalo de Schwarzchild, usando rg = 2GM, fazendo a modificação

ds2 =−
(

1−
rg

r

)
dt2 +

(
1−

rg

r

)−1
dr2 + r2dθ

2 + r2 sinθ
2dφ

2. (4.73)

Pode-se usar a equação da órbita para determinar F(u) em (4.69), neste caso

F(u) =
1
b2 −u2 + rgu3, (4.74)

para o calcular a quantidade ΨR−ΨS neste espaço o artigo expande em serie de potencias de

rg. Usando a equação (4.61) pode-se tomar a função arcsin(x) dos dois lados da equação. Além
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disso, como sin(x−π) = sin−x pode-se encontrar escrevendo

−Ψ = arcsin
(

b
r

√
1−

rg

r

)
−π.

Expandindo em série de potências de rg encontra-se

ΨR−ΨS = [arcsin(buR)+ arcsin(buS)−π]−

−
brg

2

[
uR

2√
1− (buR)2

+
uS

2√
1− (buS)2

]
+O(r2

gbu3
R;r2

gbu3
S) (4.75)

Observe que no caso de uR→ 0 e uS→ 0 A equação (4.71) é recobrada.

Agora partindo para o caso não assintoticamente plano. Para exemplificar o artigo

apresenta o elemento de linha do espaço de Kottler que foi apresentada no capı́tulo 2. A equação

que apresenta este elemento de linha é (2.36), usando rg = 2GM pode-se reescrever-lo como

ds2 =−
(

1−
rg

r
− 1

3
Λr2
)

dt2 +

(
1−

rg

r
− 1

3
Λr2
)−1

dr2 + r2dθ
2 + r2 sinθ

2dφ
2. (4.76)

Com esta métrica pode-se usar a equação (4.72) pois serão consideradas distâncias finitas. Para

calcular a diferença ΨR−ΨS usa-se uma expansão em série de potências, em termo de rg e Λ.

De modo geral, para uma função de f (x,y) com as derivadas continuas expandida até segunda

ordem tem-se

f (x,y) ≈ f (0,0)+ x ∂x f |(0,0)+ y ∂y f
∣∣
(0,0)+

+
1
2

[
x2

∂xx f |(0,0)+2xy ∂xy f
∣∣
(0,0)+ y2

∂yy f
∣∣
(0,0)

]
. (4.77)

Usando procedimento análogo ao usado no caso de Schwarzchild para escrever −ΨS. Obser-

vando a equação (4.51) e escrevendo de forma genérica o ângulo Ψ como

Ψ = arcsin

[
bu
(

1− rgu− Λ

3u2

)1/2
]
. (4.78)

Pode-se expandir Ψ apresentado em (4.78) de acordo com (4.77) e usar o artifı́cio para reescre-
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ver −ΨS. Após algumas manipulações

ΨR−ΨS = [arcsin(buR)+ arcsin(buS)−π]−

−
brg

2

[
uR

2√
1− (buR)2

+
uS

2√
1− (buS)2

]
−

− bΛ

6uR

1
(1− (buR)2)1/2 −

bΛ

6uS

1
(1− (buS)2)1/2 +

+
buR

8
(−1+2b2u2

R)

(1− (buR)2)3/2

[
u2

Rr2
g +

2rgΛ

3uR
+

Λ2

9u4
R

]
+

+
buS

8
(−1+2b2u2

S)

(1− (buS)2)3/2

[
u2

Sr2
g +

2rgΛ

3uS
+

Λ2

9u4
S

]
+

+ O(r2
g;rgΛ;Λ

2). (4.79)

Expandindo o integrando e fazendo a integração de cada termo e considerando que buS� 0 e

buR� 0 na equação (4.72). Após algumas manipulações é possı́vel obter φRS, a saber

φRS = π− arcsin(buR)− arcsin(buS)+

+
rg

b

[
1− (buR)

2/2
(1− (buR)2)1/2 +

1− (buS)
2/2

(1− (buS)2)1/2

]
+

+
Λb3

6

[
uR

(1− (buR)2)1/2 + uS
(1−(buS)2)1/2

]
+

+
Λrgb
12

[
2−3(buR)

2

(1− (buR)2)3/2 +
2−3(buS)

2

(1− (buS)2)3/2

]
+O(r2

g,Λ
2). (4.80)

Com isso pode-se construir o α . Somando as equações (4.79) e (4.80). A saber

α =
rg

b

[√
1− (buR)2 +

√
1− (buS)2

]
−

− Λb
6

[√
1− (buR)2

uR
+

√
1− (buS)2

uS

]
+

+
Λrgb
12

[
1√

1− (buR)2
+

1√
1− (buS)2

]
+O(r2

g,Λ
2). (4.81)

Este é o ângulo de deflexão para distâncias finitas no limite fraco para a métrica de Kottler que

não é assintoticamente plana. Observe que α diverge para buR→ 0 e buS→ 0, mas as distâncias

apesar de grandes são finitas.

Antes de analisar um caso assintótico é interessante apresentar outra geometria que

também não é assintoticamente plana. Em [5] é apresentada a métrica conforme de Weyl, cujo
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elemento de linha é

ds2 = −A(r)dt2 +
1

A(r)
dr2 + r2dθ

2 + r2 sin(θ)2dφ
2

A(r) = 1−3mγ− 2m
r

+ γr− kr2

m =
β (2−3βγ)

2
. (4.82)

Usando o mesmo procedimento adotado no espaço de Kottler pode-se encontrar após a expansão

e omitindo o termo de r2, pois a contribuição é igual a da constante cosmológica, com isso

ΨR−ΨS = arcsin(buR)+ arcsin(buR)−π−

− mb
[

u2
R

(1− (buR)2)1/2 +
u2

S

(1− (buS)2)1/2

]
+

+
bγ

2

[
1

(1− (buR)2)1/2 +
1

(1− (buS)2)1/2

]
−

− mγ

2

[
buR(2− (buR)

2)

(1− (buR)2)3/2 +
buS(2− (buS)

2)

(1− (buS)2)3/2

]
+O(m2,γ2). (4.83)

Observe mais uma vez que se as distâncias da fonte e do observador tendem ao infinito, então

ΨR−ΨS diverge, mas isso não é problema pois as distâncias são grandes porém finitas. Agora

no mesmo contexto que foi empregado para o espaço de Kottler pode-se computar φRS nessa

métrica, a saber

φRS = π− arcsin(buR)− arcsin(buR)+

+
m
b

[
2− (buR)

2

(1− (buR)2)1/2 +
2− (buS)

2

(1− (buS)2)1/2

]
−

− bγ

2

[
1

(1− (buR)2)1/2 +
1

(1− (buS)2)1/2

]
+

+
mγ

2

[
(buR)

3

(1− (buR)2)3/2 +
(buS)

3

(1− (buS)2)3/2

]
+O(m2,γ2). (4.84)

De posse das equações (4.83) e (4.84) pode-se computar o ângulo de deflexão α . A saber

α =
2m
b

[√
1− (buR)2 +

√
1− (buS)2

]
−

− γm
[

buR

(1− (buR)2)3/2 +
buS

(1− (buS)2)3/2

]
+O(γ2,m2) (4.85)

De posse do ângulo de deflexão α pode-se estudar o limite da fonte e observador muito longes

da lente gravitacional para os dois casos acima. Observe que no caso do espaço de Kottler, o
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ângulo de deflexão torna-se

α ≈
2rg

b
− Λb

6

(
1
uR

+
1
uS

)
+

Λrgb
6

. (4.86)

O trabalho [5] sugere que este seja o resultado corrigido. Já no caso da no espaço de Weyl essa

aproximação o ângulo de deflexão fornece

α ≈ 4m
b
. (4.87)

Com isso o artigo apresentou uma generalização da utilização da métrica ótica para mensurar

o ângulo de deflexão da luz para distâncias finitas tornando possı́vel para espaços que não são

planos no infinito.

4.3 Ângulo de Deflexão da Luz considerando distâncias finitas na geometria de Ellis
Wormhole.

Esta seção tem como objetivo mostrar resultados obtidos neste trabalho sobre a

aplicação da metodologia desenvolvida em [5] que foi apresentada na seção 4.2 para a geometria

de Ellis Wormhole fornecida pela métrica de (4.32)

ds2 =−dt2 +dr2 +(r2 +a2)dθ
2 +(r2 +a2)sinθ

2dφ
2.

Observe que essa geometria não é do tipo (2.12) devido ao fator (r2 +a2) multipli-

cando o elemento de ângulo sólido. Cabe aqui fazer uma transformação de coordenadas para

que seja possı́vel calcular o ângulo de deflexão da luz por meio de metodologia de [5] que foi

apresentada acima. Para isso, tome a seguinte transformação de coordenadas:

t = t, r2 = r2−a2, θ = θ , φ = ϕ. (4.88)

Com isso pode-se calcular o Jacobiano da transformação de coordenadas e ver a condição que

a coordenadas tem que obedecer para que ele seja positivo.

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0

0
(
1− (a/ r)2)−1/2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
(
1− (a/r)2)−1/2 6= 0→ r > a (4.89)

Como o Jacobiano é diferente de zero pode-se calcular os componentes do tensor métrico no

sistema de coordenadas xµ por meio da relação

gµν = ∂ µxρ
∂ νxσ gρσ onde,

(
∂ µ =

∂

∂xµ

)
. (4.90)
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Calculando cada componente do tensor métrico pode-se escrever o elemento de linha no sistema

de coordenadas x. Após retirar as barras das coordenadas o elemento de linha torna-se

ds2 =−dt2 +
(
1− (a/r)2)−1

dr2 + r2dΩ
2. (4.91)

Observe que essa transformação forneceu uma forma esférica e estática para a geometria de

Ellis. Agora pode-se aplicar a metodologia de [5].

O primeiro procedimento adotado aqui será descobrir quem é u0, que é o inverso

da distância de maior aproximação da trajetória do raio luminoso e a lente gravitacional e o

centro do wormhole de Ellis. Usando a equação (4.59) para a geometria fornecida por (4.81) e

igualando F(u) a zero, obtém-se

F(u) = a2 (1/b2−u2)(1/a2−u2)= 0. (4.92)

Combinando as raı́zes da equação (4.82) com o fato do jacobiano ser positivo (4.79) se encontra

que a raiz possı́vel para o jacobiano ser positivo é u0 = 1/b. De posse do u0 pode-se buscar

as outras quantidades que compõe o ângulo de deflexão da luz α que é fornecido pela equação

(4.62).

Usando a equação (4.51), o fato de sin(x−π) = sin−x, e a equação (4.81),

ΨR−ΨS = arcsin(buR)+ arcsin(buS)−π. (4.93)

Para obter a forma do ângulo de deflexão da luz falta computar φRS, que é função direta de uma

integração que tem como primitiva a Função Elı́ptica do Primeiro Tipo Imcompleta represen-

tada por EllipticF(x|m).∫ b du√
1−a2u2

√
1−b2u2

=
b
a

EllipticF
(

arcsin(au) | b2

a2

)
. (4.94)

Como pelo fato de
∫ b

a dxd f/dx = f (b)− f (a) o ângulo de deflexão da luz para a geometria de

Ellis wormhole é

α = arcsin(buR)+ arcsin(buS)−π +

+ 2
b
a

EllipticF
(

arcsin(a/b) | b2

a2

)
−

− b
a

[
EllipticF

(
arcsin(auR) |

b2

a2

)
+EllipticF

(
arcsin(auS) |

b2

a2

)]
. (4.95)

Este resultado é analı́tico e depende diretamente do inverso das distâncias entre observador e

lente gravitacional e entre a fonte e lente gravitacional além de depender do raio da garganta do
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wormhole, a, e da menor distância da trajetória até o centro do wormhole.

Agora é interessante que se encontre esse valor de forma aproximada e comparar

com o encontrado na literatura. Tome o caso em que a� b, ou seja, a trajetória do raio luminoso

passa bastante longe da garganta do wormhole. Neste limite, pode-se fazer uma expansão em

Série de Taylor de F(u)−1/2 com ordens de a em 0 e integrando com relação a u obtém-se∫ b du√
1−a2u2

√
1−b2u2

= arcsin(bu)+
a2

4b2

(
arcsin(bu)−bu

√
1−b2u2

)
+

+
a4

64b4

(
9arcsin(bu)−3bu

√
1−b2u2

(
2b2u2 +3

))
+O

(
a5
)
.

(4.96)

Neste limite o ângulo de deflexão da luz torna-se

α =
πa2

4b2 +
9a4

64b4 −

− a2

4b2

(
arcsin(buR)−buR

√
1−b2uR2

)
−

− a4

64b4

(
9arcsin(buR)−3buR

√
1−b2uR2

(
2b2uR

2 +3
))
−

− a2

4b2

(
arcsin(buS)−buS

√
1−b2uS

2
)
−

− a4

64b4

(
9arcsin(buS)−3buS

√
1−b2uS

2
(
2b2uS

2 +3
))

+O
(

a
b

5
)
. (4.97)

Considerando que tanto a fonte quanto o observador estão muito distantes da lente gravitacional

de modo que buR� 1 e buS� 1, o ângulo de deflexão da luz torna-se

α =
πa2

4b2 +
9a4

64b4 . (4.98)

Observe que esse resultado difere do resultado obtido pela equação (4.41), onde foi utilizada a

metodologia de que envolve o teorema de Gauss-Bonnet porém foi feita a aproximação de linha

reta. O resultado apresentado em (4.98) está de acordo com a literatura como em [30] e [31].

Isso faz com que a solução analı́tica (4.85) seja consistente com a literatura e seja mais precisa

que a solução obtida em (4.41).

4.4 Ângulo de Deflexão da Luz considerando distâncias finitas. Implicações no forma-
lismo PPN e na solução tipo Schwarzchild com modelo de Bumblebee.

Durante os estudos sobre o ângulo de deflexão da luz devido a um campo gravi-

tacional foi possı́vel investigar e obter resultados sobre a deflexão da luz no caso da métrica

de Schwarzchild e as implicações no formalismo parametrizado pós-newtoniano (PPN) e na

solução tipo Schwarzchild com quebra de simetria de Lorentz por meio do modelo de Bumble-

bee.
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Como já foi deduzido no capı́tulo 2 e já foi apresentado na equação (4.63), a métrica

de Schwarzchild é

ds2 =−
(

1−
rg

r

)
dt2 +

(
1−

rg

r

)−1
dr2 + r2dθ

2 + r2 sinθ
2dφ

2.

Em 2018 foi encontrada uma solução exata de uma geometria tipo schwarzchild com quebra de

simetria de lorentz por meio do modelo de bumblebee, essa solução foi apresentada em [32] e é

apresentada por

ds2 =−
(

1−
rg

r

)
dt2 +(1+ l)

(
1−

rg

r

)−1
dr2 + r2dΩ

2. (4.99)

Onde rg continua sendo o raio de schwarzchild e l é diretamente proporcional a norma quadrada

do campo de bumblebee. Observe que essa métrica não é assintoticamente plana, pois quando

para r muito grande, a métrica não se torna a de minkowski devido ao termo (1+ l).

Desde o surgimento da Teoria da Relatividade Geral, varias outras teorias surgiram

como tentativas de modifica-la. Essas teorias e a Teoria da Relatividade Geral tem em co-

mum que o campo gravitacional se manifesta por meio da deformação do espaço-tempo. Essas

teorias possuem uma solução para um espaço-tempo estático e esfericamente simétrico simi-

lar a solução de Schwarzchild, a única diferença é a presença de coeficientes numéricos, um

modo conveniente de discutir essas teorias é acrescentando dois parâmetros β e γ , a métrica de

Schwarzchild modifica-se do seguinte modo

ds2 =−

(
1−

rg

r
+2(β − γ)

r2
g

r2

)
dt2 +

(
1− γ

rg

r

)−1
dr2 + r2dΩ

2. (4.100)

Para a Teoria da Relatividade Geral, β = γ = 1. Chama-se a inclusão desses parâmetros como

formalismo pós-newtoniano parametrizado (parametrised post-Newtonian formalism). Alguns

autores gostam de tratar os testes da Teoria da Relatividade Geral para a métrica (4.100), ou

seja, adotando o formalismo PPN e com isso obter as previsões teóricas em função desses

parâmetros.[33]

O ângulo de deflexão da luz também é estudado no formalismo PPN e o parâmetro

γ está diretamente relacionado com o ângulo de deflexão da luz. Este formalismo pode ser

encontrado em [9]. Um artigo que apresenta o ângulo de deflexão da luz por esse formalismo

é [34]. Tomando a distância angular mensurado pelo observador entre a lente gravitacional e a

fonte seja nula, o ângulo de deflexão da luz considerando as distâncias muito grandes, torna-se

α =
rg

b
(1+ γ). (4.101)

A equação acima também pode ser vista em [6].
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Com isso pode-ser feito o estudo do ângulo de deflexão da luz com a metodologia

apresentada por [5] que considera distâncias finitas tanto do observador como da fonte.

Antes de calcular o ângulo de deflexão da luz para distâncias finitas no caso de

Schwarzchild é interessante calcular algumas quantidades importantes que o compõe. Como já

foi apresentado antes, o F(u) que foi definido de acordo com a equação (4.74),

F(u) =
1
b2 −u2 + rgu3.

É conveniente calcular uma quantidade que compõe φRS, essa quantidade pode ser encontrada

na expressão do ângulo de deflexão da luz para distâncias de fonte e observador muito dis-

tantes onde o ângulo de deflexão, α0, é dado por (4.71). Escrevendo as funções em temo das

primitivas,

α0 = 2F(u0)−2F(0)−π, onde F(u) =
∫ du√

F(u)
(4.102)

Fazendo a expansão em séries de Taylor de F(u)−1/2 em rg e integrando encontra-se uma forma

pra F(u), a saber

F(u) = arcsin(bu)+
rg

2b
b2u2−2√
1−b2u2

+O

(
r2

g

b2

)
. (4.103)

Como é conhecido da literatura, o ângulo de deflexão da luz no caso de observador e fonte

estejam muito distantes da lente gravitacional o ângulo de deflexão da luz é α0 = 2rg/b. Com-

binando este fato com a equação a cima pode-se mensurar F(u0) até primeira ordem utilizando

a equação (4.102). A saber

2F(u0) = π +O

(
r2

g

b2

)
. (4.104)

Desse modo, pode-se estudar o ângulo de deflexão para distâncias finitas. Agora cabe escrever

todas as partes que compõem o ângulo de deflexão. O ângulo de deflexão da luz em termo de

F(u0), pode ser dado utilizando a equação (4.72), a saber

α = (2F(u0)−π)−F(uR)−F(uS)+ΨR +ΨS. (4.105)

Assim, basta utilizar as equações (4.75), (4.103) e (4.104) e obter o ângulo de deflexão da luz

na métrica de Schwarzchild, a saber

α =
rg

b

[√
1−b2u2

R +
√

1−b2u2
S

]
+O

(
r2

g

b2

)
. (4.106)

Observe que tomando buS� 1 e buR� 1, pode-se fazer a aproximação (1+x)n ≈ 1+nx. Com
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isso a equação (4.106) torna-se

α = 2
rg

b
−

rg

2b

[
b2u2

R +b2u2
S
]
+O

(
r2

g

b2

)
. (4.107)

Primeira consideração a ser feita com esse resultado é quando se compara com a equação

(4.101) isso fornece

γ = 1− 1
2
[
b2u2

R +b2u2
S
]
. (4.108)

Este resultado é bastante importante, pois considerando apenas a métrica de Schwarzchild é

possı́vel obter um valor diferente de γ , pois para a teoria da Relatividade geral esse parâmetro

seria igual a unidade, porém considerando distâncias finitas o valor de γ deixa de ser a unidade

e passa a depender das caracterı́sticas do sistema formado pelo observador, lente gravitacional

e fonte de acordo com a equação (4.108).

Cabe agora analisar o sistema fonte, Terra, Sol e confrontar o valor experimental

de γ que pode ser visto em [35] com a equação (4.108). Observe que as fontes emissoras de

luz estão muito mais distantes que a distância Terra-Sol, definida como a unidade astronômica,

neste caso será considerado uS = 0. O parâmetro de impacto b será tomado como o raio do

Sol. Os valores experimentais das quantidades necessárias podem ser vistas em [36]. A saber

au = 149597870700(3)m e b = 6.9551(4)108m. Com isso pode-se mensurar o valor de γ como

γ = 1− 1
2

(6.95514 108)2

(1495978707003)2 = 1.00000. (4.109)

O que mostra que devido a precisão dos dados, o γ devido ao ângulo de deflexão

da luz para métrica de Schwarzchild com distâncias finitas não influencia no valor obtido pela

Relatividade Geral, γ = 1. Esse resultado concorda com os valores experimentais de γ que

podem ser vistos em [35, 37, 38].

De modo análogo ao que foi feito nesta seção pode-se fazer o estudo do ângulo de

deflexão da luz para a métrica tipo Schwarzchild com quebra de simetria de lorentz por meio

do campo de bumblebee, dado pela equação (4.99),

ds2 =−
(

1−
rg

r

)
dt2 +(1+ l)

(
1−

rg

r

)−1
dr2 + r2dΩ

2.

Cabe aqui ressaltar que essa métrica não é assintoticamente plana o que legitima estudar o

ângulo de deflexão da luz considerando distâncias finitas. Observa-se que o único componente

da métrica que muda com relação a métrica de Schwarzchild é o grr = (1+ l)(1−a/r)−1. Neste

caso fica evidente que a única coisa que irá mudar é o F(u), pois irá irá aparecer um fator de

(1+ l)1/2. Como no caso de l ser nulo, a métrica de Schwarzchild é recobrada, então a equação

(4.104) continua válida, só que a integrais serão multiplicadas por (1+ l)1/2 ≈ 1+ l/2. Com
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isso o ângulo deflexão da luz torna-se

α =

(
1+

l
2

)
2F(u0)−

(
1+

l
2

)
[F(uR)+F(uS)]+ΨR +ΨS−π. (4.110)

Tomando só os fatores de primeira ordem é fácil obter

α =
rg

b

[√
1−b2u2

R +
√

1−b2u2
S

]
+

πl
2
− l

2
(arcsin(buR)+ arcsin(buS))+O

(
r2

g

b2 , l
rg

b

)
.

(4.111)

Acreditamos que esse seja o valor correto para o caso tipo schwarzchild com campo de bumble-

bee. O que pode parecer estranho é o fator lπ/2, pois parece que ele independe do parâmetro de

impacto o que pode gerar o falso resultado que mesmo para a lente muito distante do observador

e da fonte o ângulo de deflexão da luz seja não nulo. Porém observe que no limite de observador

e fonte muito distantes da lente, b≈ rR ≈ rS, de acordo com a figura 17.

Figura 17 – Representação do triângulo embebido no limite da lente gravitacional muito
distantes do observador e da fonte.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dado o limite, o ângulo de deflexão da luz torna-se nulo, pois o termo de schwarz-

child torna-se nulo e arcsin1 = π/2, desse modo,

α =
πl
2
− l

2

(
π

2
+

π

2

)
= 0. (4.112)

O que é o esperado, pois se a lente gravitacional está muito distante do subsistema observador-

fonte espera-se que a deformação do espaço-tempo devido a lente gravitacional nesse subsis-

tema seja muito fraca, ou seja, quanto mais longe esteja a lente desse subsistema mais fraca

deve ser a deformação do espaço tempo no subsistema. Com isso, considerando o limite da

lente muito distante do subsistema espera-se que o ângulo de deflexão da luz seja nulo.
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5 CONCLUSÃO

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou apresentar uma metodologia de

cálculo da deflexão da luz causada por uma lente gravitacional que foi baseada em [8] e [5]. Para

que fosse possı́vel abordar essa metodologia foi preciso apresentar as equações que fornecem

a dinâmica do campo gravitacional, apresentar algumas soluções de interesse e apresentar uma

generalização do Princı́pio de Fermat para um espaço curvo estático e esfericamente simétrico,

todo esse desenvolvimento se encontra no segundo capı́tulo. Além disso, foi necessário apre-

sentar alguns conceitos essenciais de geometria diferencial para que pudesse ser apresentado e

demonstrado o teorema de Gauss-Bonnet tanto na sua forma local como global.

O quarto capı́tulo foi reservado para apresentar a metodologia de cálculo da deflexão

da luz que consistiu em associar a métrica óptica de um espaço tempo estático e esfericamente

simétrico a uma métrica induzida por uma superfı́cie em um espaço euclidiano tridimensional.

Com essa associação foi possı́vel tratar os raios luminosos como curvas no espaço tridimensio-

nal de acordo com o Princı́pio de Fermat e utilizar o teorema de Gauss-Bonnet. Na penúltima

seção do capı́tulo 4 foi possı́vel investigar o ângulo de deflexão da luz para a geometria de El-

lis wormhole para distâncias finitas. Nesta investigação encontrou-se uma forma analı́tica para

o ângulo de deflexão da luz em termo das distâncias finitas. Quando foi tomado o limite de

distâncias muito grandes para a solução encontrada foi visto que no limite dos raios luminosos

passando muito distantes da garganta do wormhole o ângulo de deflexão da luz

α =
πa2

4b2 +
9a4

64b4 ,

é consistente com o obtido para a mesma geometria, mas com a utilização de outros métodos

de investigação e isso reforça a validade da solução encontrada.

Na última seção do capı́tulo 4 foi apresentada a investigação que consiste em estudar

o ângulo de deflexão da luz com distâncias finitas para o espaço de Schwarzchild e com isso foi

apresentada uma forma para o parâmetro γ diferente da unidade para a Teoria da Relatividade

Geral, em termo das distâncias do sistema Lente-Observador-Fonte,

γ = 1− 1
2
[
b2u2

R +b2u2
S
]
.

Além disso, foi estudado o ângulo de deflexão da luz para a solução tipo Schwar-

child acoplado com o campo de bumblebee que é responsável pela quebra espontânea de sime-

tria de Lorentz. Neste estudo, foi considerado distâncias finitas devido ao fato dessa solução

não ser assintoticamente plana. Com isso foi aplicada a metodologia de [5] e foi visto que o
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ângulo de deflexão da luz tomou a forma

α =
rg

b

[√
1−b2u2

R +
√

1−b2u2
S

]
+

πl
2
− l

2
(arcsin(buR)+ arcsin(buS))+O

(
r2

g

b2 , l
rg

b

)
.

acredita-se que este seja o resultado correto para esta solução e como foi visto mesmo com o

fator lπ/2 não sendo função do parâmetro de impacto, o outro termo que possui l cancela o

termo independente no limite da lente muito distante do subsistema observador-fonte, o que

é esperado, pois quanto mais longe a lente gravitacional do subsistema observador-fonte mais

fraca são os efeitos gerados no subsistema devido a ela.
Como perspectivas futuras, busca-se expandir este estudo para o campo da cosmo-

logia, buscando maneiras de aplicar essa metodologia para as métricas que tentam modelar o
universo como a métrica de Friedmann-Lemaı̂tre-Robertson-Walker e para teorias F(R) e teoria
da gravitação de Brans-Dicke.
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APÊNDICE A -- IDENTIDADE SOBRE TRIANGULAÇÕES

Um esboço de demonstração pode ser dado pelo método de indução. Para cada caso

que aparecerá será retirado um triângulo da triangulação e a identidade continuará sendo válida

de acordo com a hipótese de indução.

Dada uma triangulação a identidade 3F = 2Ai+Ae é verdadeira. Por indução, tome

a triangulação formada por um triângulo, este caso F = 1, Ai = 0 e Ae = 3, logo é verdadeiro.

Agora é necessário dividir em casos e usar a hipótese de indução. A hipótese con-

siste em que se for verdadeira a identidade para uma triangulação com um triângulo a menos,

também vale para a triangulação original.

Caso 1: O triângulo retirado tem apenas um vértice em comum com outro triângulo,

de acordo com a figura 1. Usando linha a triangulação sem um triângulo (F ′,A′i,A
′
e) e sem linha

Figura 1.

para a triangulação original(F,Ai,Ae) é fácil ver que F ′ = F−1, A′i = Ai e A′e = Ae−3, logo

3F ′ = 2A′i +A′e→ 3F = 2Ai +Ae

Caso 2: O triângulo retirado tem uma aresta em comum com outro triângulo, de acordo com a

figura 2. Assim F ′ = F−1, A′i = Ai−1, A′e = Ae−2+1, logo

3F ′ = 2A′i +A′e→ 3F = 2Ai +Ae

Caso 3: O triângulo retirado tem duas arestas em comum com a triangulação, de acordo com a

figura 3. Assim F ′ = F−1, A′i = Ai−2, A′e = Ae−1+2, logo

3F ′ = 2A′i +A′e→ 3F = 2Ai +Ae
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Figura 2.

Figura 3.

Caso 4: O triângulo retirado tem três arestas em comum com a triangulação, de acordo com a

figura 4. Assim F ′ = F−1, A′i = Ai−3, A′e = Ae +3, logo

Figura 4.

3F ′ = 2A′i +A′e→ 3F = 2Ai +Ae

E com isso a demonstração está completa, e a relação é verdadeira para qualquer triangulação.
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