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Resumo

Seja I : X" — M™! uma imersao de uma variedade conexa n-dimensional ¥ em uma
variedade Riemanniana completa conexa (n + 1)-dimensional M sem pontos conjugados.
Suponha que a uniao das geodésicas tangentes a I nao cobrem M. Sobre essa hipdtese

temos dois resultados:

1. Se a cobertura universal de ¥ é compacta, entao M é simplesmente conexa.

2. Se I é um mergulho préprio e M é simplesmente conexa, entao 1(X) é um grafico
normal sobre um subconjunto aberto de uma esfera geodésica. Além disso, existe

um conjunto estrelado aberto A C M tal que A é uma variedade com fronteira I ().

Palavras-chaves: Variedade Riemanniana, hipersuperficie, geodésica, conjunto es-

trelado.



Abstract

Let I : ¥ — M"™"! be an immersion of an n-dimensional connected manifold ¥ in
an (n + 1)-dimensional connected completed Riemannian manifold M without conjugate
points. Assume that the union of geodesics tangent to I does not cover M. Under these

hypotheses we have two results:

1. M is simply connected provided that the universal covering of ¥ is compact.

2. If I is a proper embedding and M is simply connected, then I(X) is a normal
graph over an open subset os a geodesic sphere. Furthermore, there exists an open

star-shaped set A C M such that A is a manifold with the boundary ().

Keywords: Riemannian manifold, hypersurface, geodesic, star-shaped set
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Introducao

Seja I : ¥ — M™*! uma imersao de uma variedade conexa n-dimensional ¥ em uma
variedade Riemanniana completa conexa (n + 1)-dimensional M sem pontos conjugados.

Uma condicao muito forte que podemos supor é que [ seja totalmente geodésica. No
nosso trabalho, assumiremos uma condicao mais fraca, a saber, que a uniao das geodésicas
tangentes a I nao cobrem M. Mais precisamente, seja W = W (I) o conjunto dos pontos
de M que nao pertencem a nenhuma geodésica tangente a I.

Poderiamos perguntar em que situacoes podemos ter W # (). Uma importante res-
posta a esta questao foi dada por B. Halpern [6]. A fim de enunciar o resultado precisa-

remos da seguinte definicao:

Definicao 0.1. Um subconjunto B de uma variedade Riemanniana completa M é dito
estrelado com respeito a xg se xg € B e, para qualquer p € B, existe uma unica geodésica

minima normal que liga o a p e que a imagem desta unica geodésica estd contida em B.

Teorema 0.2 (B. Halpern [6]). Seja I : X" — R""' n > 2 wma imersio de uma

variedade fechada X com W # (). Entao, valem as sequintes afirmacgoes:
1. ¥ € difeomorfa a n-esfera S™.
2. I é um mergulho.
3. Eziste um tnico V. .C R"™™ conjunto estrelado aberto tal que OV = I(X).

4. R — U T, = int(Kernel V'), onde T, € o hiperplano em R"™ desenhado em I(p)
peEX

e tangente a I(X) e Kernel V ={p e V/tp+ (1 —t)ge V,Vqge V,0 <t <1}.
Reciprocamente, se I(X) = OV, para algum conjunto estrelado aberto V-.C R™™ com

int(Kernel V) # 0, entio |J T, # R"™.

peEX

11
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O teorema 0.2 foi estendido por M. Beltagy [3] no caso em que M é uma variedade
Riemanniana completa, simplesmente conexa e sem pontos conjugados, usando o fato de
que a aplicacao exponencial de uma tal variedade é um difeomorfismo e, assim, aplicando-
se o teorema 0.2 no espaco tangente de qualquer ponto de W. S. Alexander [2] modificou
o teorema 0.2 restrigindo a atencao para a uniao V' dos espacos tangentes em pontos de

sela de X e obteve uma conclusao mais fraca.

Observagao 0.3. Os teoremas de Halpern [6] e de Alexzander [2] podem ser estendidos
para o caso em que M é a esfera padrao S™™' usando a projecdo estereogrifica associada
com o ponto antipoda —p, onde p € W, no caso de Halpern, e p € S — V', no caso de

Alexander.

Hilario Alencar e Katia Frensel [1] provaram que se M é um espago forma Qm e I é
minima com W sendo um conjunto aberto nao-vazio, entao I é totalmente geodésica. Este
resultado para uma imersao minima [ : M? — Q32, ¢ > 0, com W nao-vazio foi provado
por T. Hasanis e D. Koutroufiotis [5]. Outro resultado em [1] nos diz que se X" C Q!
é fechado e tem curvatura média constante com W # (), entao ¥ é uma esfera redonda.

O nosso proximo resultado, que pode ser encontrado em [10], diz o seguinte:

Teorema 0.4. Seja I : X" — M"L n > 2, uma imersao com W # 0, onde M é uma
variedade Riemanniana completa, conexa e sem pontos conjugados. Se o recobrimento

universal de 2 € compacto, entao M é simplesmente conexa.

Observacao 0.5. A inclusao T™ C T™*! de toros planos mostra que a hipdtese da com-

pacidade do recobrimento universal de Y € essencial no teorema 0.4.

O seguinte resultado é novo, mesmo no caso em que M = R Antes de enunciar
o préximo teorema, que novamente pode ser encontrado em [10], precisamos da seguinte

definicao:

Definigao 0.6. Sejam S e X subconjuntos de uma variedade Riemanniana M, onde a
inclusao S C M é um mergulho. Dizemos que X é um grafico normal sobre S se existe
um homeomorfismo h : S — X tal que, para qualquer ponto x € S, a imagem h(x) é
conectada a x por uma unica geodésica minimizante; além disso, esta unica geodésica €

normal a S.
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Teorema 0.7. Seja X uma hipersuperficie propriamente merqulhada numa variedade Ri-

emanniana completa, simplesmente conexa e sem pontos conjugados M. Se W # (), entdo

temos:

1. ¥ € um grdfico normal sobre um aberto de uma esfera geodésica de M,

2. Existe um aberto A tal que A e seu fecho A sao estrelados com respeito a qualquer

ponto de W ; além disso, A é uma variedade que tem Y como bordo.

Observacao 0.8. Se considerarmos a espiral S C R? dada por r = 1 — 2790 € R,
(em coordenadas polares), o produto S x R™ C R"™™ mostra que a hipdtese de 3 ser

propriamente merqulhada € essencial no teorema 0.7.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, definiremos os conceitos e propriedades preliminares necessarios para
a demonstracao dos dois principais teoremas da nossa dissertacao e para a demonstracao

do teorema devido a Halpern [6].

1.1 Definicoes e propriedades basicas

Definicao 1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensaio n é um conjunto M e uma

familia de aplicacoes biunivocas x,, : U, C R®™ — M de abertos U, de R™ em M tais que:
1. Uxa(Uy) =M

2. Para todo par a, B3, com x,Nx5 = A # (), 0s conjuntos x,*(A) e X?(A) sao abertos

em R™ e as aplicagoes X(;lng,xgloxa sao diferencidvens.
3. A familia {(Us,Xa)} € mdzima relativamente as condigoes (1) e (2).

O par (U,,X,) (ou as aplicagoes x,) com p € x,(U,) é chamado uma parametrizacao
(ou sistema de coordenadas) de M em p; X,(U,) é entdo chamada uma vizinhanga co-
ordenada em p. Uma familia {(U,,x,)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura
diferencidvel em M.

A condigao (3) comparece por razdes puramente técnicas. Em verdade, dada uma
estrutura diferenciavel em M, podemos facilmente completd-la em uma maxima, agre-
gando a ela todas as parametrizacoes que junto com alguma parametrizacao da estrutura

satisfazem a condicao (2).

14
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Observacao 1.2. Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de uma ma-
neira natural uma topologia em M. Basta definir que A C M ¢é um aberto de M se
x21 (AN x,(UL)) € aberto de R™. E imediato verificar que M e o vazio sio abertos, que
a uniao de abertos € aberto e que a interseccao finita de abertos é aberto. Observe que a
topologia é definida de tal modo que os conjuntos x,(U,) sdo abertos e as aplicagioes X,

sao continuas.

O espaco euclidiano R", com a estrutura diferencidvel dada pela identidade é um
exemplo trivial de variedade diferenciavel.

Nesse ponto estenderemos a nocao de diferenciabilidade as aplicagoes entre variedades.
De agora em diante, quando indicarmos uma variedade por M", o indice superior n

indicard a dimensao de M.

Definicao 1.3. Sejam M e MJ* duas variedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢ :
My — M,y € diferenciavel em p € My se dada uma parametrizacaoy : 'V C R™ — My
em o(p) existe uma parametrizagio x : U C R™ — My em p tal que o(x(U)) Cy(V) e a

aplicagao
y topox:UCR" = R™ (1.1)

¢ diferencidvel em x (p). ¢ € diferencidvel em um aberto de M se é diferencidvel em

todos os pontos deste aberto.

Decorre da condicao (2) da definigao 1.1 que a definigdo dada é independente da escolha
das parametrizacoes. A aplicacao 1.1 é chamada a expressao de ¢ nas parametrizacoes x
ey.

Em seguida, estenderemos as variedades diferenciaveis a nocao de vetor tangente.

Definicao 1.4. Seja M wma variedade diferenciavel. Uma aplicacao diferencidvel o :
(—€,€) = M € chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que a(0) =p € M e
seja D o conjunto das fungoes de M diferencidveis em p. O wvetor tangente a o em t =0
¢ a fungdao o/(0) : D — R dada por

d(foa)

o/ (0)f = =

|t=07 f € D.

Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva o : (—€, €) — M

com «(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.
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Se escolhermos uma parametrizagdo x : U — M em p = x(0), entao o vetor o/(0)

pode ser expresso na parametrizagao X por

o/ (0) = Zi:x;(()) (aii)o. (1.2)

Essa expressao pode ser obtida em [4], pagina 8. Observe que (%) é o vetor tangente
i/o

em p a ”curva coordenada”:
x; = x(0,...,0,2;,0,...).

A expressao 1.2 mostra que o vetor tangente a uma curva « em p depende apenas das
derivadas de o em um sistema de coordenadas. Decorre também de 1.2 que o conjunto
T,M, com as operacoes usuais de funcoes, forma um espago vetorial de dimensao n,
e que a escolha de uma parametrizacao x : U — M determina uma base associada
{(8%1)0 . (%)0} em T,M. A estrutura linear de 7,,M assim definida nao depende
da parametrizacao e T,M ¢ dito espaco tangente de M em p.

Com a nogao de espaco tangente podemos estender as variedades diferenciaveis a nocao

de diferencial de uma aplicacao diferenciavel.

Proposicao 1.5. Sejam M e M3" variedades diferencidveis e seja ¢ : My — My uma
aplicacao diferencidvel. Para cada p € My e cada v € T,M,, escolha uma curva dife-
rencidvel « : (—€,€) — M com «(0) = p e /(o) = v. Faca = poa. A aplicagio
dop : T,My — Ty My dada por dpy(v) = '(0) € uma aplicacdo linear que nao depende

da escolha de .
Demonstragao. Vé [4], pagina 9. [

Definicao 1.6. A aplicacao linear dy, dada pela proposi¢ao 1.5 € chamada diferencial

de p em p.

Definicao 1.7. Sejam M{* e MJ* variedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢ @ My — M,
¢ um difeomorfismo se ela € diferencidvel, biunivoca, sobrejetiva e sua inversa @' €
diferencidvel. ¢ é um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhangas U de p e V

de p(p) tais que ¢ : U — V' é um difeomorfismo.
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A nocao de difeomorfismo é a nocao natural de equivaléncia entre as variedades
diferencidveis. E uma consequencia imediata do teorema da funcao composta que se
¢ : My — M, é um difeomorfismo, entao dy, : T,M; — T, )M é um isomorfismo para
todo p € M;; em particular as dimensoes de M; e M, sao iguais. Uma reciproca local

deste fato é o seguinte teorema.

Teorema 1.8. Seja ¢ : M{" — M} uma aplicagao diferenciavel e seja p € My tal que

dpy : TyMy — Ty My € um isomorfismo. Entao ¢ € um difeomorfismo local em p

Demonstracao. A demonstracao é uma aplicacao imediata do teorema da fungao inversa

do R". O]

Definigao 1.9. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicac¢ao diferencidvel
@ : M — N éuma imersao se dpy, : T,M — T, N € injetiva para todo p € M. Se, além
disto, ¢ € um homeomorfismo sobre p(M) C N, onde @(M) tem a topologia iduzida por
N, diz-se que p é um mergulho. Se M C N e a inclusao i : M — N é um mergulho,

diz-se que M € uma subvariedade de N.

Observe-se que se p : M™ — N™ é uma imersao, entao m < n; a diferenca n —m é
chamada a codimensao da imersao .

Na maior parte das questoes puramente locais de Geometria é indiferente tratar com
imersoes e mergulhos. Isto provém da seguinte proposicao que mostra ser toda imersao

localmente (em um certo sentido) um mergulho.

Proposicao 1.10. Seja ¢ : M — M3, n < m, uma imersao entre as variedades M
e My. Para todo p € My, existe uma vizinhangca V. C My de p tal que a restrigao

o|V : My — My é um mergulho.
Demonstracao. Ve [4], pagina 14. ]
Nesse ponto, definimos o fibrado tangente de M, onde M é uma variedade diferenciavel.

Definicao 1.11. Para qualquer variedade diferencidvel M, definimos o fibrado tangente
de M, denotado por TM, como sendo a uniao disjunta dos espagos tangentes em todos
0s pontos de M:

™ =[] T,M.

peEM
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Podemos escrever um elemento dessa uniao disjunta como um par ordenado (p,v),

compec MewveT,M,isto é,
TM ={(p,v);pe M,veT,M}.

O fibrado tangente pode ser equipado com uma aplicacao projecao w : TM — M, dada
por m(p,v) = p.

O fibrado tangente pode ser pensado simplesmente como uma colegao de vetores; mas
ele é muito mais que isso. O nosso préximo lema mostra que T'M pode ser visto como
uma variedade diferenciavel. Este é o espaco natural de se trabalhar quando estamos

tratando de questoes que envolvem posicoes e velocidades, como no caso da Mecanica.

Lema 1.12. Para qualquer variedade n-dimensional M, o fibrado tangente T M tem uma
topologia natural e uma estrutra diferencidvel que o torna uma variedade 2n-dimensional

diferencidvel. Com essa estrutura, w : TM — M é uma aplicacdo diferencidvel.

Demonstragao. Veé [7], pagina 81. [

Definicao 1.13. Uma variedade fechada € uma variedade compacta sem fronteira.
Definiremos métrica Riemanniana, afim de conceituar variedade Riemanniana.

Definigao 1.14. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma va-
riedade diferencidvel M é wma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um
produto interno (,) (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago
tangente T,M , que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Se x : U C R™ — M
¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,Ta,...,2,) = q € x(U) e
%(Q) = dx,(0,...,1,...,0), entdo <a%i(q), a%j(q)> = gij(1,22,...,2,) € uma funcdo

diferencidvel em U.

As fungoes g¢;; sao chamadas expressao da métrica Riemanniana no sistema de co-
ordenadas x : U C R"® — M. Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica
Riemanniana chama-se uma wvariedade Riemanniana.

Definiremos agora o que seria um conjunto estrelado em R".

Definicao 1.15. Um conjunto X C R"™ chama-se estrelado quando contém um ponto p

(0 vértice) tal que o segmento de reta unindo qualquer outro ponto x € X a p estd contido

em X.
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Por exemplo, todo conjunto convexo é estrelado e qualquer um dos seus pontos serve

de vértice.



Capitulo 2

Resultados Basicos

Neste capitulo, definiremos conceitos e resultados basicos para as demonstracoes do

primeiro e segundo resultado devido a S. Mendonga e H. Mirandola [10].

2.1 Grupo fundamental e espacos de recobrimento

2.1.1 Homotopia

Nesta secao sao apresentados conceitos e propriedades basicas para a prova do primeiro
teorema principal da nossa dissertacao. Aqui apresentamos os conceitos de homotopia,
grupo fundamental e espacos de recobrimento. Finalmente, relacionamos recobrimento e

grupo fundamental.

Definicao 2.1. Sejam X e Y espacos topologicos. Duas aplicagoes continuas f,qg: X —
Y dizem-se homotdpicas quando ezxiste uma aplica¢ao continua H : X x I :=1[0,1] =Y
tal que H(x,0) = f(x) e H(z,1) = g(z) para todo x € X. A aplicacao H chama-se entdo

uma homotopia entre f e g. Escreve-se, neste caso, H : f ~ g, ou simplesmente f ~ g.

Dada a homotopia H : f ~ g, consideremos, para cada t € I, a aplicacao continua
H; : X — Y, definida por Hi(x) = H(x,t). Dar a homotopia H equivale a definir uma
"familia continua a um parametro” (H,;);c; de aplicagoes de X em Y. A ”continuidade” da
familia significa, neste caso, que (x,t) — H;(x) é uma aplica¢ao continua. Temos Hy = f
e H; = g, de modo que a familia (H;);c; comega com f e termina com g.

Intuitivamente, o parametro ¢ pode ser imaginado como sendo o tempo. A homotopia é

entao pensada como um processo de deformacao continua da aplicacao f. Tal deformacao

20
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tem lugar durante uma unidade de tempo. No instante ¢ = 0 temos f; para t = 1
temos ¢g. Nos instantes intermediarios, 0 < t < 1, as aplicacoes H; fornecem os estagios

intermediarios da deformacao.

Exemplo 2.2. Duas aplicagoes constantes f,g : X — Y, f(x) = p,g(z) = q, sdo ho-
motopicas se, e somente se, p e q pertecem a mesma componente conexa por caminhos
do espago Y. Com efeito, se existe uma caminho a : I — Y com a(0) = p e a(1) = g,
definimos uma homotopia H : X x I := [0,1] — Y entre f e g pondo H(x,t) = a(t),
V(z,t) € X x I. Reciprocamente, se H é uma homotopia entre as aplica¢oes constantes
f(z) =p eglz) =q, fitando arbitrariamente xy € X, obteremos um caminho a : [ —'Y

ligando p a q pondo a(t) = H(xo,1).

Proposicao 2.3. Sejam X,Y espacos topologicos. A relagdo de homotopia, f ~ g, €

uma equivaléncia no conjunto das aplicacoes continuas de X em Y .
Demonstragao. Vé [9], pagina 9. [

As classes de equivaléncia segundo a relacao de homotopia sao chamadas classes de
homotopia. A classe de homotopia de uma aplicagao continua f : X — Y é indicada pelo

simbolo [f].

Definicao 2.4. Uma aplicagao continua f : X — Y chama-se uma equivaléncia ho-
motopica quando existe g 1 Y — X continua tal que go f ~idy e fog >~ idy. Diz-se
entdo que g € um inverso homotopico de f e que os espacos topologicos X eY tem o

mesmo tipo de homotopia. Escrevemos, neste caso, X =Y ou f: X =Y.

Exemplo 2.5. A esfera unitdria S™ tem o mesmo tipo de homotopia que R™* —{0}. De
fato, considerando as aplica¢oes continuas i : S* — R — {0}, r : R*™ — {0} — S",
dadas por i(x) = z (inclusio) e r(y) = y/|y| (projecao radial), vemos que r o i = idgn
enquanto que i or : R — {0} — R"™ — {0} € homotdpica a aplicagio identidade de
R — {0} mediante uma homotopia linear pois todo pontoy # 0 em R pode ser ligado
por y/ly| por um segmento de reta que ndao contém o zero. Este mesmo argumento mostra
que se B"™! é a bola fechada de centro 0 e raio 1 em R™™! | entdao B"™' —{0} tem o mesmo

tipo de homotopia que a esfera S™.

Sejam p = (1,0,...,0)eq = (—1,0,...,0) os pélos norte e sul da esfera S". A projecao

estereogréfica m : " — {p} — R" nos d4 um homeomorfismo entre S" — {p, ¢} e R" —{0}.
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Segue-se entao do exemplo acima que S — {p, ¢} tem o mesmo tipo de homotopia que a

esfera (n — 1)-dimensional S"~*.

2.1.2 O grupo fundamental

Vamos, a partir de agora, considerar um caso particular do conceito geral de homo-
topia. Estudaremos homotopias de caminhos, isto ¢, de aplicagoes continuas a : J — X,
definidas num intervalo compacto J = [sg, s1]. Dedicaremos atencao especial aos caminhos

fechados: aqueles em que a(sg) = a(sy).

Defini¢ao 2.6. Sejam a,b: I :=[0,1] — X caminhos. Dizemos que a e b sao caminhos
homotdpicos se eles possuem as mesmas extremidades: a(0) = b(0) = xy e a(l) = b(1) =

x1 e existe uma aplicacao continua H : [ x I — X tal que

H(s,0) =a(s), H(s,1) = b(s),
H(0,t) = a(0) = b(0),
H(1,1) = a(1) = b(1),
quaiquer que sejam s,t € I.
Em particular, os caminhos fechados a,b : I := [0, 1] — sdo homotdpicos (isto é, a ~ b)

quando existe uma aplicagao continua H : I x I — X tal que, pondo a(0) = a(1) =z €
X, tem-se

H(s,0) =al(s), H(s,1) = b(s), H(0,t) = H(1,t) = x

para quaisquer s,t € I.
Indicaremos sempre, com « = [a] a classe de homotopia do caminho a : I — X, isto
é, o conjunto de todos os caminhos em X que possuem as mesmas extremidades que a e

que sao homotopicos a a com extremos fixos durante a homotopia.

Exemplo 2.7. Seja X um subconjunto convexo de um espaco vetorial normado. Se
a,b: I — X sao caminhos com as mesmas extremidades, entao a >~ b. Com efeito, basta
definir H : I x I — X pondo H(s,t) = (1 —t)a(s)+1t.b(s). Vé-se que H é uma homotopia

entre a e b. Essa homotopia é dita homotopia linear.

Definigao 2.8. Sejam a,b: I :=[0,1] — X caminhos tais que o fim de a coincide com a

origem de b. Definiremos o produto ab como sendo o caminho que consiste em percorrer
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primeiro a e depois b, ou seja, definiremos ab: 1 — X pondo:

a(2s) se 0<s<1/2
b(2s—1) se 1/2<s<1

ab(s) =

Como a(1) = b(0), as regras acima bem definem uma aplicagdo ab : I — X, tal que
abl[0,1/2] e ab|[1/2, 1] sdo continuas. Segue-se que ab é continua e portanto é um caminho,
que comega em a(0) e termina em b(1).

O caminho inverso de a : I — X é, por definicdo, o caminho a=! : I — X, dado por
a'=a(l-5),0<s<1.

Indicaremos com e, o caminho constante, tal que e,(s) = z,Vs € [0,1]. Para sua
classe de homotopia, usaremos a notagao e, = [e,].

O conjunto dos caminhos num espago topolégico X, munido da lei da composicao e
do inverso que acabamos de introduzir, ndo cumpre nenhum dos axiomas de grupo. (vé
9], pagina 30).

As propriedades desejadas para a lei da composicao ab sao encontradas quando se
consideram classes de homotopia de caminhos. Comecaremos notando que se a,b: I — X

sao caminhos tais que a(1) = b(0) entao vale a
Proposicao 2.9. a~d b~V = ab~d'l ea ! ~ (a’)_1
Demonstragao. Veé [9], pagina 30. ]

Num espago topolégico X, sejam « uma classe de homotopia de caminhos que tem
origem num ponto x € X e terminam num ponto y € X, e f uma classe de homotopia de
caminhos que comecam em y e terminam em z € X. Definiremos o produto «. tomando

os caminhos a € «, b € § e pondo

aff = [ab].
Assim, por definicao, [a].[b] = [ab]. A proposigao 2.9 mostra que o produto ./ estd bem
definido.
Analogamente, definiremos o~ = [a™!], onde a € a. A segunda parte da proposigao

2.9 mostra que a defini¢ao de classe inversa estd bem definida.

Proposicao 2.10. Sejam a,b,c: I — X caminhos tais que cada um deles termina onde

o sequinte comeca. Sejam o = [a], f = [b],y = [c] suas classes de homotopia, © = a(0)
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a origem de a, y = a(l) seu fim, e,, e, 0s caminhos constantes sobre esses pontos e

er = les], ey = [ey] as classes de homotopia dessas constantes. Tem-se entdo:

1. aa™t =gy

o
2. a7 = gy
3. £, = = QEy;

4. (af)y = a(B7).
Demonstragao. Vé [9], pagina 32. [

O conjunto das classes de homotopia (com extremos fixos) dos caminhos num espago
topoldgico X, munido da lei de composi¢ao acima definida, chama-se o grupoide funda-
mental de X. As vezes representamos ele por I(X).

Consideraremos pares do tipo (X, zg), onde xg € X serd chamado o ponto bdsico
do espago topoldgico X. Os caminhos fechados a : (1,0I) — (X, xz¢) serdao chamados
caminhos fechados com base nos ponto zy. As homotopias (salvo quando explicitamente

o contrario) serdo relativas a 01.

Definig¢ao 2.11. O subconjunto w1 (X, xo) do grupdide fundamental, formado pelas classes
de homotopia de caminhos fechados com base em xy constitui (em virtude da proposi¢ao

2.10) um grupo, chamado o grupo fundamental do espago X com base no ponto xg.

O elemento neutro desse grupo ¢ a classe de homotopia ¢, = ¢,, do caminho constante
no ponto xy.
Até que ponto a escolha do ponto basico afeta a estrutura do grupo fundamental? A

resposta a essa pergunta ¢ dada pela

Proposicao 2.12. Se xq, x1 pertecem a mesma componente conexa por caminhos de X,

entiao (X, x) e m(X, 1) sao isomorfos.
Demonstracao. Ve [9], pagina 34. ]

Corolario 2.13. Se X ¢é conexo por caminhos, entao, para quaisquer pontos bdsicos

xo,x1 € X, 0s grupos fundamentais m(X, zo) e m(X,x1) sao isomorfos.
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E claro que o grupo fundamental 71 (X, z) depende apenas da componente conexa por
caminhos do ponto xy no espaco X. Por isso é natural, ao estudar o grupo fundamental,
considerar apenas espagos conexos por caminhos.

Na proposicao seguinte, supomos que os espacos considerados sao conexos por cami-

nhos para que nao haja ambiguidade sobre a escolha dos pontos bésicos.

Proposicao 2.14. Se dois espacos topologicos X, Y, conexos por caminhos, tem o mesmo

tipo de homotopia, entao seus grupos fundamentais sao isomorfos.
Demonstragao. Vé [9], pagina 39. [

Proposicao 2.15. O grupo fundamental de um produto cartesiano X xY € isomorfo ao

produto cartesiano dos grupos fundamentais de X X Y.

Demonstracao. Veé [9], pagina 45. ]

2.1.3 Espacgos simplesmente conexos

Definicao 2.16. Um espacgo topolégico X diz-se simplesmente conexo quando € conexo
por caminhos e (para todo xy € X ) tem-se m(X,xz9) = {0}, ou seja, quando seu grupo

fundamental for trivial.

Isto significa que, para todo caminho fechado a : I — X, com base no ponto x, tem-se
a ™ ey,.

Todo espaco contratil, que é aquele que tem o mesmo tipo de homotopia que um ponto,
é simplesmente conexo. Em particular, o espaco R™ e as bolas, abertas ou fechadas, sao

simplesmente conexos.
Proposicao 2.17. Sen > 1, a esfera unitdria S™ € simplesmente conexa.
Demonstragao. Vé [9], pagina 44. O

Exemplo 2.18. Se n > 2, entao R™ — {0} € simplesmente conexo. De fato, R™ — {0}

tem o mesmo tipo de homotopia que a esfera S*1.

Corolario 2.19 (Corolério da proposi¢ao 2.15). Se X e Y sdo simplesmente conezos,

entdo o produto cartesiano X XY ¢é simplesmente conezxo.
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Observagao 2.20. O grupo fundamental do circulo St € isomorfo ao grupo aditivo Z dos
inteiros. Para um cdlculo detalhado, veja [9], paginas 53-58. Além disso, da proposi¢ao
2.15, temos que o grupo fundamental do toro T = S' x S! ¢ abeliano livre, com dois

geradores, ou mais explicitamente, 7 (T) = 71 (S') x m(S') =Z x Z.

2.1.4 Espacos de recobrimento

Definicao 2.21. Uma aplicacao p : X — X chama-se uma aplicacao de recobrimento
(ou, simplesmente, recobrimento) quando cada ponto x € X pertence a um aberto VC X
tal que p~ (V) = U, Ua € uma reuniao de abertos Uy, dois a dois disuntos, cada um dos
quais se aplica por p homeomorficamente sobre V. Cada aberto V desse tipo chama-se
uma vizinhanga distinguida. O espaco X chama-se um espaco de recobrimento de X e,
para cada v € X, o conjunto p~*(x) chama-se a fibra sobre . As vezes, X chama-se a

base.

Da definicao acima, temos que uma aplicacao de recobrimento p : X — X é um

homeomorfismo local de X sobre X.

Teorema 2.22. Se p: X5 Xe P X' — X' sio aplicagoes de recobrimento, entdao
pxp X xX = X xX'

¢ uma aplicagao de recobrimento.

Demonstragao. Vé [11], pagina 339. [

Exemplo 2.23 (Aplicagoes de recobrimento).
€:R — S' £(t) = (cos 2rt, sin 27t)
¢(:R* = T? =S' x S',((s,t) = (e, ")

A prova de que a aplicagao £ é de fato um recobrimento pode ser encontrada em [11],
pagina 337.

Todo subconjunto aberto de uma vizinhanca distiguida ¢ ainda uma vizinhanca dis-
tiguida. Assim, quando X é localmente conexo, localmente compacto, etc., podemos

escolher as vizinhangas distinguidas de modo que sejam conexas, compactas, etc.
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Proposicao 2.24. Se a base X de um recobrimento p : X — X € conexa, entdo todas
as fibras p~*(z), * € X, possuem o mesmo nimero cardinal, que se chama o "nimero de

folhas”do recobrimento.

Demonstragao. Para todos os pontos x de uma vizinhanga distinguida V', o nimero cardi-
nal da fibra p~!(z) é o mesmo. Segue-se que o conjunto dos pontos z € X tais que p~!(x)
tem um numero cardinal dado é aberto. Isto determina uma decomposicao de X como
reuniao de abertos disjuntos, em cada um dos quais o cardinal de p~!(z) é constante.

Como X ¢é conexo, s6 pode existir um desses abertos. O

E importante saber reconhecer quando um homeomorfismo local f : X — Y é uma
aplicacao de recobrimento. Caracterizaremos agora os recobrimentos com um nimero
finito de folhas.

Uma aplicacao f : X — Y diz-se fechada quando a imagem f(F') de todo subconjunto
fechado F' € X é um subconjunto fechado de Y.

Uma aplicagao continua f : X — Y chama-se prépria quando é fechada e, para todo

y € Y, a imagem inversa f~! é compacta.

Proposicao 2.25. Sejam X um espaco de Hausdorff e f : X — Y um homeomorfismo

local. Cada uma das afirmagoes abaixo implica a sequinte:
1. Existe n € N tal que cada imagem inversa f~'(y),y € Y, possui n elementos.
2. f € propria e sobrejetiva.
3. f € uma aplicagao de recobrimento cujas fibras f~'(y) sao finitas.
Se 'Y for conero, entao as 3 afirmacoes sao equivalentes.
Demonstracao. Ve [9], pagina 121. O

Definicao 2.26. Sejam f: X —Y, g: Z — Y aplicagoes continuas. Um levantamento

de g (relativamente a f) € uma aplicagao continua g : Z — X tal que fog=g.

O diagrama abaixo ilustra a situagao.

X
th
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Lema 2.27. Seja p : X — X um recobrimento e seja p(To) = xo. Qualquer caminho

v :[0,1] — X comecando em o tem um inico levantamento ]7 em X comecando em Tg.

Demonstracao. Vé [11], pagina 342. O

2.1.5 Teorema fundamental dos levantamentos

Dada uma aplicagao de recobrimento p : X — X, sejam T € Xex= p(). Usaremos
a notagao H(7) para representar a imagem do homomorfismo p; : m ()? ,x) — m (X, z),
induzido pela projecao de recobrimento p.

A préxima proposi¢ao nos mostra como o grupo fundamental permite que se dé uma
resposta algébrica ao problema topoldgico de saber se uma aplicacao continua f : Z — X,
com valores na base de um recobrimento, admite um levantamento ]7: Z — X. Nesse

ponto, é conveniente lidar com pares (X, xg), isto é, espagos com ponto bésico.

Proposicao 2.28. Seja p : X = X um recobrimento, onde X € conexo por caminhos.
Sejam Z um espago conezo e localmente conexo por caminhos (logo conexo por cami-
nhos) e 1 (Z,2) — (X, x0) uma aplicagio continua. Dado Ty € p~'(xg), f possui um

levantamento f : (Z,z) — (X, %) se, e somente se, fimi(Z, z0) C H(zp).
Demonstragao. Vé [9], pagina 153. [

Corolario 2.29. Sejam X conexo por caminhos e Z simplesmente conexo, localmente
conezxo por caminhos. Toda aplicagao continua [ : (Z,zy) — (X, xo) admite um levanta-

mento [ : (Z,z) — (X, o), onde Ty € p~(x0) € escolhido arbitrariamente

2.1.6 Homomorfismos entre recobrimentos

Definicao 2.30. Sejam p; : X = X e D2 : Xo — X dois recobrimentos com a mesma
base X. Um homomorfismo entre eles € uma aplicacao continua f : )?1 — )?2 tal que

p2 o f = p1, 0 que torna comutativo o diagrama abaizo:

X,
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Diz-se que f : X, = X, 6 um isomorfismo quando f é um homeomorfismo tal que
paof = pi. Entao f~1: X, — X, também é um isomorfismo. Neste caso, os recobrimentos
p1 e po dizem-se isomorfos.

Um endomorfismo é um homomorfismo de um recobrimento em si mesmo. Dado
o recobrimento p : X -5 X , um endomorfismo é, portanto, uma aplicacao continua
f:)?%)?talquepOf:p.

Quando o endomorfismo f for um homeomorfismo de X sobre si mesmo, diremos que
£ é um automorfismo. O conjunto G(X|X) = Aut(p) dos automorfismos do recobrimento
p: X — X constitui um grupo relativamente a composicao de aplicagoes.

A condicio py o f = p; significa que f aplica cada fibra p;*(z) na fibra p,'(z). Em
particular, um endomorfismo f : X =5 X aplica cada fibra p~!(z) em si prépria. Um
isomorfismo f induz, para cada x € X, uma bijecdo da fibra p;'(x) sobre a fibra p;*(z).
Um automorfismo, por sua vez, determina uma permutacao em cada fibra p—*.

Note que um homomorfismo f : X, — X, é um levantamento da aplicacao continua
Py )?1 — X relativamente ao recobrimento ps : )?2 — X. Assim, quando )Z'l é conexo,

dois homomorfismos que assumam o mesmo valor num ponto z; € X; sao iguais.

Exemplo 2.31. Consideremos as aplicacoes de recobrimento p, : R? — T2, do plano no

toro e py : St x R — T2, do cilindro no toro, dadas, respectivamente, por

p1(8, t) _ (e2m's7 627rz't)

pa(z,t) = (2,€*™).

A aplicacao f:R?> — S' xR, do plano no cilindro, dada por
f(S, t) — (627ris7 t)
cumpre a condi¢cao ps o f = p1, logo € um homomorfismo entre recobrimentos.

Na proposigao seguinte, temos os recobrimentos p; : )Nfl — X epy: )N(Q — X. Dados
os pontos I € )?1 e Ty € )?2 com p1(T1) = pa(T2) = xo, indicaremos com Hi(Z1) e Hy(Z2)
respectivamente os subgrupos de 7 (X, zg) que sd@o imagens dos homomorfismos induzidos

(p1)s : (X1, 1) = 7(X, 20) € (pa)s = ma( X, Ta) — m(X, ).

Proposicao 2.32. Sejam Xy, X5 conexos, localmente conexos por caminhos. Fxiste um

homomorfismo f : X, = X, com f(x1) = 7y se, e somente se, Hi(z1) C Ha(T3).
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Demonstragao. Segue-se da proposicao 2.28, pois um homomorfismo f é um levantamento

de p; relativamente ao recobrimento ps. O]

Corolario 2.33. Seja p : X = X um recobrimento, cujo dominio X ¢ simplesmente
conexo e localmente conexo por caminhos. Para todo recobrimento q : Y - X comY

conexo, existe um recobrimento f : X =Y tal que go f =p.

Demonstracdo. De fato, para quaiquer 7 € X e y € Y com p(T) = q(y), temos {0} =
pemi (X, 7) C g (Y, 5), O

Por causa do coroldrio acima, um recobrimento p : X — X com X simplesmente
conexo e localmente conexo por caminhos chama-se um recobrimento universal, pois X

recobre qualquer outro recobrimento Y do espaco X.

Corolario 2.34. Nas hipdteses da Proposicao 2.32, o homomorfismo f : )?1 — )?2, com

f(z1) = T, € um isomorfismo se, e somente se, Hy(z1) = Hy(T2).

Corolario 2.35. Dois recobrimentos simplesmente conexos de um espaco localmente co-

nexo por caminhos sao isomorfos.

Exemplo 2.36. Quais sao os recobrimentos p : X > St, do circulo S, com X conexo?
Se identificarmos o grupo fundamental de S* com Z, seus subgrupos sio os da forma
nZ,n = 0,1,2,.... Os recobrimentos p, : S' — S, p,(z) = 2" determinam os subgrupos
nZ comn > 0, enquanto py : R — S, po(t) = e*™*, determina o subgrupo {0}. Qualquer

outro recobrimento p : X — St, com X conexo, é isomorfo a um destes.

2.1.7 Automorfismos de recobrimento

A discussao da secao anterior serd agora particularizada para o caso de um unico

recobrimento p : X = X.

Suporemos, em toda esta secao, X conexo e localmente conexo por caminhos.
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Sejam T, 71 € p~'(xp). Como vimos acima, existe um endomorfismo f : X — X tal
que f(7o) = 71 se, e somente se, H(Zy) C H(z).

O normalizador do subgrupo H num grupo G é o conjunto N(H) formado pelos
elementos g € G tais que g 'Hg = H. O normalizador N(H) é o maior subgrupo de
G que contém H como subgrupo normal. H ¢é um subgrupo normal do grupo G se, e
somente se, N(H) = G.

A préxima proposicao estabelece um isomorfismo entre o grupo G()? |X) dos auto-
morfismos do recobrimento p : X — X e o grupo quociente N(H(Z,))/H(Z,). Para

demonstra-la, é conveniente comecar com o

Lema 2.37. Seja f : X = X um endomorfismo do recobrimento p : X — X. Para

quaisquer T € X e a € m (X, p(x)), vale f(z.a)) = f(z).cv.

Demonstracao. Sejam « = [a] e @ um levantamento de a comegando no ponto z. Entao
.o = a(1), donde f(z.a) = f(a(1)). Por outro lado, f o @ é um levantamento de a que

comega no ponto f(x). Logo,

f@).a=(foa)l)=fla@l)) = f(z.a),
o que prova o lema. O

Proposicao 2.38. Seja p : X = X um recobrimento, com X conezo e localmente conezo

por caminhos. Para cada Ty, existe um isomorfismo de grupos G(X|X) ~ N(H (%)), H(Z).

Demonstragio. Definimos uma aplicacao ¢ : N(H (o)) — G(X|X) pondo, para cada
a € N(H(Zy)), ¢(a) = f, onde f: X — X 6 o automorfismo tal que f(Zy) = Zo.a.

Se () = f e ¢(B) = g, temos Tg.cv = f(Zg) e Tg.f = g(Tp). Pelo lema acima,

(fo9)(@o) = f(g(T0)) = f(70.8) = f(0).8 = To.a8.

Portanto, f o g = ¢(af) e ¢ é um homomorfismo de grupos.

Tem-se ¢(a) = idg, ou seja, To.a = To, se, e somente se, « € H(Zg). Assim, H(Zg) é o
nucleo de ¢. Afirmamos que ¢ é sobrejetivo. De fato, dado f € G()?|X), seja f(xg) = 7.
Como 7 (X, x) opera transitivamente em p_;(zy), existe a € m (X, zo) tal que T; = Tg.cv.
Sendo f um automorfismo, temos o« € N(H(Zg)). Como f(Zy) = Zo.a, segue-se que [ =
¢(a). O "Teorema do Isomorfismo”para grupos nos fornece, por passagem ao quociente,

um isomorfismo ¢ : N(H (%)) /H (7o) — G(X|X). O
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Corolério 2.39. Se X ¢ simplesmente conexo e localmente conexo por caminhos, entao
0 grupo G()?]X) dos automorfismos do recobrimento p : X 5 X ¢ isomorfo ao grupo

fundamental (X, xq).

2.2 Hipersuperficies

Um conjunto M C R™! chama-se uma hipersuperficie de classe C* quando é local-
mente o grafico de uma funcao real de n varidveis de classe C*. Mais precisamente, para
cada p € M deve existir um aberto V C R"*! e uma funcao ¢ : U — R, de classe C* num
aberto U C R", tais que p € V e VUM = grafico de &.

A afirmacao "V U M = gréfico de ¢’significa que, para um certo inteiro i € [1,n],

tem-se
VUM = {(33’1,1132, Ce ,l’nJrl) c R”H;xi = 6(33’1, e L1, L1y - ,$n+1>}.

Evidentemente, dada qualquer funcao f : U — R de classe C* no aberto U C R", seu
grafico ¢ uma hipersuperficie M = {(x, f(x)) € R"*}; 2 € U} de classe C*.
Podemos considerar também as hipersuperficies diferencidveis, que sao localmente

graficos de fungoes diferenciaveis.

2.3 Aplicacoes Proprias

Uma aplicacao f : X — Y entre espacos topolégicos se diz fechada quando, para todo
subconjunto fechado F' C X, sua imagem f(F) é fechada em Y. A proposicao seguinte
caracteriza as aplicacoes fechadas. Note que ela exprime a continuidade da "aplicagao

inversa”y — f~1(y), cujos valores sao conjuntos.

Proposicao 2.40. A fim de que f : X — Y seja fechada, € necessdrio e suficiente que,
dados arbitrariamente y € Y e um aberto U D f~(y) em X, exista V aberto em Y tal
queyeVef Yy cfYV)cCU.

Demonstra¢ao. A prova encontra-se em [9], pagina 205. [

Definicao 2.41. Sejam X, Y subconjuntos de espacos euclidianos. Uma aplicacao continua
f: X =Y diz-se propria quando a imagem inversa f~1(K) de todo compacto K CY ¢

um conjunto compacto.
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Por exemplo, se X é compacto, toda aplicacao continua f : X — Y é prépria. Ja se
Y é compacto, f : X — Y s6 pode ser prépria quando X = f~1(Y)) for compacto. Um
homeomorfismo f : X — Y é uma aplicacao propria.

Os lemas abaixo visam dar alguma familiaridade com o conceito de aplicagao propria.
Lema 2.42. Toda aplicacao propria f: X — Y € fechada.
Demonstra¢ao. A prova encontra-se em [8], pagina 500. O]
Para enunciar o lema seguinte, precisamos da seguinte

Definicao 2.43. Dado X C R™, dizemos que uma sequéncia de pontos x, € X tende para
o infinito em X, e escrevemos limzy = oo em X, quando (xy) nao possui subsequéncias
que convirjam para pontos de X. Se X = R", "limxy = oo em X "significa "lim || =

+o00”

Lema 2.44. As sequintes afirmacoes a respeito de uma aplicacao continua f : X — Y

sao equivalentes:
1. Para todo compacto K CY, f~Y(K) é compacto.
2. Selimzy = 0o em X, entao lim f(zy) = 00 em Y.
Demonstra¢ao. A prova encontra-se em [8], pagina 501. [

O significado intuitivo de ser prépria é ”se z tende para a fronteira de X, entao f(z)

tende para a fronteira de Y”.(em [9], pag. 207).

2.4 Superficies com bordo
Um semi-espago num espaco vetorial £ é um conjunto do tipo
H ={z € E;a(x) <0},

onde a@ € E* é um funcional linear nao-nulo. O bordo do semi-espaco H é o conjunto

0H = {z € E;a(z) = 0}.
Proposicao 2.45. 0H ¢ um subespaco vetorial de codimensao 1 em E.

Demonstracao. A prova esta em [8], pagina 472. O
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Um semi-espago H C R" é reuniao disjunta H = int. H U JH do seu interior em R"

com o seu bordo. Os subconjuntos A C H, abertos com H, sao dois tipos:
1. Ay Cint. H; neste caso, A; é também aberto em R".

2. Ay NOH # (), entao A, nao é aberto em R"™, pois nenhuma bola com centro num

ponto x € OH pode estar contida em H.

Seja H C R™ um semi-espaco. O bordo de um aberto A C H é, por definicao, o
conjunto 0A = ANJH. Observe que A é uma hipersuperficie em R”. Com efeito, sendo
A aberto em H, temos A = UNH, com U C R" aberto. Entao, UNOH = UN(HNOH) =
(UNH)NOH = ANOH = 0A. Logo, dA é um subconjunto aberto da hipersuperficie
OH = a~1(0).

O bordo de um aberto A C H ¢é invariante por difeomorfismos. Antes de demonstrar
este fato, lembremos que um difeomorfismo (de classe C*) entre dois abertos A ¢ H C R®
e B C K C R™ de semi-espacos é uma bijecao diferenciavel (de classe C*) f : A — B,
cuja inversa f~!: B — A também ¢ diferencidvel (de classe C*). Pela Regra da Cadeia,
das igualdades f~'o f = ids e fo f~! = idg concluimos que, para todo x € A, com
y = f(x), fl(x) : R" - R™ e (f')(y) : R™ — R" sdo isomorfismos, inversos um do

outro. Em particular, n = m. A invariancia de 0A é expressa pelo

Teorema 2.46. Sejam A C H, B C K abertos em semi-espagos de R". Se f: A — B
¢ um difeomorfismo de classe C*', entao f(DA) = OB. Em particular, a restri¢io f|0A é

um difeomorfismo entre as hipersuperficies 0A e OB.

Demonstracao. Consideremos um ponto x € int. A, isto é, existe U C R™ aberto tal que
x € U C A. Restrito a U, f é um difeomorfismo de classe C'! sobre sua imagem f(U).
Pelo Teorema da Aplicacao Inversa, f(U) é aberto em R". Como f(U) C B, segue-se que
f(x) € int. B. Isto significa que f(int. A) C int. B. Logo, f~'(0B) C 0A. Analogamente,
f~Y0A) C IB. Portanto, f(0A) = IB. O

Observacao 2.47. Resulta do ”Teorema da Invariancia do Dominio”, (demonstrado em
Topologia) que o teorema acima vale, mais geralmente, quando f é apenas um homeo-

morfismo de A sobre B.

Estenderemos agora o conceito de parametrizacao.
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Uma parametrizacio (de classe C* e dimensdao m) de um conjunto U C R" é um
homeomorfismo ¢ : Uy — U de classe C*, definido num aberto Uy de um semi-espaco de

R™, tal que ¢'(u) : R™ — R" é uma transformacao linear injetiva, para cada u € U,,.

Definigao 2.48. Um conjunto M C R"™ chama-se uma superficie com bordo (de dimensdo
m e classe C*) quando cada ponto x € M pertence a um aberto U C M que € imagem de

uma parametrizacio ¢ : Uy — U, de classe C* num aberto de algum U, semi-espaco de

R™.

O teorema abaixo nos informa sobre as mudancas de parametrizagao numa superficie

com bordo M, de classe C* (k > 1) e dimensdao m + 1, contida em R".

Teorema 2.49. Sejam ¢ : Uy — U, 1 : Vo — V parametrizacoes de classe C* de abertos
UV C M, comUNV # (. Entio a mudanga de parametrizagio o : o~ (UNV) —
VYU NV) é um difeomorfismo de classe C*.

Demonstracao. Veé [8], pag. 475. [

Definicao 2.50. Seja M wuma superficie com bordo. O bordo de M € o conjunto OM
formado pelos pontos x € M tais que, para toda parametrizacao ¢ : Uy — U de classe C*

de um aberto U C M, com x = p(u), tem-se necessariamente u € OUj.

Pelo Teorema 2.49, juntamente com o fato de que cada mudanca de parametrizacao
¢ um difeomorfismo, dado = € M, basta que exista uma parametrizacao ¢ : Uy — U de
classe C'!' de um aberto U C M, com = = p(u) e u € Uy, para que se tenha x € M.
Dito de outro modo, se M é uma superficie com bordo e x = ¢(u) € U para alguma
parametrizacao ¢ : Uy — U, de classe C' num aberto U, C R™, entdo, para qualquer
outra parametrizaciao 1) : Vy — V C M, de classe C! num aberto V; de algum semi-espaco
em R™, se x = 9(z), deve-se ter v € int. Vj.

Se M é uma superficie com bordo, de classe C* e dimensao m+ 1, seu bordo OM é uma
superficie (sem bordo) de classe C* e dimensdao m. As parametrizacoes que caracterizam
OM como superficie sao as restrigbes ao bordo dU, = Uy N 0H, das parametrizagoes
¢ : Uy — U de classe C*, que tem como imagem um aberto U C M tal que U NOM # ().

A restrigao ¢|0Uy : OUy — OU tem OU = U N OM como imagem e seu dominio é o
subconjunto aberto dU, do espago vetorial m-dimensional 0H. Para obter uma parame-

trizacao em OM que seja definida num aberto de R™, devemos tomar uma base em 0H
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e representar cada elemento u € OH pela lista de suas m coordenadas em relagao a tal
base.

Outra maneira de parametrizar OU é a seguinte. Escrevemos os elementos de R™ ! sob
a forma u = (ug, Uy, . . ., Up, ), pomos Hy = {u € R™ 4y < 0}, identificamos 9 Hy com R™
pela correspondéncia (0, vy, ...,v,) — (v1,...,0,) e "padronizamos”as parametrizagoes
de classe C* em M, considerando apenas aquelas que sao definidas em subconjuntos
abertos do semi-espaco Hy. Para todo semi-espaco H C R™*! existe um isomorfismo
linear T : R™*1 — R™*! tal que T'(Hy) = H. Entao, dada uma parametrizaciao ¢ : Vo —
U, de classe C* no aberto Vi C H, pomos Uy = T~(Vj) e obtemos ¢ = o T : Uy — U,
uma parametrizacao padronizada (isto é, definida num aberto de Hy), de classe C* e com
a mesma imagem que . Se ¢ : Uy — U é padronizada e U N OM +# (), a restricao
p|0Uy = OUy — OU é uma parametrizacao na superficie OM, definida num subconjunto
aberto 0U, C R™.

O teorema seguinte é fonte de exemplos de superficies com bordo.

Teorema 2.51. Seja f : M — R uma funcdo real de classe C* numa superficie M, de
classe OF e dimensio m + 1. Se a € R ¢ valor reqular de f, entdo o conjunto N =
{x € M; f(z) < a} € uma superficie de classe C*, com dimensio m + 1, cujo bordo é

ON = f~(a).
Demonstracao. Ve [8], pag. 477. ]

Por exemplo, a bola fechada de centro num ponto z, € R™"! e raio @ > 0 é o
conjunto dos pontos z € R™"! tais que f(z) < a?, onde f : R™™! — R ¢ definida por
f(x) = |z — 29| =< 2 — xg, 2 — g >. Como o tnico valor nao-regular de f ¢é 0, segue-se

que a bola fechada é uma superficie, cujo bordo é a esfera.



Capitulo 3

Primeira e Segunda Respostas

Neste capitulo, demonstraremos o teorema devido a Halpern [6] e os nossos dois prin-
cipais teoremas. Estes respondem também a pergunta: em que situacoes podemos ter
W # (7 Lembre-se que W é o conjunto dos pontos de M que nao pertecem a nenhuma
geodésica tangente a imersao I : X" — M"™" de uma variedade conexa n-dimensional
¥ em uma variedade Riemanniana completa conexa (n + 1)-dimensional M sem pontos

conjugados.

3.1 Sobre imersoes de uma variedade n-dimensional

em um espaco euclidiano (n + 1)-dimensional

Nesta secao apresentaremos o teorema que primeiro responde a pergunta sobre em
quais condigoes temos W # (). Esse resultado é devido a Halpern em [6].
Antes de apresentarmos esse teorema, denotaremos por 7, o espaco tangente a ¥ em p
e o espaco tangente induzido de I por di,. Além disso, para © = (x1,...,x,) € R", seja
|z = (224 ... +22)2. Parap,q € R", defina [p,q) = {(1—2)p+2¢/0 < z < 1} e defina
[p, 4, (p,q], (p, q) similarmente. Se A C R", entdo JA = bdry A,int. A e cl A = A irdo

denotar, respectivamente, a fronteira, o interior e o fecho de A.

Teorema 3.1. Seja 3 variedade suave (infinitamente diferencidvel) n-dimensional (n >
2) conezxa, fechada e compacta. Seja I : X" — R™ wma imersdo suave de 3 em R™HL.

Para cada p € X, considere o hiperplano T, em R™™' desenhado em I(p) e tangente a

I(X). Se U T, # R, entao:

peEX

37
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1. ¥ é difeomorfa a n-esfera S™.
2. I é um mergulho.
3. Eziste um tnico conjunto estrelado aberto V-C R™ ! tal que OV = I(X).

4. R — \J T, = int(Kernel V), onde int denota o interior, T, é o hiperplano em
peEY

R desenhado em I(p) e tangente a I(X) e KernelV = {p € V/tp+ (1 —t)q €
ViVgeV,0<t<1}.

Reciprocamente, se 1(X) = OV, para algum conjunto estrelado aberto V-.C R™ com

int(Kernel V) # 0, entao |J T, # R™.

peEX

Demonstragdo. (1) Podemos supor que 0 ¢ |J T, pois |J T, # R"". Note que I(p) €
peEX peEY
T,,Vp € ¥, e assim 0 ¢ I(X). Considere a aplicagao diferencidvel p : R*™! — {0} — S”

(projecao radial) dada por
x
r)=—:.
P = T
Vamos calcular a derivada p/(z) : R"™ —{0} — T)(,»S™. Todo vetor v € R"*! se decompde
na soma v = A\r+7v, onde v = v — Az ¢ ortogonal ao vetor x no qual estamos considerando

a derivada. Portanto, para todo x € R"™ — {0} e todo v € R"*!, temos

p'(z).v =p'(x).\x + p'(x).v.

Mas p’(z). Az = 0, pois p é constante, igual a ﬁ, ao longo da semi-reta 8x, sobre
x

a qual se situa o vetor Ax. Logo,

Sendo ortogonal a x, o vetor v é tangente, no ponto z, a esfera S de centro 0 e raio

1

|||, restrita a qual p é simplesmente a multiplicacao pela constante H, logo
x
, Lo v vV — AT
p'(z)v=p(@)0=r0r=
=] [

Dai, dp|,.v = 0 se, e somente se, v = Az, para algum A € R.

De 0 ¢ | T, segue-se que cada v € dI|, 1T, = T, — I(p),v # 0, ndo é da forma
peEX
v =M (p),\ € R, pois de outro modo, supondo A # 0, terfamos
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v
— = -1
3 (p)
Xl = —I(p)edl|,T,x
Assim,
—I(p) = w—1I(p),weT,
w = 0
Contradicao.

Combinando essas observagoes, concluimos que

d(pol)|, = dpr() o dI,

¢ injetiva e, portanto, um isomorfismo sobre Ty (7)), para cada p € ¥. Segue-se do
Teorema da Funcao Implicita que, para cada p € 3, pol aplica alguma vizinhanca aberta
de p difeormorficamente sobre uma vizinhanga aberta de (pol)(p) € S™.Dali, para cada
q € S", (pol)~!(q) é um espaco discreto. Mas (pol)~'(gq) é um subespaco fechado do
espago compacto ¥ e assim (pol)~'(q) é compacto e, portanto, deve ser finito.

Seja (pol)~'(q) = {p1,...,pn} com p; # p; para i # j. Como foi dito acima, para
cada 1 <1 < N, existe uma vizinhanca aberta U; de p; que é aplicada difeomorficamente
sobre uma vizinhanca V; de ¢. Como ¥ é Hausdorff, os U; podem ser escolhidos disjuntos.

Entao N N
V=\Vin (S”— (pol) (2— UU))

é uma vizinhanga aberta de ¢ tal que (pol)~*(V) é uma uniao disjunta de abertos, onde
cada um desses abertos é aplicado difeomorficamente (e assim homeomorficamente) sobre
V. Segue-se que (pol)(X) é um subconjunto aberto de S™.

Como ¥ é compacta, temos que (pol)(X) também é compacta e entao fechada. Pelo

fato de S™ ser conexa, temos que
(pol)(X) =",

e isso mostra que pol : ¥ — S™ é uma aplicacao de recobrimento. Desde que ¥ é conexa
e S" (n > 2) é simplesmente conexa, entao pol deve ser homeomorfismo. Dai, deve ser

injetiva e, portanto, um difeomorfismo, ou seja, X é difeomorfa a S™.
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(2) Desde que pol é injetiva, entao I é injetiva. Dai, I é um mergulho (note que 3 é
compacta).

(3) Considere o conjunto

v =J0o, 1(n)),

peEX

onde [0, 1(p)) = {(1 —t)0+1¢.1(p);0 <t < 1}. Claramente, V' é conjunto estrelado aberto

com respeito a 0, isto é, 0 é seu centro. Seja W = |J {t.I(p);t > 1}. Como pol é um
peEX

homeomorfismo, W ¢é conexo e VU W =R — [(2).

Pelo Teorema da Separagao de Jordan-Brouwer, temos que R — [(X) consiste de

duas componentes abertas: uma limitada X e uma ilimitada Y, tais que
R"™ —I(¥)=XUY

e 0X = I(X) = 9Y. Desde que V e W sao conexos, disjuntos, V UW = R"™ — [(X) e
W ¢ ilimitado, segue-se que V =X e W =Y. Dai, V é aberto e OV = I(X).
Mostraremos que V' é o tinico conjunto estrelado aberto cuja 9V = I(X). Suponha que
V' seja outro conjunto estrelado aberto tal que 0V’ = I(X). Pelo fato de V' ser estrelado,
temos que ele é conexo e assim V' C V ou V' C W. Além disso, temos que R"*1 — ¢l V'

é aberto,

VU R — V) =R - [(R),

R — ¢l V' é ilimitado. Como V e W sdao componentes conexas e
VUW =R"™ —[(Z) = V' U R — V),

segue-se que V' = V.

(4) Vimos que um ponto arbitrério de Z = R"** — |J T, (que podemos tomar como
sendo o 0, deslocando a origem, se necessario) é centro s;fa V', isto é, esse ponto pertence
ao Kernel V. Dai, Z C Kernel V. Vamos estabelecer que Z C int(Kernel V'), mostrando
que Z ¢é aberto. Para mostrar isso, simplesmente temos que mostrar que um ponto
arbitrario de Z (que, mais uma vez, podemos tomar como sendo 0) estd em um conjunto

aberto N contido em Z, isto ¢, 0 € N C Z.

Considere a aplicacao k : T'Y — R"*! dada por

k’(U) - ](W(U)) + d]|7r(v)(v)7



41

onde v € TY (T'Y é o fibrado tangente de X)) e 7 : T> — ¥ é a projecao canonica. Entao
7 =R" — k(TY).

Seja I = sup ||/(p)]]. Como ¥ é compacto, temos que [ é finito. Desde que k é continua,
k~1(By) épichada, onde B, = {z € R""; ||z]| < [}.

Note que I : ¥ — R™! é uma imersao, isto ¢, I ¢ diferencidvel e dI, : T,)X — Ty, é
injetiva para todo p € Y. Assim, podemos definir uma métrica Riemanniana em > via [.

Como R™*! tem uma métrica Riemanniana, / induz uma métrica em ¥ dada por

(v, w), = <d]|7r(v (v) dl|7r w) >1

para todos os pares de vetores v, w € 1,3 tais que 7(v) = m(w). Esse produto interno é

claramente continuo e, como dI, é injetiva, (,), é positivo definido.

Observe que se ||v]| > 21, onde ||v|| = (v, v)/?

, entao
[E@) = (7 () + dI |z (v)]

)
= [ m)Il + 2.0 (7 (v)), dl[x@w) (v) + [|d] [z (V)]
)
(

> [ I(mw()I + l|d] ) ()]
> ldI ]z ()| = (7 (v))]]
> ol =1
k()| > 2A—1=1. (3.1)

Isso mostra que k~!(B;) C {v € TS; ||v]| < 21} = @, onde Q é compacto, desde que X
é compacto e utilizando o Teorema de Tychonoff. Por conseguinte, desde que k~*(B;) é

fechada, k~!(B;) também ¢ compacta. Entao
k(k~'(B)) = BN k(TX)

é compacta e, portanto, fechada. Finalmente,

0eN = int(B) —k(TX)
= int(B) — (BiNk(TY)) CR"™ —k(TY) = Z

e N =int(B;)—(BNK(TX)) é claramente aberto. Dai, Z é abertoe Z C int(Kernel V),

como queriamos demonstrar.



42

Em seguida, vamos estabelecer a inclusao inversa, isto é, Z D int(Kernel V). Con-
sidere um ponto arbitrario do int(Kernel V'), que pode ser tomado mais uma vez como
sendo 0. Em seguida, tome um ponto arbitrario p € 3.

Como V é estrelado, temos que ¢l V também é estrelado e Kernel (clV') D Kernel V.

Desde que 0 € int(Kernel V), existe € > 0 tal que
D, ={x e R"": ||z|| < €} C Kernel V.

Entao C'= | [z,I(p)) C el V. Na verdade, temos que C C V. Para ver isso, note que

llzll<e

C= {J aD)+1-a)p)

0<a<l

e assim C' é aberto. Além disso, int(cl V') = V. Portanto,
C Cint(clV) =1V,

como afirmado.

Agora suponha que 0 ¢ Z. Entao —I(p) € dI|,T3 e assim existe uma curva vy em ¥ tal
que ¥(0) =pe (Loy)'(0) = —1(p). Segue-se entao que (loy)(t) € C, para t suficientemente
pequeno e positivo. Mas isso contradiz o fato que C' C V e I(X) = 9V C R*™' — V. Por
isso, devemos ter 0 € Z, como desejavamos. Portanto, Z D int(Kernel V) e assim
Z =R"! — |J T, = int(Kernel V).

Finalmenﬁ,E mostraremos a afirmagao inversa. Suponha [(3) = 9V, para algum
conjunto estrelado aberto V- C R™* tal que int(Kernel V) # ). Mostraremos que Z # ),
ou seja, |J T, # R"*.

peS

Sem perda de generalidade, podemos assumir que 0 € int(Kernel V). Desse modo
¢ suficiente mostrar que 0 ¢ dI|,1,%, para cada p € ¥. Tome p € ¥. Como 0 €
int(Kernel V), existe € > 0 tal que {z € R"";||z|| < ¢} C Kernel V. Considere C' =

U [z, I(p)). Mostraremos que C C V.

[zl <e
Seja y = (1 — a)r + a.l(p),0 < a < 1,||z|| < €, um ponto arbitrario de C'. Como

I(X) = JV, existe uma sequéncia x,, em V tal que z,, — I(p). A sequéncia

_ Y — Ay
Ym = U4
(1 — )z + al(p) — ax,
Ym = 1
-«
a(l(p) — xm,
oy all) - o)

l—«
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é tal que y,, — x e dal ||yn|| < €, para algum m. Entao y,, € KernelV e assim
y=(1—a)y, + ar, € V. Dai, C CV, como queriamos demonstrar.

Agora podemos utilizar o ”argumento da curva’, utilizado no ultimo paragrafo da
prova de int(Kernel V) = Z, para chegarmos a conclusao desejada, ou seja, 0 ¢ dI|,T%.

Dai, 0 € Z # (). E isso completa a prova do teorema. O

3.2 Resultados Principais

Nesta secao, apresentaremos e demonstraremos os dois principais teoremas da nossa

dissertagao. Estes sao devidos a S. Mendonga ¢ H. Mirandola [10]

Teorema 3.2. Seja I : X" — M"L n > 2, uma imersao com W # 0, onde M ¢é uma
variedade Riemanniana completa, conexa e sem pontos conjugados. Se o recobrimento

universal de X € compacto, entao M € simplesmente conexa.

Demonstracao. Seja I : X" — M™ ! uma imersao, onde M é uma variedade Riemanniana
completa, conexa e sem pontos conjugados com W # (). Seja 7 : M — M o recobrimento
universal de M com a métrica induzida e seja v : 3 — ¥ o recobrimento universal de
Y. Pelo Teorema Fundamental dos Levantamentos, para qualquer p € X, p € v=!(p) e
q € m(I(p)), existe uma imersao J : Y M , a saber o levantamento de I, satisfazendo

J(p) = q e tal que o diagrama abaixo comuta:

>l M
Y — M

1

Seja W (J) C M o conjunto dos pontos que nao pertencem a nenhuma geodésica

tangente a J. Seja A o conjunto dos levantamentos de [.

Afirmacao 1. Para W = W (I) segue-se que
W) = (W)
JeA
Demonstragdo. Assuma que ¢ ¢ 71 (W). Desde que q = 7(q) ¢ W, existe uma geodésica
v 2 [0,a] — M com (0) = ¢ que é tangente a imersao [ em t = a. A geodésica 7y

pode ser levada pela geodésica 7 : [0,a] — M com 7(0) = q e tal que ¥ é tangente a



44

alguma imersao J € A em t = a. Note que a geodésica 7 é definida por 5 := 7 Lo (t) e
assim temos Y(0) = 7! o v(0) = 7 !(q) = ¢. Entao ¢ ¢ W(J). Assim, mostramos que
T W) CNyjea W(J).

Sk

0, al —M
Reciprocamente, assuma que ¢ ¢ W (J), para algum J € A. Entao existe uma
geodésica 7 tangente a imersao J contendo ¢. A geodésica v := mw o~ é tangente a
imersao I e contém 7(q) = ¢q. Portanto, 7(q) ¢ 7 (W) e, dai, ¢ ¢ 7~ '(W). Assim,
Nyea W(J) C o= (W). O

Para provar o teorema, assumimos que S é compacta. Tome xqg € M e fixe um
levantamento J € A. Pela afirmagdo 1, 7! (xq) C W(J). Segue pelo teorema de Beltagy
3] que J() é um mergulho difeomorfo a esfera que é fronteira de um disco topoldgico
compacto D contendo o conjunto 7~ *(xy). Temos também que D e seu interior int D sao
conjuntos estrelados com respeito a qualquer ponto de W (.J), e entao eles sao estrelados
com respeito a qualquer ponto de ().

Como 7! (zg) é discreto e estd contido em um disco compacto, o conjunto ! (zg) e
o grupo Aut(m) dos automorfismos de 7 sdo ambos finitos, a saber, a cardinalidade de

Aut(m) < n!, onde n é o nimero de elementos de 7 !(zy). Para qualquer ¢ € Aut(m),

temos que J := ¢ o J também é um levantamento de I, pois 7 = 7 o ¢.

¢ —~

LM M
Y —M

I

Novamente, temos que 7 (z9) € W(J) e que J(X) é um mergulho e tal que J(3)

é fronteira de um disco topoldgico compacto ¢(D) contendo o conjunto 7! (zy). Além

disso, temos que ¢(D) e int ¢p(D) sao conjuntos estrelados com respeito a qualquer ponto
de 771 (xo).

Assim, temos que
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é invariante sobre Aut(m) e que int E é estrelado com respeito a qualquer ponto de 7 ().

De fato, como Aut(r) é finito, temos

int E= () inte(D)

pcAut(m)

e, dai, int E ¢ estrelado com respeito a qualquer ponto em 7! (zg), desde que é intersegao

de conjuntos estrelados.

Afirmacao 2. E ¢ disco topologico compacto.

Demonstragdo. Fixe um Zy € 7 1(xg). Sabemos que o int E ¢ estrelado com respeito a
%o. Fixe um vetor unitério v € T5,M ¢ ¢ € Aut(r). Desde que Ty € W (¢o.J), afirmamos
que a geodésica

vt expg,tv

atravessa transversalmente a hipersuperficie ¢ o J(X) = d¢(D) em um tnico ponto. De
fato, existe um tempo t,, tal que v intersecta d¢(D), desde que ¢(D) é estrelado com
respeito a Ty. Provaremos que essa interse¢ao é unica. Como ¢(D) é uma variedade com
fronteira d¢(D), temos que ¥(t) ¢ ¢(D), para t > t,, suficientemente proximo de ¢, 4.
Se ~y intersecta d¢(D) uma segunda vez, isso contradiz o fato de ¢(D) ser estrelado com
respeito a .

Desde que a intersecao ¢ transversal em t, 4, 0 tempo ¢, 4 ird depender diferenciavel-
mente sobre v. Seja

t(v) = min {1,4.
<) pcAut(m) o

Entao t(v) depende continuamente sobre v. Dado w € E, seja

(expy,) tw
| (expay)w ||

v(w) =
Seja B C TgOM o disco unitario compacto centrado em 0. Agora, definimos
F:B—FE

por
z

o) erpz,t (m) z se z#0

To se z=0
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F' tem inversa continua, pois a expz, ¢ um difeomorfismo sobre B, e sua inversa

G : E — B é dada por

s (erps,)” 43
—(expz,) w se wHIT
G(w) = t(v(w)) ’

0 se w = I

pois de F(0) = zy temos que G(Zy) = 0, desde que F' tem inversa continua, e de

F(z) = expz,t <ﬁ z vem que
z
w = erpzt (L) z
12l
_ 2
(expz,)'w = t (H . H) z (3.2)
Z 7z 7 . 7 . ~
omo t := ¢ tnico e w = expz,tz, podemos ver essa ultima equacao da
C t=t (H ”) N d It cao d
2
forma w = expz,z. Dal, z = (expz,) 'w e de 3.2 vem
1 _
° T (expz,) 'w (epz) "
t = )
<|| (expz,) ~w ||

1 1,
Holw)) P

que é a inversa de F' quando w # T m

Finalmente, para qualquer ¢ € Aut(w), temos que ¢ deve fixar um ponto em E, desde
que ¢(F) C E e E é um disco compacto pela afirmagao 2. Entao temos que Aut(w) é

trivial e, portanto, M é simplesmente conexa. O

Observagao 3.3. A inclusao T" C T™ de toros planos mostra que a hipdtese da com-
pacidade do recobrimento universal de Y é essencial no teorema 3.2. Note pelo exemplo
2.81 que o recobrimento do toro T? é o plano R? e o plano nao é compacto. E sabemos
que o grupo fundamental do toro T? € m(T?) = m(S') x 7 (SY) = Z x Z, e isso mostra
que o toro nao € simplesmente conexo. Isto confirma nossa observacao para o cason = 2.

Majis geralmente, pelo teorema 2.22, temos que a aplicag¢ao

EXE L ERXRx..R—>S' xS x...§!
—_——

n

¢ uma aplicacdo de recobrimento do toro T", jd que T" = Sl x St x .. .Si, onde & denota

a aplicagao do exemplo 2.23. '
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Agora, enunciaremos e provaremos nosso segundo resultado.

Teorema 3.4. Seja X uma hipersuperficie propriamente mergulhada numa variedade Ri-
emanniana completa, simplesmente coneza e sem pontos conjugados M. Se W # (), entdo

temos:
1. ¥ € um grdfico normal sobre um aberto de uma esfera geodésica de M,

2. Existe um aberto A tal que A e seu A sio estrelados com respeito a qualquer ponto

de W; além disso, A é wma variedade que tem ¥ como bordo.

Demonstracao. 1. Seja M uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa
e sem pontos conjugados. Seja > C M uma hipersuperficie conexa e propriamente mer-
gulhada satisfazendo W # ().

Fixe o € W.Em particular, 2o ¢ 3. Desde que X é propriamente mergulhada, existe
alguma pequena esfera geodésica S centrada em xy que nao intersecta X..

Defina F' : ¥ — S como se segue. Dado p € X, existe uma unica geodésica normal
v := [xg, p] ligando zy a p. Como 7 é ortogonal a S em um tnico ponto de intersecgao,
chamaremos esse ponto de F(p). Desde que xy € W, segue-se que v também é transversal
a Y; dal F': ¥ — S é um difeomorfismo local sobre sua imagem aberta F'(¥) C S. Entao,
para mostrar que F' : 3 — F(X) é um difeomorfismo é suficiente mostrar que F' é injetiva.

Defina o conjunto

C:={p e ;4([xo, p) N X) = 1}.
Mostraremos que C' = 3.
Afirmacgao 3. C # ()

De fato, usando o fato que X é hipersuperficie propriamente mergulhada, obtemos um

ponto py € X tal que d(xg, po) = minyey; d(zo, p). Assim, py € C.
Afirmacao 4. > — C é aberto como subconjunto de 3.

Para provar essa afirmacgao, tome x; € ¥ — C. Assim, existe x9 € X com x9 # 11 €
Ty € [xg,z1]. Em particular, F(x;) = F(x3) = q. Como F' é difeomorfismo local, existem
vizinhangas disjuntas de x; e x5 em X aplicadas por F' sobre a mesma vizinhanca de

q € S. Portanto, ¥ — C' é aberto de X.

Afirmacao 5. X — C € fechado como subconjunto de 3.
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De fato, tome a sequéncia x, — a € ¥, com x; € ¥ — C. Desde que X é propriamente
mergulhada, existe uma vizinhanca aberta U de a € M tal que a interseccao X N U ¢é
conexa e a restri¢ao F'|sny é um difeomorfismo sobre sua imagem aberta.

Pela defini¢ao de C, para cada k, existe um ponto yx # x) com y; € [zo, zx]NE. Como
() é limitado, temos que (yx) também ¢é limitado. Assim, podemos supor, passando
para uma subsequéncia, que (yx) converge para algum ponto b € [zg,a]. Como > é
propriamente mergulhada, temos que b € X. Como F|gqy € injetiva, temos que yi ¢ U,
dai b # a. Portanto, a € X — C.

Pela conexidade de ¥, temos que ¥ = C e F': ¥ — F(X) é um difeomorfismo.

2. Mostraremos que Y é fronteira de um conjunto aberto estrelado com respeito a xg.

Considere o conjunto

A= {z e M;4([xo, 2] NX) = 0}.

Dado z € A, a distancia entre [xg, z] e ¥ é positiva, desde que ¥ é propriamente mergu-

lhada. Isso implica que A é aberto.
Afirmacao 6. A — A=Y

De fato, dado p € 3, o segmento geodésico [zg, p] — {p} C 4; dai ¥ C A. Além disso,
temos que ANY # 0. Assim, ¥ C A — A.

Agora tome p € A — A e assuma por contradicio que p ¢ . Como p ¢ A, a geodésica
[0, p] intersecta ¥ transversalmente em um tnico ponto ¢ # p. Considere o vetor unitario
v € T,,M tal que exp,,tov = p, para algum ¢, > 0. Como F' é um difeomorfismo sobre
sua imagem aberta, entao existe uma vizinhanga aberta U de v na esfera S"~* C T, M tal
que a geodésica t — exp,,tw atravessa X em um unico ponto para algum w € U. Desde
que Y é propriamente mergulhada, podemos escolher U e € > 0 suficientemente pequeno
tal que exp, tw ¢ X se [t —ty| < € e isso define uma vizinhanca V' de p com V. C M — A,
o que contradiz o fato que p € A. Assim, temos que p € ¥ e dai A — A C X. Portanto,
A-A=3.

Claramente, temos que A e A = AU Y sdo estrelados com respeito a zy. Note que
a igualdade A = AU Y vem do fato que A C Aeque A = AU(A—-A) = AU
Para concluir a prova, precisamos mostrar que A é uma variedade com fronteira ¥. Tome
p € X com p = exp,tov, para algum vetor unitario v € T, M. Mais uma vez, existe
uma vizinhanga aberta U de v em S"' C T,,M tal que para cada w € U a geodésica

t — exp,,tw atravessa X transversalmente em unico ponto ¢, = exp,,t,w. Assim, o



49

tempo t,, depende diferenciavelmente de w. Entao uma pequena vizinhanga W de p em

A pode ser definida como
W = expy {tw;w € U,t, —e <t <t,},
onde € > 0 é suficientemente pequeno. Entdo provamos que A é uma variedade dife-

rencidvel com fronteira Y.

Observacgao 3.5. Se considerarmos a espiral S C R? dada por r = 1 — 2790 € R,
(em coordenadas polares), o produto S x R™ C R"™ mostra que a hipdtese de 3 ser

propriamente merqulhada € essencial no teorema 3.4.
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