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RESUMO

AGUIAR, J. V. Célculo dos Esforcos Resistentes e da Matriz Constitutiva Tangente em
SecBes de Concreto Armado Submetidas a Flexdo Composta Obliqua. Monografia
(Graduacdo em Engenharia Civil) — Universidade Federal do Ceard, Fortaleza, 2013.

Estruturas de concreto armado apresentam comportamento mecéanico complexo devido a
presenca das nao linearidades fisica e geométrica. Apesar do comportamento ndo linear
apresentado pelas estruturas de concreto armado, a analise utilizada atualmente para fins de
projeto é baseada no uso de modelos lineares. Como a andlise ndo linear permite uma
simulacdo mais realista do comportamento das estruturas de concreto armado, € importante
desenvolver métodos que viabilizem o seu uso em projeto. Na analise ndo linear de pérticos
espaciais pelo Método dos Elementos Finitos é necessario realizar a integragéo dos esforcos e
da matriz constitutiva tangente na secdo transversal dos elementos. Como as equacdes de
equilibrio ndo lineares devem ser resolvidas de forma iterativa, as integrais sobre as secGes
transversais devem ser avaliadas varias vezes. Portanto, é de fundamental importancia que o
calculo destas integrais seja feitos da forma mais eficiente possivel, mas sem sacrificar a
precisdo dos resultados. Este trabalho apresenta uma revisdo dos principais métodos para
integracdo dos esforcos e da matriz tangente em secOes de concreto armado. A partir dos
métodos pesquisados foi proposto, neste trabalho, um método para a integracdo em secoes
poligonais baseado na transformacao das integrais na se¢do para o contorno da se¢do, com o
emprego do Teorema de Green. As integrais nos segmentos do contorno sdo calculadas
numericamente por meio da quadratura de Gauss. O uso do Teorema de Green torna 0 método
proposto capaz de tratar secGes poligonais com qualquer geometria e 0 uso da quadratura de
Gauss torna o método aplicavel a materiais com qualquer curva tensdo-deformacéo. Foi
desenvolvido um algoritmo para subdivisdo automatica dos segmentos do contorno de acordo
com os trechos utilizados na definicdo das curvas tensdo-deformacéo. O uso deste algoritmo
aumenta a precisdo do método, pois a integracdo de Gauss é realizada por trechos, fazendo
com que as funcBes a serem integradas sejam suaves. O método proposto foi implementado
computacionalmente e utilizado no calculo dos esforgcos internos e da matriz constitutiva
tangente de diversos exemplos, incluindo geometrias complexas e curvas tensdo-deformacéo
polinomiais e ndo polinomiais definidas por trechos. Os resultados obtidos foram comparados
com resultados disponiveis na literatura ou calculados pelo Método das Fibras, que é uma
metodologia de simples aplicacdo e vastamente utilizada na literatura. Com base nos
resultados obtidos pode-se concluir que o método proposto é bastante robusto, preciso e
eficiente, representando uma importante contribuicao para a analise ndo linear de estruturas de
concreto.

Palavras-chave: N&o linearidade fisica, Teorema de Green, Integracdo de Gauss.
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1 INTRODUCAO

Estruturas de concreto armado apresentam comportamento mecanico complexo
devido a presenga das ndo linearidades fisica e geométrica. A nédo linearidade fisica esta
relacionada aos fendbmenos de fissuracdo e plastificagdo do concreto e plastificacdo da
armadura, fazendo com que as relacdes tensdo-deformacéo sejam néo lineares. Por outro lado,
a ndo linearidade geométrica ocorre quando os deslocamentos sdo grandes, fazendo com que a
relacdo deslocamento-deformacao seja néo linear.

Apesar do comportamento ndo linear apresentado pelas estruturas de concreto
armado, a andlise utilizada atualmente para fins de projeto é baseada no uso de modelos
lineares. Esta andlise é baseada nas hipoteses de pequenos deslocamentos e comportamento
elastico linear do material (lei de Hooke). Fatores de correcdo prescritos em normas técnicas
séo utilizados para considerar os efeitos néo lineares de forma aproximada.

As principais razdes que limitam o uso da analise ndo linear sdo a sua maior
complexidade e maior custo computacional. Como a andlise ndo linear permite uma
simulacdo mais realista do comportamento das estruturas de concreto armado, é importante
desenvolver métodos que viabilizem o seu uso em projeto, principalmente no que diz respeito
a eficiéncia. E importante notar que parte significativa das estruturas de concreto armado é
composta por elementos unidimensionais, como vigas e pilares, ligados rigidamente. Este tipo
de estrutura pode ser analisada com boa preciséo utilizando o modelo de portico espacial.

A analise ndo linear fisica de pdrticos através do Método dos Elementos Finitos
(MEF) requer a integracdo dos esforcos resistentes e da matriz constitutiva tangente nas
secdes transversais das barras (FONSECA, 2006; NOGUEIRA, 2013). Como os métodos
numericos para solugdo das equacdes de equilibrio ndo lineares sdo iterativos, as integrais nas
secOes transversais devem ser avaliadas varias vezes. Adicionalmente, estruturas de edificios
podem conter centenas de elementos estruturais, fazendo com que a eficiéncia do processo de
integracdo seja fundamental para viabilizar a analise ndo linear.

E importante notar que a precisio dos esforgos e deslocamentos calculados
depende diretamente da precis@o do processo de integracdo adotado. Portanto, a precisdo do
método de integracdo é fundamental para o sucesso da analise ndo linear. Infelizmente, a
integracdo dos esforcos e da matriz tangente € um problema complexo, principalmente no

caso de porticos espaciais, cujas barras estdo submetidas a flexdo composta obliqua.
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Esta complexidade se deve a geometria das se¢Bes utilizadas, bem como as relagBes tensao-
deformacéo utilizadas para representar o comportamento mecanico do concreto.

E importante notar que este tema tem chamado atencio de diversos pesquisadores,
como Werner (1974), Rotter (1985), Dumont e Musso Jr. (1987), Fafitis (2001), Bonet et al
(2004), Zupan e Saje (2005), Sousa Jr. e Caldas (2005), Sousa Jr. e Muniz (2007), Chiorean
(2010) e Papanikolaou (2012). Portanto, trata-se de tema relevante e atual.

O método de integracdo proposto neste trabalho utiliza a integragdo no contorno
da secdo, com o emprego do Teorema de Green, associado a integragdo numérica por meio da
quadratura de Gauss. O uso do Teorema de Green torna 0 método proposto capaz de tratar
secBes com qualquer geometria e 0 uso da quadratura de Gauss torna o método aplicavel a
materiais com qualquer curva tensdo-deformacédo. Adicionalmente, o uso da quadratura de
Gauss simplifica a implementagdo computacional.

O método proposto é exato para se¢des poligonais e relacbes tensdo-deformacéo
definidas por trechos polinomiais, como o caso de diagrama parabola-retangulo utilizado pela
NBR 6118:2003 para representar 0 comportamento do concreto. No caso de curvas tensao-
deformacdo n&do polinomiais os resultados obtidos sé&o aproximados, mas uma elevada
precisdo pode ser obtida utilizada um nimero adequado de pontos de Gauss.

E importante notar que o método desenvolvido neste trabalho incorpora vérios
aspectos presentes em métodos propostos anteriormente. Assim, a integracdo no contorno via
Teorema de Green foi proposta inicialmente por Werner (1974) e depois por Rotter (1985),
Dumont e Musso Jr. (1987), Fafitis (2001), Bonet et al (2004), Zupan e Saje (2005), Sousa Jr.
e Caldas (2005), Sousa Jr. e Muniz (2007), Chiorean (2010) e Papanikolaou (2012).

A rotacdo para um sistema local onde a se¢do encontra-se em flexdo composta
reta foi utilizada por Rotter (1985), Dumont e Musso Jr. (1987), Fafitis (2001), Bonet et al
(2004), Zupan e Saje (2005), Chiorean (2010) e Papanikolaou (2012). A integracdo das
funcBes no contorno utilizando a quadratura de Gauss foi proposta inicialmente por Fafitis
(2001) e depois utilizada por Zupan e Saje (2005), Chiorean (2010) e Papanikolaou (2012).

O trabalho de Papanikolaou (2012) incorpora as principais contribuigdes
anteriores, sintetizadas no trabalho de Fafitis (2001), e propde como melhorias a subdiviséo
dos segmentos em trechos de acordo com a curva tensdo deformacgdo, o uso de um ndmero
variavel de pontos de Gauss por trecho com curva polinomial e a utilizacdo de integraco

adaptativa no caso de curvas ndo polinomiais.
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E importante notar que os trabalhos de Fafitis (2001) e Papanikolaou (2012)
tinham como objetivo apenas a integracdo dos esforcos internos. Assim, a abordagem destes
autores foi generalizada no presente trabalho para realizar também o célculo da matriz
constitutiva tangente. Adicionalmente, foram propostas melhorias com objetivo de tornar o
método mais simples e robusto.

Dentre as melhorias propostas neste trabalho destacam-se a utilizacdo da equacao
paramétrica dos segmentos de reta na obtencdo das integrais no contorno por meio do
Teorema de Green, o desenvolvimento de um algoritmo eficiente para a subdivisdo dos
segmentos em trechos e uma abordagem mais simples e eficiente para tratar curvas tensao-
deformacéo ndo polinomiais.

O uso das equacdes paramétricas, no lugar das cartesianas utilizadas por outros
autores, tem vantagens tanto do ponto de vista tedrico quanto computacional. No aspecto
tedrico, as expressdes obtidas demonstram claramente que, mesmo no calculo da matriz
tangente, ndo existe a necessidade de divisao da secdo em regides de acordo com as trechos da
curva tensdo-deformacdo, como realizado por Bonet et al (2004) e Sousa Jr. e Muniz (2007).
No aspecto computacional, as expressdes obtidas utilizando esta abordagem sdo mais
adequadas para o uso da integracdo de Gauss e eliminam a possibilidade de divisdes por zero

ou necessidade do uso de tolerancias para evitar estas divisdes.
1.1 Objetivos

Este trabalho visa contribuir para a viabilizacdo da analise ndo linear de pdrticos
espaciais através do desenvolvimento de um método preciso e eficiente para o calculo dos
esforcos internos e da matriz constitutiva tangente de se¢fes de concreto armado.

Como objetivos especificos, pretende-se:

a) Apresentar 0s principais métodos existentes para a obtencdo dos esforgos

internos e da matriz constitutiva tangente de sec@es de concreto armado;

b) Desenvolver um método para integracdo dos esforcos e da matriz constitutiva
tangente utilizando uma metodologia que associe a integracdo no contorno, por
meio do teorema de Green, e a integracdo numeérica, por meio das quadraturas
de Gauss;

c) Avaliar a eficiéncia e precisdo do método proposto através de exemplos da
literatura;

d) Comparar os resultados obtidos nesse trabalho com o Método das Fibras.
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1.2 Metodologia

Inicialmente foi realizada uma revisdo bibliografica sobre os conceitos e 0s tipos
de nédo linearidades presentes nas estruturas de concreto armado. Em seguida foi realizada
revisdo bibliografica para identificacdo e entendimento das diversas técnicas de integracdo
dos esforcos e da matriz constitutiva tangente na secéo transversal. A pesquisa teve como foco
artigos publicados em periddicos internacionais.

A revisdo bibliografica permitiu identificar o estado da arte dos procedimentos
para integragdo dos esforgos e da matriz tangente, incluindo os pontos positivos e negativos
dos métodos existentes. Assim, decidiu-se pelo uso da integracdo no contorno, via Teorema
de Green, combinado a integracdo numérica utilizando a quadratura de Gauss.

Apos o desenvolvimento da formulacdo matematica foi realizada a implementacéo
computacional do método. A formulacéo e a implementacdo computacional foram verificadas
por meio da comparacdo dos resultados com os resultados apresentados na literatura e com
resultados do Método das Fibras. Esta comparacdo foi realizada para diferentes secdes e

relacOes tensdo-deformacao, mostrando que o método proposto é preciso e eficiente.

1.3 Organizagéo do texto

O trabalho esta dividido em 6 (seis) capitulos. No Capitulo 2 é feita uma
discussdo sobre andlise linear e analise ndo linear, e sdo identificadas as principais fontes de
ndo linearidades nas estruturas (a geométrica, a fisica e a de contato) e € exposto as
consideracBes da NBR 6118:2003.

No Capitulo 3 é apresentada toda a formulagdo matematica utilizada, assim como
as hipoteses e consideracGes adotadas no caso de secdes submetidas a flexdo composta
obliqua.

No Capitulo 4 é apresentada inicialmente uma revisdo bibliografica sobre os
métodos de integracdo dos esforcos internos e da matriz constitutiva tangente na secdo
transversal. Em seguida, € apresentada a formulacdo do método proposto neste trabalho.

No Capitulo 5 sdo expostos os resultados sobre a avaliacdo da precisdo e
eficiéncia da metodologia proposta neste trabalho. Os resultados desta metodologia sdo
comparados com resultados apresentados na literatura ou calculados pelo Método das Fibras.

As conclusbes, bem como sugestbes para futuros trabalhos de pesquisa, sdo

apresentadas no Capitulo 6.
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2 NAO LINEARIDADE DOS MATERIAIS E ESTRUTURAS

Neste topico serd feita uma breve comparacdo de analise linear e analise nao
linear, além de discorrer brevemente sobre os tipos de ndo linearidades, com um foco na ndo

linearidade fisica.
2.1 Analise linear x analise ndo linear

O comportamento linear de elementos estruturais ocorre quando, independente da
carga aplicada a estrutura ou elemento, a curva carga-deslocamento € representada por uma
reta, enquanto em um comportamento ndo linear esta curva ndo € representada por uma reta,
podendo haver inclusive, conforme a figura a seguir, haver um ou mais deslocamentos

associados a mesma solicitacdo de carga.

Figura 1 - Exemplo de Curva de Equilibrio (a) Linear e (b) N&o Linear
P /N

0 0 . .
i U i Uz TE] U

(a) (b)
Fonte: Nogueira (2013).

Conforme a Figura 1(a), a carga é representada por uma curva linear onde ha
apenas um unico deslocamento correspondente a cada carga. Assim, a carga pode ser escrita

como:

P=ku (1)
onde k representa a rigidez do elemento.
Ja o comportamento ndo linear das estruturas pode ser descrito conforme a

Figura 1(b). Nessa curva, pode-se observar, por exemplo, que para um dado carregamento P
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pode haver mais de um deslocamento u,, U, e u;que represente a tensdo. Assim, a equagédo que

descreve a curva de equilibrio ndo linear pode ser escrita de forma genérica por:
P=f(u) 2)

Se a curva de equilibrio é ndo linear, o principio da superposi¢cdo ndo é mais
aplicavel. Assim, ndo é possivel combinar os resultados das anélises de casos de carregamento
individuais para obter os resultados de uma combinacdo de casos de carregamento.

Conforme Cook et al (2002), em estruturas mecéanicas, 0s tipos de néo
linearidades podem ser classificadas em trés casos:

a) Geométrica: ocorre quando os deslocamentos sdo grandes. Neste caso, as
equacOes de equilibrio devem ser escritas com relacdo a geometria deformada
da estrutura. A NBR 6118:2003 descreve este tipo de situacdo quando ha
consideracao dos efeitos de 22 ordem;

b) Fisica ou do material: ocorre quando as propriedades do material sdo fungdes
do estado de tensdo ou de deformacao;

c) Nao linearidade de contorno ou de contato: ocorre quando as condicdes de
contorno se modificam com as ag@es externas. E o0 caso, por exemplo, de uma
viga na qual uma extremidade é livre e, quando h& um deslocamento
especifico, esta extremidade encosta-se a um apoio.

Como o objetivo desse trabalho é considerar apenas a nao linearidade fisica para o

calculo dos esforgos resistente e da matriz constitutiva tangente, a mesma sera descrita mais

especificamente a seguir.

2.2 Na&o linearidade fisica

A ndo linearidade fisica decorre do comportamento ndo linear dos materiais, ou
seja, a relacdo tensdo-deformacdo do material ndo obedece a Lei de Hooke, devido as
caracteristicas particulares de cada material.

A principal caracteristica dessa lei é a proporcionalidade entre tensfes e
deformacdes, constituindo uma das condigdes essenciais para 0 emprego da superposicdo de
efeitos que é a base da andlise linear. Quando essa relacdo ndo é mais linear, a
proporcionalidade deixa de existir e o principio da superposicdo ndo pode mais ser

empregado. Este é um dos fatores que torna a analise nao linear mais complexa.
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As estruturas de concreto armado, devido ao concreto ser formado por um
aglomerado de materiais distintos (cimento, areia, britas, entre outros) associado ao aco,
possui um comportamento mecanico complexo.

Nos elementos estruturais de concreto armado, a Néo Linearidade Fisica esta
relacionada a perda de rigidez dos mesmos e suas principais causas sdo a fissuracdo do
concreto, o deslizamento das armaduras, a plastificacdo dos materiais (aco e concreto) e a
deformacéo lenta (fluéncia) do concreto (SILVA, 2012).

A relacdo entre tensdes e deformagBes ndo depende da geometria. Esta relagdo é
uma propriedade do material e é conhecida na literatura como a lei constitutiva do material.
Esta € a ideia usual da analise por elementos finitos, que considera o meio continuo, o
material inicialmente homogéneo e a lei tensdo-deformacéo conhecida a priori (FONSECA,
2006).

Além do modelo linear elastico ou ndo linear elastico, ha os elastoplasticos,
viscoelasticos, viscoplasticos, entre outros. Contudo, no projeto e andlise de estruturas de
concreto armado submetidas a carregamento monoténico sao utilizados modelos elasticos ndo
lineares.

Os diagramas tensdo-deformacdo recomendados pela NBR 6118:2003, para
analises estruturais nos estados limites Gltimos sdo o diagrama parabola-retangulo para o
concreto submetido a compressdo (Figura 2) e o diagrama bilinear para o concreto submetido

a tracdo (Figura 3). E recomendado o diagrama elastoplastico (Figura 4) para o aco.

Figura 2 — Diagrama tenséo-deformagéo do concreto na compressao

Ce 4
f

K

0,857,

L 4

2% 3.5% g
Fonte: NBR 6118:2003.
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Figura 3 — Diagrama tensdo-deformacéo bilinear do concreto na tracdo
O, 4

f

ctk

0,91

clk

0,15 94, B
Fonte: NBR 6118:2003.

A equacdo que representa o trecho parabdlico do diagrama tensdo-deformacdo do

trecho comprimido é dada por:

2
&
—085f,[1-[1-—%¢

onde & (%o) € a deformacdo de compressdo do concreto e f_, € tensdo de compresséo

resistente de calculo do concreto para uma idade igual ou superior a 28 dias e igual a f_ /. ,
com y, igual a1,4.

O coeficiente de “0,85”, neste caso, é adotado, pois, quando o concreto é
submetido a cargas de longa duracdo, foi verificado que hd uma reducdo de 15 % na sua

resisténcia caracteristica. Esta peculiaridade é conhecida como Efeito Rusch.

Figura 4 — Diagrama tensdo-deformacéo para acos de armadura passiva
G,

¥k ]

f

=]

Fonte: NBR 6118:2003.
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Na Figura 4, E., € 0 modulo de elasticidade, que na falta de ensaios ou valores fornecidos

pelo fabricante pode ser admitido igual a 210 GPa, f, € a resisténcia caracteristica ao

yk

escoamentoe f, = f, /y, €aresisténcia ao escoamento de calculo, com y, igual a 1,15. O

diagrama tensdo deformacgdo é simétrico, ou seja, possui este mesmo comportamento na
compresséao.

Conforme Stramandinoli (2007), o diagrama bi-linear da NBR 6118:2003 néo
obtém bons resultados para a analise ndo linear do concreto, pois ndo considera que, no
concreto armado, ap6s o inicio da fissuracdo, o concreto tracionado entre as fissuras ainda
colabora na resisténcia a tracdo do elemento, devido a transferéncia de tensdes causada pela

aderéncia entre o concreto e 0 aco. Este efeito é conhecido como tension-stiffening.

Figura 5 — Consideragéo do efeito tension-stiffening

Gt
A

fat

T

Eor &

Fonte: Stramandinoli (2007).

O tension-stiffening é ilustrado na Figura 5, onde 0 ponto “a” representa o inicio
da fissuragdo, o ponto “b” quando a deformacao ¢ igual a deformacdo calculada no estadio II
(desconsiderando a tragdo no concreto) e “c” quando o ago escoa.

No modelo proposto por Stramandinoli (2007), o material segue comportamento

elastico até a fissuracdo. Depois da fissuracdo, o0 material segue um decaimento exponencial:

&

o, = f.e (SJ para g, <&<g, (4)
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onde &, é a deformacdo de fissuragdo do concreto, ¢, € a deformagéo de escoamento do aco e
a é um parametro funcdo da taxa de armadura (p) e da relagcdo entre os moédulos de

elasticidade do aco e do concreto (n = E,/E, ) dado pela Equagdo (5):

a = 0,017 +0,255(np) + 0,106(np)? +0,016(np)* (5)

Hé& outros modelos para a consideracdo do tension-stiffening, como o utilizado no

trabalho de Bonet et al (2004) que adota o modelo bi-linear adaptado, conforme a figura a
seguir. Vale ressaltar que, na figura a seguir, os sistemas de eixos estdo espelhados, ou seja, 0

diagrama diminui da esquerda para direita e de baixo para cima.

Figura 6 — Consideragéo do efeito tension-stiffening bi-linear

o. A
Eci
. < N . 1
Consideracao do c 7
tension-stiffening il
/1
/o
/o
/ I
/ | A
/ Ect | [N
| | \
| [ N e
T

Fonte: Bonet et al (2004) adaptado.

Zupan e Saje (2005) a combinacéo de um trecho racional antes de ¢, seguido por

um decaimento linear até ¢, como ilustrado na Figura 7.

0 e<eg,
£

2fm|81| T g, <e<¢,
. & +e ©)
’ (8_8m)

o, —— g, <e<¢g,

E — &
0 En <&
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Figura 7 — Curva utilizada por Zupan e Saje (2005)
OA
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Fonte: Zupan e Saje (2005).

O diagrama tensdo-deformacao para o concreto na compressao, recomendado pelo
Eurocode2:2004, para analises estruturais nos estados limites Gltimos é o representado por

uma funcao racional:

_ ki —
o el o

onde = £ /e, ,emque g, = 0,7 fcem®% € a deformacéo no pico da tenséo de compresséo
e k = 1L05E,, |e,|/f., » €M que 0 médulo de elasticidade é E,, (GPa) = 22[0,1f,** com
fcm = f, + 8 em MPa. Esta equacdo ¢é valida para 0 < |&| < |&,,|, €M que &, =-35%,

para fck <50MPa. A curva tensdo-deformacdo representada por esta equacdo esta

ilustrada na Figura 8.
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Figura 8 — Diagrama tensdo-deformacao para concreto na compressao

=4

0.4 fom}

Fonte: Eurocode 2:2004.

2.3 NBR 6118:2003 e suas consideracdes

Segundo a NBR 6118:2003 o modelo estrutural deve ser realista e deve permitir
representar 0 comportamento e as caracteristicas geomeétricas dos elementos, as vinculacoes,
os caminhos percorridos pelas acfes até os apoios da estrutura e também as propriedades dos
materiais.

Como hipoteses basicas, a NBR 6118:2003 estabelece que:

a) As condicbes de equilibrio devem ser sempre respeitadas. As equacfes de
equilibrio podem ser estabelecidas com base na geometria indeformada da
estrutura (teoria de 1° ordem), exceto nos casos em que os deslocamentos
alterem de maneira significativa os esforcos internos (teoria de 2° ordem);

b) A compatibilidade deve ser atendida nos deslocamentos ao longo da estrutura;
quando as condic¢des de compatibilidade ndo forem verificadas no estado limite
considerado, devem ser adotadas medidas que garantam ductilidade adequada
da estrutura no estado limite Gltimo, resguardando um desempenho adequado
nos estados limites de servigo;

¢) Carregamento monoténico: isso ocorre desde que os ciclos de carga e descarga,

em servigo, ndo solicitem o concreto a tensbes de compressdo superiores a

05f,;
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Para a andlise de estruturas que possam ser assimiladas a elementos lineares
(vigas, pilares, tirantes, arcos, porticos, grelhas, trelicas), a NBR 6118:2003 admite as
seguintes hipoteses:

a) Manutencéo da secdo plana apds a deformacéo;

b) Representagdo dos elementos pelos seus eixos longitudinais;

¢) Comprimento limitado pelos centros de apoios ou pelo cruzamento com 0 eixo

de outro elemento estrutural.

Na analise linear, a NBR 6118:2003 admite comportamento eléstico-linear para 0s
materiais. Para uma andlise global, as caracteristicas geométricas podem ser determinadas
pela secdo bruta de concreto dos elementos estruturais. J& em analises locais para célculo de
deslocamentos, a fissuracdo deve ser considerada.

Os resultados de uma andlise linear sdo usualmente empregados nas verificacoes
de estado de limite de servigo, como para a verificagdo do estado limite de abertura de fissuras
e de deformacdo excessiva. Nesse Ultimo, no entanto, deve ser utilizada a rigidez equivalente
(E1) gy -

Conforme a NBR 6118:2003, a verificacdo dos valores limites para a deformacéo
da estrutura deve ser realizada através de modelos que considerem a rigidez efetiva das se¢Ges
dos elementos estruturais. Nesse sentido, deve-se levar em consideragcdo a presenca das
armaduras e a fissuracdo do concreto no calculo da rigidez, além das deformacdes diferidas no
tempo.

Para avaliagdo da flecha imediata, a NBR 6118:2003 permite o uso da rigidez
equivalente, obtida a partir do modelo adaptado de Branson (1969), para o célculo da flecha

imediata, cuja equacdo é dada por:

o2

onde: I, € o momento de inércia da se¢do bruta de concreto, I, € 0 momento de inércia da

secdo fissurada do concreto no Estadio Il, calculado com «, =E_/E., M, € 0 momento

a

fletor na segdo critica do véo considerado e M, € o momento de fissuragédo do elemento

estrutural. Este modelo visa considerar o efeito da ndo linearidade fisica de forma
simplificada.
E permitido utilizar uma analise linear, mesmo com tensdes elevadas para

verificacbes de estado limite ultimo, desde que a estrutura apresente suficiente ductilidade
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para atingir a distribuicdo das solicitagdes previstas. Essa exigéncia serve, na verdade, para
tornar as pecas de concreto armado mais plasticas, evitando, desta forma, um colapso fragil
que é caracteristico do concreto. E por esse motivo que a norma exige uma ductilidade
minima das pecas.

Na andlise ndo linear, considera-se 0 comportamento ndo linear dos materiais e
das estruturas. Toda a geometria da estrutura, bem como todas as suas armaduras, precisam
ser conhecidas para que a analise ndo linear possa ser efetuada, pois a resposta da estrutura
depende de como ela foi armada. Condicbes de equilibrio, compatibilidade e ductilidade
devem ser necessariamente atendidas.

De acordo com a NBR 6118:2003, as analises ndo lineares podem ser utilizadas,
tanto para verificacdes do estado limite ultimo, como para verificacdes do estado limite de
Servico.

Chamam-se efeitos de 22 ordem, também conhecido como ndo linearidade
geométrica, aqueles que se somam aos obtidos numa analise de 1° ordem quando a analise do
equilibrio da estrutura passa a ser realizada com a configuracdo deformada. De acordo coma
NBR 6118:2003 a consideragdo dos efeitos de 22 ordem requer, obrigatoriamente, a
consideracao simultanea do comportamento ndo linear fisico dos materiais.

Conforme a NBR 6118:2003, os nos da estrutura deslocam-se horizontalmente
sob a acdo de cargas horizontais e verticais e os esforcos de 2% ordem decorrentes desses
deslocamentos sdo chamados efeitos globais de 22 ordem. Assim, quanto maiores forem esses
deslocamentos, maiores serdo os efeitos globais de 22 ordem, sendo necessario, portanto,
adequar a rigidez adotada para os diversos elementos estruturais de forma a limitar esses
efeitos que influenciam diretamente nos momentos de dimensionamento.

Com base na ordem de grandeza dos efeitos globais de 22 ordem, as estruturas séo
classificadas em estruturas de nés fixos e de ndés moveis. As estruturas consideradas de nos
fixos sdo mais rigidas, apresentam deslocamentos horizontais pequenos e podem ser
desprezados os efeitos globais de 22 ordem, pois sdo inferiores a 10% dos respectivos esforcos
de 12 ordem. As estruturas de n6s moveis sdo mais flexiveis e, por isso, 0s deslocamentos
horizontais ndo sdo pequenos. Nessas estruturas, os efeitos globais de 22 ordem sdo
importantes e superiores a 10% dos respectivos esforcos de 12 ordem.

A néo linearidade fisica é considerada no calculo do parametro y, utilizado pela

norma para a consideracdo ou ndo dos efeitos de 22 ordem por meio da reducdo da rigidez

inicial de vigas e pilares.
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3 FLEXAO COMPOSTA OBLIQUA

Neste capitulo estdo descritos as hipoOteses adotadas e os modelos matematicos
que serdo considerados para o calculo dos esforcos internos e da matriz constitutiva tangente
de secOes submetidas a flexdo composta obliqua.

O presente trabalho se firmou nas hipoteses de vigas de Bernoulli-Euler-Navier,
também conhecida na literatura como Teoria Classica de Vigas (TCV). Esta teoria, que é a
mesma adotada pela NBR 6118:2003, adota uma série de hipoteses estaticas e cinemaéticas
para simplificar a anélise de vigas. Segundo a NBR 6118:2003, para ser considerado como
viga, o comprimento longitudinal deve superar em pelo menos trés vezes a maior dimenséao

transversal.
3.1 Hipoteses

A principal hipotese da TCV considera que as se¢Oes planas e perpendiculares ao
eixo da viga antes da deformac&o, permanecem planas e perpendiculares ao eixo da viga apos
a deformacdo. Esta hipGtese é conhecida como hipdtese de Navier e estd ilustrada na
Figura 9.

Outra hipotese € que as tensdes e deformacdes perpendiculares ao eixo da viga séo
pequenas e muito menores que as tensdes na direcdo do eixo e podem, portanto, ser

desprezadas. Adicionalmente, o efeito de Poisson também é desprezado.
3.2 Campo de deslocamentos

A partir das hipdteses adotadas para a TCV e da observacdo da Figura 9, pode-se
obter o campo de deslocamentos para qualquer ponto de uma barra.
Da hipdtese de tensdes transversais e efeito de Poisson nulos, obtemos que os
deslocamentos transversais s6 dependem da posi¢do ao longo do eixo longitudinal:
o, =0=>¢, =0:>ﬂ=0
oY )
ou

oy, =0=¢, =O:>a—x—0



28

v(X,Y,Z)=v(Z)
a(X,Y,Z)=u(2) (10)

onde vV e U representam os deslocamentos transversais nos eixos Y e X, respectivamente, da

secdo transversal do elemento.

Figura 9 - Configuracdo indeformada e deformada da viga baseada nas hipdteses da TCV

Y, v

Secdo
Transversal

Fonte: Préprio autor.

Onde p, e S, sdo rotacOes adotadas sem a preocupacao das orientagdes vetoriais

do sistema de eixos.
A partir da hip6tese das secBes planas, obtém-se as inclinages dos eixos a partir
dos deslocamentos transversais v e U, e obtém-se os deslocamentos axiais ao longo da secédo

transversal devido a rotacdo da secdo em cada eixo. Realiza-se a soma e obtém-se na secao:

Y W g = W, =0,

=Qpfy =———-=——
ﬂX ngX dZ Y
du -—-w 1
B, ;tgﬁde_Z=7:>9Y =f, > W, =-X6,
uT(x,Y,Z)z\(;Ij—‘Z’—xg'—;z\(v,Z - Xu, (12)

onde v, e w, representam a primeira derivada dos deslocamentos em relagdo a Z. Ja 6, e

6, s&o as rotagdes tangenciais em relacéo aos eixos X e Y, respectivamente.



29

Adicionando os deslocamentos axiais do eixo da viga u,(Z), geralmente

associado ao centroide da se¢do, que surgem devido aos esfor¢os normais atuantes, temos que

0 campo de deslocamentos (U,V,W) baseados na TCV para qualquer ponto da barra do

elemento é dado por:

o=(X,Y,Z)=u (Z)+Y v, - X -w, (13)
V(X,Y,Z2)=v(2) (14)
w(X,Y,Z)=w(Z) (15)

onde U, v e w representam os deslocamentos axiais e transversais do eixo Z, Y e X,

respectivamente.
3.3 Relagdo deformagéo-deslocamento
Utilizando a teoria da elasticidade classica para pequenos deslocamentos e

deformacdes, obtém-se as seguintes relagdes entre deformacdes e os deslocamentos descritos

acima para um ponto qualquer da barra:

&5 :U,Z :u,Z +Y .V,ZZ -X 'Wyzz (16)
g,=V, =0 (17)
Yoy =Uy +V; =V, =V, =0 (18)

onde v,, e W, representam a segunda derivada em relagdo a Z.

Analogamente pode-se mostrar que ¢,, 7, € 7, Sdo nulos. Portanto, a unica

deformacdo presente é a deformacdo axial ao eixo da barra, entdo podemos escrever a

Equacdo (16) de forma mais conveniente como:
& =&, +Y Ky — Xk, (19)
onde ¢, =u, € a deformacdo de membrana geralmente associada ao eixo do centrdide da

barra e se deve aos esfor¢os normais, «, =v,,, € x, =U,,, Sd0 as curvaturas da barra devido

aos momentos fletores nos eixos X e Y, respectivamente.
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A deformagdo de membrana ¢ e as curvaturas «, € x, constituem o vetor

chamado de deformacdes generalizadas:

e=| Ky (20)

3.4 Relagao tensdo-deformacao
Uma propriedade do material que ndo depende da geometria da estrutura e que

relaciona as tensdes e deformacdes € a sua Lei Constitutiva. Tal propriedade deve ser

prescrita. Generalizando, pode-se assumir uma Lei Constitutiva ndo linear como:

o, =0(¢;) (21)

3.5 Esforcgos internos

Figura 10 — Secdo transversal submetida a flexdo composta obliqua
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Fonte: Préprio autor.

Os esforgos de interesse sdo a forga normal N e os momentos fletores My e My.
Estes esforcos internos podem ser obtidos a partir da integragédo das tensdes normais ilustradas

na Figura 10. Seguindo a orientacdo vetorial e regra da méo direita, tem-se:
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dN =dF (22)
dM, =YdF (23)
dM, =—XdF (24)

onde dN é o esforco normal infinitesimal, dM, é o momento resistente infinitesimal em
relacéo ao eixo X, dM, é o momento resistente infinitesimal em rela¢éo ao eixo Y e dF, que
é o infinitesimal de forca, pode ser escrito como:

dF = o, dA (25)

onde dA é a parcela infinitesimal de area da secdo transversal da barra e o, € a tensdo axial
no ponto (X, Y).
A forca normal € a resultante de todas as forcas geradas pelas tensdes atuantes na

direcdo axial da barra e ¢é obtida através da integracao:
N=o, dA (26)
A

Os momentos fletores séo a resultante dos momentos em torno dos eixos X e Y da
secdo transversal gerados pelas tensfes axiais em cada ponto e podem ser obtidos por meio

das integrais:
M, = IYGZ dA (27)
A
M, == Xo, dA (28)
A

Os esforcos internos resultantes (N,,M,,M, ) constituem o vetor das tensdes

generalizadas:

N

(29)

Q
I
<< =z

<
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3.6 Matriz constitutiva

Se o comportamento do material € considerado linear, entdo as tensdes seguem a
Lei de Hooke:

o, =Eg, (30)
Substituindo a deformacéo axial pela Equagéo (19), obtém-se:
o, =E(g, +Y xy — Xk) (31)
Os esforgos internos atuantes na secdo transversal do elemento podem ser obtidos,
considerando a se¢do composta de um material homogéneo, substituindo a Equagéo (27) nas
integrais das Equacdes (22), (23) e (24):
N = [E(e, +Y K} — X, )dA = Eg, [ dA+ Exy [YdA+ Ex, [ (-X)dA
A A A A

My = [E(e, +Y Ky — Xi, )YdA = Ez,, [ YA+ Exey [Y°dA+ Ex, [ (-XY)dA (32)
A A A A

M, =—[E(z, +Y Ky — Xic, ) XdA = Ez,, [ (-X)dA+ Ex, [ (-XY)dA+ Ex, [ X°dA
A A A A

Conforme a seguir, as integrais na area da secdo representam a area A, 0S

momentos estaticos (Sx e Sy), 0s momentos de inércia (Ix e ly) e o produto de inércia lyy.

A=[dA
A

Sy = [YdA
A

Sy = [ XdA
A

l, =[Y?dA (33)
A

1, = X?dA
A

Ly = [ XYdA
A

Entdo os esforgos internos podem ser escritos como:

N = EAg, + ESyx, +(-ES,)x,
M, = ESye, + Elyx, +(-Ely)x (34)
M, =(-ES,)e, + (El)x, + Elx,
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e na forma matricial como:

N EA ES, -ES, s,
M, |=| ES, El, =—El |, (35)
M, | |-ES, —El, El, |«

Vale ressaltar que o0s eixos s&0 comumente posicionados com origem no
centroide, o que torna os momentos estaticos nulos. Também é importante lembrar que, se a
figura tiver simetria em algum dos eixos posicionados no centréide, o produto de inércia

também sera nulo. Assim, a relacdo matricial fica:

N EA 0 0 ]e,
M, |=| 0 Ely, 0 ||&, (36)
M, 0 0 ElIL||x

A relacdo entre as tensdes e deformacdes generalizadas (Equacdo (35)) pode ser

descrita pela expressdo simbdlica:
c=Ceg (37)

onde C representa a matriz constitutiva do material.
3.7 Matriz constitutiva tangente

Se o comportamento do material é considerado néo linear, entdo a relacdo entre 0s
deslocamentos e as forcas internas passa a ser ndo linear também. Quando isso ocorre, €
necessario o emprego de um procedimento incremental-iterativo como o Método de Newton-
Raphson para a resolucéo das equagdes de equilibrio. A utilizacdo deste método para solucdo
das equacdes de equilibrio global requer a determinacdo da matriz de rigidez tangente (Kj),
que por sua vez requer a determinacdo da matriz constitutiva tangente (C;) em cada ponto de
integracdo (HOLANDA et al, 2010).

A matriz constitutiva tangente (C;) é definida como a matriz que relaciona os

incrementos de tensdo com os incrementos de deformacéo, ou seja:

ds = C,de (38)
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No caso de flexdo composta obliqua, a matriz constitutiva tangente é obtida a

partir da diferenciacdo do vetor de tensdo generalizada ¢ em relacdo ao vetor de deformacéo

generalizada €. A partir das equagdes (19) e (29), a matriz C, pode ser escrita como:

oN oN oN

og,, Oky Ok,
C - oM, M, oM,
' og, Oky Ok
oM, oM, oM,

| Og,, Oky  OKy

(39)

000
o0

onde C;; sdo os termos da matriz constitutiva tangente, com i, j € [1,2,3] e os elementos da

primeira linha s&o dados por:

C,= §§ =[5

A

12~ 81<X _I
ON

e, |

80'Z do, 0¢;

I 2 0€, 0g, dA (40)
9% ga= [ %2 %2 ga (41)
61<X o 0€, OKy
oo, dA = J~80'z 0&;. dA 42)
oKk, W 08, OKy

que podem ser escritos em fun¢do do modulo de elasticidade tangente E, da curva tenséo-

deformacéo do material:

onde E, é dado por:

C11 =
C,, =C,, = [ YE,dA
A

Cis =Cqy =—[ XE,dA
A

{

E.dA

_ 0oy,

o,

(43)

(44)

(45)

(46)
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Assim, repetindo este procedimento, obtém-se o0s demais termos da matriz

constitutiva tangente:

C,, = [YEdA (47)
A
Cys =Cy, =—[ XYE,dA (48)
A
2
Ca = [ XEdA (49)
A

Vale ressaltar que, devido a ndo linearidade fisica do material, o0 mddulo de
elasticidade tangente E, varia na secéo transversal, pois depende da deformacéo ¢, do ponto

considerado na secdo transversal e da curva tensdo-deformacao do material.

3.8 Rotacao para o sistema de eixos local

Um importante passo no desenvolvimento metodo proposto neste trabalho é a
rotacdo da secdo transversal dos eixos cartesianos globais (X, Y) para os eixos cartesianos

locais (x, y), onde, neste Ultimo, o eixo x € paralelo a linha neutra da secdo e x, € nulo. A

rotacdo das curvaturas em @ graus pode ser feita através da Equacdo (50) conforme a

Figura 11.

Figura 11 — Sistema de eixos local e global

: /4
)

Fonte: Proprio autor.
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Em =E&n En 1 0 0]]|e,
K, =k.C+x,S =k, |=|0 Cc s||x,|=>e=Te (50)
K, =Ky (=S)+K,C |k, 0 —-s c||xy

onde c = cos @, s =sen @, T representa a matriz de rotacdo e £ representa o vetor de
deformacdes generalizadas rotacionado para um eixo local.

Assim, para efeito de simplificagdo, faz-se x, igual a zero e tem-se:

0=y (=8) +K,C = g (0) = - (51)

Ky

Obtido esta relacdo, pode-se escrever a deformacdo axial em uma secdo, em
funcdo do novo sistema de eixos, que depende agora apenas de uma curvatura, conforme a

equacéo a sequir.
&y (y)z‘gm +rK,-Y (52)
onde «, € a nova curvatura em relagdo ao eixo X.

Vale ressaltar que, ao rotacionar para este eixo local, a deformagédo &, em cada

ponto depende apenas do eixo Yy, simplificando alguns calculos posteriores com a anulacéo de
algumas integrais no contorno, evitando, desta forma, a necessidade de subdividir a se¢cdo em
poligonos.

Outro fato importante € que, mesmo que, no sistema de eixos local, a curvatura
em relacdo seja y seja nula, o problema ndo se trata de uma flexdo composta reta, pois o
angulo @ ¢é diferente do angulo que o vetor momento faz com o sistema de eixos globais.
Estes angulos so6 sdo iguais em casos especificos.

3.9 Esforcos internos no sistema de eixos local

Os esforcos também podem ser calculados em relacdo aos eixos rotacionados
(x, y), e esta consideracdo sera importante para 0 método de integracdo posteriormente. E
necessario apenas substituir os pontos (X, Y) pelos pontos rotacionados (x, y). Assim 0s

esforcos ficam descritos por:

N = _[O-z dA (53)



szjyaZdA
A

M, =—[xo, dA
A
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(54)

(55)

Os esforgos internos resultantes rotacionados (NZ, M,,M y) constituem o vetor das

tensdes generalizadas no eixo local (sistema local):

N
6=|M,
My

3.10 Matriz constitutiva tangente no sistema de eixos local

(56)

A obtencdo da matriz constitutiva tangente para os eixos rotacionados é regida

pela Equacdo (38) e segue 0s mesmos principios para a obtencdo da matriz constitutiva

tangente em relagéo aos eixos originais.

ON ON oON
Oe, Ok, Ok,
C - M, oM, M, |_
" | 0, Ok, 0K,
oM, oM, oM,
o¢, Ok, Ok,

[N
N

ey
N

O 0,0

wol l\)ol Hol
wOl l\)ol r—\ol

w

(57)

O célculo dos termos desta matriz segue 0 mesmo raciocinio para a matriz

constitutiva tangente nos eixos originais. Ent&o:



38

(58)

Apos encontrar os termos, substitui-se para o caso que «, € nulo. E importante

lembrar de fazer o célculo dos termos apenas apos a diferenciacao de cada termo em relacéo a

novas curvaturas locais, pois mesmo que seja nula, ndo significa que o médulo de elasticidade

tangente (E,) seja nulo também.

3.11 Retornando ao sistema de eixos global

Apos obter os valores dos esforgos internos rotacionados (N, My, My), deve-se
lembrar de que os mesmos estdo nos eixos rotacionados, logo, deve ser feita uma rotacdo para
0s eixos originalmente considerados (X, Y), conforme a Figura 12.

Deve-se lembrar de que o esfor¢o axial (N) ndo sofre alteracdo quando os eixos da

secdo transversal sdo rotacionados, pois 0 mesmo é ortogonal ao plano da secao.

Figura 12 — Sistema de eixos local e global

.
¥

\

M,

Fonte: Proprio autor.
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N 10 0[N
=M, |=|0 ¢ -s||M, |=6=T"o5 (59)

{Mx =M. c+M,(-s)
M, 0 s c||M

M, =M,s+M,c
y

A matriz constitutiva tangente também foi calculada em relacdo ao sistema de
eixos local e é necessario trazé-la para o sistema de eixos global. Observando a equacdao (38) é
possivel deduzir a equacdo da transformagdo da matriz constitutiva tangente do sistema eixos

local para o global.
de = C,de (60)

Assim, a partir das equacdes (50) e (59) e lembrando que a inversa da matriz de

transformacdo (T ') é igual a sua transposta (T"), é possivel escrever a equagéo acima da

seguinte forma:
Tdo=CTde=T Tde=T'CTde=do=T'C Tde (61)
Desta forma, pode-se deduzir que:

C,=T'CT (62)

3.12 Contribuicdo do ac¢o

Como o concreto armado é formado por materiais diferentes, concreto e aco, é
fundamental separar as parcelas de contribuicdo de cada material.

A parcela do concreto deve ser feita seguindo as consideracBes e equacOes
anteriormente citadas. J& a consideracdo do aco, neste trabalho, segue o modelo adotado por
Fafitis (2001), onde cada barra é considerada um ponto discreto com sua respectiva area,

coordenadas e tensdo. Assim, esta contribuicdo pode ser descrita como um simples somatorio:

N, =2Asjas(s,-) (63)

My = iYsj Ao, (€;) (64)
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MYs:_ixsjAsjo-s(gj) (65)

onde Ny € 0 numero de barras da secdo transversal, A€ a area de cada barra, X; e Y; sdo as

coordenadas em relacédo ao sistema de eixos grobal de cada barra e o, € a fungdo da lei

constitutiva do ago.
Para evitar somar a contribuicdo da area de concreto que foi substituida pela
contribuicdo da barra de aco, a forca que o concreto faria é subtraida da forca da barra de aco.

Assim, tem-se:

N, =Y Ao () -0.(c)] (66)
M. = > VoA [0, (5) - 0.(,)] (67)
My, =2 XA [0, () =0, (2))] (68)

onde o, € afungdo da lei constitutiva do concreto.

A contribuigdo para a matriz constitutiva tangente rotacionada segue 0 mesmo
principio considerado para os esforcos resistentes, ou seja, a contribuicdo do aco em cada
termo se resume em substituir as integrais da Equacéo (58) por um somatdrio do integrando

em cada barra, lembrando de retirar a contribuicdo do concreto, conforme as equacdes a

sequir.
J— Ny
Cy= ZASJ (Es —Ee) (69)
j=1
Ny
C12 = C21 = Z Ysi Asj (Ets - Etc) (70)
j=1

Np
C13 = C31 = _Z ij Asj (Ets - Etc) (71)
=1
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Np
C22 = Z ysjzAsj (Ets - Etc) (72)
j-1
Np
C23 = CSZ = _Z ij ysj Asj (Ets - Etc) (73)
=1
Ny, )
C33 = Z ij Asj (Ets - Etc) (74)
i1

Apos o calculo das parcelas do aco e do concreto para os esforgos resistentes e a
matriz constitutiva tangente, basta somar essas parcelas para obter o resultado na secéo.

Assim:

6=0,+0, (75)

Ct = th + Cts (76)

onde ¢, e o, representam os vetores das parcelas das tensdes generalizadas rotacionados do
concreto e do ago, respectivamente, e, C,, e C, representam as parcelas das matrizes

constitutivas tangentes rotacionadas do concreto e do aco, respectivamente.
Para efeito de comparacédo, conforme sugerido e feito por Zupan e Saje (2005),
ndo é considerado o calculo da contribui¢do do aco como parametro, visto que a mesma pode

ser obtida de forma trivial.
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Segundo Papanikolaou (2012), o problema da realizacédo de integraces em se¢des

transversais arbitrarias tem recebido atencdo na literatura desde a década de 60.

Ao longo dos anos, vérias metodologias analiticas, numericas ou mistas tém sido

sugeridas na literatura para a analise de secGes de variada complexidade em termos de

geometria e material de composicdo. Os diversos métodos se diferenciam com relacdo a

eficiéncia, precisdo, simplicidade e generalidade.

Conforme Papanikolaou (2012), cinco caracteristicas principais nas metodologias

de analise de se¢des podem ser identificadas:

a) Tipo de secdo: se a secdo € de concreto armado ou mista (aco e concreto

armado);

b) Lei constitutiva do material: se € composta por fungdes polinomiais ou por

funces arbitrarias;

c¢) Subdivisdo da se¢do: se é imposta ou ndo para a integracdo das tensdes;

d) Método de integragdo das tensdes;

e) Estratégia de solucdo das equacges de equilibrio de forcas.

Além dessas cinco caracteristicas, pode-se acrescentar mais uma relativa a

finalidade das metodologias de integracdo propostas para analise de secdes, conforme

realizado por Nogueira (2013). As metodologias de integracdo podem ser destinadas a

obtencdo dos esforgos resistentes da se¢cdo ou ao calculo da matriz constitutiva tangente.

Tabela 1 — Caracteristicas das metodologias de anlise de se¢bes

. x Lei constitutiva  Subdivisdo da  Integracéo das EstrateNgla de Finalidade
Autores Tipo de secdo - N " solucéo do da
do material secéo tensdes S .
equilibrio metodologia
Penelis (1969), matriz de
De Vivo e . um poligono - i rigidez
Rosati (1998), concreto p_arabola - por parte de ana/lmca por Newton tangente e
armado linear poligono Raphson
Alfano et al ole) esforgos
(2007) resistentes
. um poligono . . N
Werner (1974) concreto p_arabola— oor parte de ana,lltlca por iteragdes i
armado linear ole) poligono aninhadas
Brondum-
Nielsen (1985), concreto constante x L - método de esforgos
Dundar e armado (retangular) ndo subdivide  analitica Newton resistentes
Sahin (1993), g
Yen (1991)

continua
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. x Lei constitutiva  Subdivisdo da  Integracdo das  Estratégia de Finalidade
Autores Tipo de secéo - N A ~ da
do material secao tensbes solucédo .
metodologia
Yau et al. concreto constante nio subdivide  analitica sem derivada  esforcos
(1993) armado (retangular) (regula-falsi) resistentes
matriz de
Rodriguez e concreto parabola-linear - analitica por Newton- rigidez
com trapézios - tangente e
Ochoa (1999) armado . trapézio Raphson
amolecimento esforcos
resistentes
Chenetal. composta parabola - nio subdivide  analitica sem derivada  esforcos
(2001) P linear (Regula-Falsi) resistentes
Fafitis (2001) concreto parabola - ndo subdivide  Green/Gauss - esfprgos
armado linear resistentes
Sfakianakis parabola-linear x - método das pesquisa esforgos
composta com ndo subdivide - ' .
(2002) . fibras incremental resistentes
amolecimento
funcgdes um poligono malriz de
Bonet et al concreto argiais néo (fatig esg £ssa) 2D Gauss ou rigidez
' par¢ . P Green/Gauss - tangente e
(2004) armado polinomiais por parte de -
oL por poligono esforgos
(arbitrérias) ale) i
resistentes
fungdes matriz de
Sousa e Muniz parciais um poligono analitica por rigidez
composta polinomiais de  por parte de . - tangente e
(2007) . . poligono
até terceiro ole) esforcos
grau resistentes
funcgdes
Charalampakis parciais - o .
. : - trapézios analitica por sem derivada  esforcos
e Koumousis composta polinomiais de curvilineos trapézio (Brent) resistentes
(2008) até terceiro P
grau
matriz de
Rosati et al. parabola - um poligono analitica por procedimento rigidez
composta . por parte de . : . secante e
(2008) linear poligono iterativo
ole) esforgos
resistentes
matriz de
. ~ . . rigidez
Pallarés et al. concreto n&o polinomial nio subdivide analitica Newton- tangente e
(2009) armado -linear (EC2) Raphson 9
esforgos
resistentes
, . Green/Gauss-
. parébola-linear .
Chiorean x - Lobatto com comprimento  esforgos
composta com ndo subdivide o .
(2010) . bissecdo de arco resistentes
amolecimento .
adaptativa
fUNGS Green/Gauss
uncoes <
. DA com adaptacédo .
Papanikolaou composta parciais nao nio subdivide a0 sem derivada  esforcos
(2012) P polinomiais (Brent) resistentes

(arbitrarias)

mapeamento
de deformacéo

Fonte: Papanikolaou (2012) adaptado por Nogueira (2013).
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Ainda segundo Papanikolaou (2012), uma revisdo critica das metodologias

encontradas na literatura (listadas na Tabela 1) leva as seguintes observacdes:

e Um significativo nimero de algoritmos sugeridos sdo limitados as sec¢Ges de
concreto armado de forma simples e com barras de aco individuais. Esses
métodos ndo apresentam grande generalidade, mas possuem boa preciséo e
eficiéncia;

e Muitos estudos impdem restricdo a lei constitutiva do material, geralmente
utilizando as leis constitutivas especificadas pelos cddigos normativos ou
funcdes polinomiais parciais. E o que ocorre com os métodos analiticos, que,
em contrapartida, sdo altamente precisos e eficientes;

e Com relacdo aos métodos de integracdo das tensdes, que é o elemento crucial
para efeitos de precisdo e eficiéncia, podem ser identificados trés métodos
principais:

- Método das Fibras: é um método aproximado, lento e requer um aumento
da densidade da malha de fibras para se conseguir uma precisdo aceitavel.
A principal vantagem deste método é a alta generalidade, permitindo
analisar secbes com qualquer geometria e Lei Constitutiva para o0s
materiais. A secdo pode ser de concreto armado ou mista;

- Integracdo analitica: € um método que produz resultados exatos e rapidos,
mas € restrita @ geometria da secdo e a uma relacdo tensdo-deformacéo
especifica. Este, portanto, € um método altamente eficiente e preciso, mas
é de baixa generalidade;

- Integracdo numérica usando quadraturas de Gauss nas integrais de
contorno com o emprego do Teorema de Green: € um caminho para
produzir uma solucdo geral para leis constitutivas arbitrarias. Porém, em
certos casos, a solucdo numérica pode ter um custo computacional maior
que os métodos analiticos e o emprego de uma integracdo numérica de
baixa ordem pode produzir erros inaceitaveis;

e Muitos métodos de integracdo das tensBes requerem, para ter eficiéncia, uma
subdivisdo prévia da secdo, o que naturalmente leva a uma redugdo da
velocidade de execucdo e a uma maior complexidade na implementacao;

e A maioria das estratégias de solugdo encontradas na literatura se baseia no

Método de Newton-Raphson, que requer o célculo prévio de derivadas
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(rigidez). Essa é uma desvantagem apenas quando se trata da obtencdo dos
esforcos internos, pois hd um custo computacional adicional para o calculo das
derivadas, além das questfes inerentes a ndo convergéncia;

e Em geral os métodos desenvolvidos sdo voltados para o dimensionamento,
sendo necessario apenas o célculo dos esforcos resistentes da secdo. Somente
os trabalhos voltados para a analise ndo linear de estruturas aplicam os métodos
também para célculo da matriz de rigidez tangente.

Neste trabalho a integracdo das tensfes e da matriz constitutiva tangente sobre a

secdo foi caracterizada de duas formas:

e Quanto ao dominio de integracdo: direta na area da secdo ou no dominio da
secdo com o emprego do Teorema de Green.

¢ Quanto a forma de integracdo: analitica ou numérica.

Foram estudadas as diversas metodologias, porém, os trabalhos que mais
nortearam o desenvolvimento da metodologia de célculo deste trabalho foram Fafitis (2001),
Zupan e Saje (2005), Sousa Jr. e Muniz (2007) e Papanikolaou (2012).

Fafitis (2001) desenvolveu uma metodologia que integrava as tensbes para
obtencgéo dos esfor¢os no contorno da parte da se¢cdo comprimida no sistema de eixos local.
Estes resultados eram obtidos de forma numérica por meio das quadraturas de Gauss, mais
precisamente, trés pontos de Gauss, porém nado subdividia os trechos em curvas suaves. Esta
ndo subdivisdo, em caso de descontinuidades da funcdo, pode gerar erros inaceitaveis, como
comentou posteriormente Papanikolaou (2012).

Zupan e Saje (2005) desenvolveram trés metodologias de calculo das integrais: no
contorno calculando as integrais analiticamente; no contorno calculando as integrais
numericamente utilizando as quadraturas de Gauss; e na area da secdo utilizando as
quadraturas de Gauss. Este trabalho foi fundamental pois apresenta de forma clara e direta 0s
resultados dos esforgos e os termos da matriz constitutiva tangente.

Sousa Jr e Muniz (2007) optaram por uma metodologia de calculo no contorno
também, porém as integrais foram calculadas analiticamente. Os esfor¢os e a matriz
constitutiva tangente foram obtidas diretamente nos eixos globais da regido e, para isso, foi
necessario subdividir a secdo em poligonos fechados. A lei constitutiva do material, neste
caso, é considerada como, no maximo, um polinémio do 3° grau.

Ja Papanikolaou (2012), que foi a inspiracdo para a metodologia desenvolvida

neste trabalho, utiliza uma integracdo no contorno e de forma numérica utilizando as
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quadraturas de Gauss. Sua metodologia calcula os esfor¢os e a matriz constitutiva tangente no
sistema de eixos local, subdividindo cada segmento por trecho de curva suave e escolhendo o
numero de pontos de Gauss adequados para cada curva. Quando a curva é ndo polinomial,
Papanikolaou (2012) desenvolveu um método iterativo adaptativo que determinava 0s pontos
de Gauss adequados, porém isso néo foi feito neste trabalho, pois, para implementar uma nova
curva no programa, foi escolhido fazer um estudo de quantos pontos de Gauss Sa0 necessarios
para gerar um erro aceitavel e, a partir deste estudo, determinar um grau de polindbmio

adequado a curva para efeito de integragéo de Gauss.

4.1 Dominio de integracéo

4.1.1 Integracdo na area

O Método das Fibras, utilizado por Fonseca (2006), ¢ um exemplo de integracédo
numérica direta na area da secdo. O meétodo das Fibras serd discutido em outro tdpico
seguinte.

O Método das Fatias, realizado por Nogueira (2013), também é outro exemplo de
integracdo direta na area da secdo, porém em se¢des submetidas a flexdo composta reta.

O trabalho de Melo (2000) apresenta a resolucdo analitica das integrais

diretamente na area de uma se¢do submetida a flexdo composta reta.

4.1.2 Integracdo no contorno

O presente trabalho pretende utilizar integragcdes no contorno da sec¢do transversal
com o emprego do Teorema de Green para obter os esforgos resistentes e a matriz constitutiva
tangente.

Definindo f(x, y) = P(x, y)i + Q(X, y)j, como uma funcdo de campo vetorial no
plano xy, o Segundo Teorema Fundamental do Calculo diz que a integral do gradiente de uma
funcdo f ao longo do comprimento que une dois pontos a e b pode ser expressa em termo de
f(a) e f(b). O Teorema de Green é uma analogia bidimensional do Segundo Teorema
Fundamental do Célculo que expressa uma integral dupla sobre uma regido plana R como
uma integral de linha sobre uma curva fechada C formada pelos limites de R. Este teorema é
escrito mais comumente através da identidade (APOSTOL, 1969):
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If [aQ aF’JoIA f (Pax+ Q) )

Vale ressaltar que a integral de linha sobre uma curva fechada foi enunciada para

0 sentido anti-horario, ou seja, o sentido anti-horario é o positivo, ja o horario € negativo.

Figura 13 - Curva C fechada, simples, seccionalmente suave

Fonte: Apostol (1969).

Uma regido R é conexa quando quaisquer dois pontos de R podem ser unidos por
uma curva inteiramente contida nesta regido. Uma regido conexa R é simplesmente conexa se
qualquer curva simples fechada contida em R pode ser reduzida a um ponto, permanecendo
em R. Caso contrério, a regido é multiplamente conexa. Resumindo, regiGes simplesmente

conexas ndo contém furos.

Figura 14 - Exemplo de regides simplesmente (a) e multiplamente (b) conexas

C

Y r {

-

C

(@) (b)

Fonte: Proprio Autor.
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Devem ser consideradas duas suposicGes para que o Teorema de Green seja
valido. Primeiro, P e Q devem ser integraveis em um espaco aberto S contendo R, ou seja, P e
Q sdo continuamente diferenciaveis neste espaco. Segundo, a curva C pode ser qualquer curva
fechada simples retificvel (curva de Jordan) (STEWART, 2007). “Retificavel” significa que
C tem um comprimento finito.

Segundo Apostol (1969), mesmo que o Teorema de Green tenha sido enunciado
para regides simplesmente conexas, ele também pode ser aplicado para regides multiplamente
conexas. Para isso devemos unir os contornos dos furos entre si de modo a obter regides
simplesmente conexas ou basta aplicar o teorema no contorno de cada furo na regido R,

porém subtraindo cada furo da regido, como exemplificado na Figura 15.

Figura 15 - Exemplo do uso do teorema para regiées multiplamente conexas

R R 7

C C

Fonte: Proprio Autor.

O Teorema de Green permite, de forma analitica, a solu¢do de qualquer integral

polinomial em dominio plano fechado, simples e seccionalmente suave.

Figura 16 - Discretizagdo do contorno ¢ em segmentos de retas

P —

Fonte: Campos Filho (2000).
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As integrais referentes aos esforcos internos resistentes, Equacdes (53), (54) e
(55), podem ser resolvidas apds uma transformacdo das integrais de area em integrais de
contorno através de uma aplicacdo do Teorema de Green conforme sugerido por Werner
(1974) apud Papanikolaou (2012) e realizado por diversos autores como Rotter (1985),
Dumont e Musso Jr. (1987), Fafitis (2001), Bonet et al (2004), Zupan e Saje (2005), Sousa Jr.
e Caldas (2005), Sousa Jr. e Muniz (2007), Chiorean (2010) e Papanikolaou (2012). Essa
técnica também pode ser utilizada para o calculo das integrais referentes aos termos da matriz
constitutiva tangente, realizado por Rotter (1985), Zupan e Saje (2005) e Sousa Jr e Muniz
(2007).

4.2 Forma de integracdo

4.2.1 Analitica

Se as Leis Constitutivas dos materiais que compdem a secdo sdo conhecidas, €
possivel calcular os esforcos internos de maneira analitica realizando as integrais definidas
pelas EquacgOes (26), (27) e (28), desde que a combinacdo das Leis Constitutivas com a
geometria da secdo gere integrais ndo muito complexas, como no caso de se¢des retangulares
e a relacdo parabola retangulo do concreto. O mesmo ocorre para a matriz constitutiva
tangente.

Esta integracdo analitica dos esforcos foi realizada por Brondum-Nielsen (1985)

apud Papanikolaou (2012), Yen (1991), Dundar e Sahin (1993), Yau et al (1993), Chen et al
(2001) apud Papanikolaou (2012), Sousa Jr. e Muniz (2007) e Pallarés et al (2009). Outro

trabalho importante é o de Melo (2000) que também realizou integracao analitica para a se¢édo

retangular, porém para flexdo composta reta.

4.2.2 Numérica

A integracdo numérica é o calculo aproximado de uma integral definida e ha

diversos metodos existentes na literatura para obtengéo desta aproximacao.
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O problema a ser resolvido pela integracdo numérica € calcular uma solugéo
aproximada para uma integral definida, ou seja, encontrar um valor aproximado para o valor

de s, conforme a Figura 17.

S = ? f (x)dx (78)

Figura 17 — Integral definida

A f/b/

v

b X

Fonte: Proprio autor..

Os principais motivos da integracdo numérica € que o integrando pode ser
conhecido, mas pode ser dificil ou impossivel a obtencdo da antiderivada, que é uma funcgéo
elementar. Pode ocorrer, também, de ser possivel encontrar uma antiderivada, mas, muitas
vezes, € mais facil calcular uma aproximagdo numérica do que o calculo da antiderivada.

Os métodos de integracdo numérica podem geralmente ser descritos com uma
combinacéo de avalia¢Ges do integrando em um numero finito de pontos, chamados pontos de
integracdo, e, uma soma ponderada desses valores € usada para aproximar a integral. Os
pontos de integracdo e os pesos dependem do meétodo especifico utilizado e da precisao
requerida para a aproximacao.

Um aspecto importante na analise de qualquer método de integracdo numérica € a
precisdo requerida, ou seja, 0 erro de aproximagdo como uma funcéo do nimero de pontos de
integracdo. A reducdo do numero de pontos de integracdo reduz o nimero de operacdes
aritméticas envolvidas e, portanto, aumenta os erros de arredondamentos para um mesmo

método de integracao.
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Diversos métodos podem ser encontrados nos livros de célculos, os métodos mais
conhecidos sdo as formulas de Newton-Cotes, nas quais a interpolacao é feita com polinémios

avaliados em pontos igualmente espacados em [a,b], as formulas mais conhecidas séo:

a) Regra do Retangulo:

fripoce Oy ) o] 9

b) Regra do Trapézio:

J £00s 2201 () 26 (6)+ 2006, ) - 280, 13, (50)

c) Regra de Simpson:

j‘ f(x)dx ~ b_a[f(xo)+ 45 (x,)+2F(x,)+4F(xg)+2F(x, )+ 2F(x,,)+4F(x, )+ F(x,)] (81)

3n

Quando se permite a variagao entre os intervalos dos pontos de integracéo, surge
outro grupo de quadraturas, tal como a quadratura de Gauss e Lobatto. Segundo Cook et al
(2002), as quadraturas de Gauss sdo tipicamente mais precisas do que as férmulas de Newton-
Cotes quando se emprega uma mesma quantidade de pontos de integracdo e quando o
integrando é uma funcdo suave (se a funcdo € suficientemente diferenciavel).

Na integracdo numérica, pode-se obter maior precisdo na aproximacao atraves da

subdivisdo do intervalo de integracdo [a,b] em n subintervalos, calculando uma aproximacao

para cada subintervalo e realizando um somatorio dos resultados de cada subintervalo cujo
resultado obtido € o total. Esta técnica é chamada de regra composta, estendida ou iterativa.
Ha diversas quadraturas conhecidas na literatura, mas as quadraturas de Gauss e
Lobatto se destacam devido a alta velocidade de convergéncia dos resultados, principalmente
para funcdes polinomiais, onde os resultados chegam a ser exatos a solugdes analiticas.
Como no presente trabalho vamos utilizar apenas as quadraturas de Gauss, vamos
nos ater apenas a esta técnica.

Para calcular o valor aproximado da integral definida, utiliza-se uma combinagéo
linear de valores da funcdo f(x) em pontos X, pertencentes ao intervalo [a, b] e valores w,,

chamados de pesos de Gauss, de modo que a integral é calculada somando-se 0s produtos dos

pesos de cada ponto pelos valores respectivos da fungdo nos mesmos pontos (ASSAN, 2003):
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Tf(x)dx;wlf(x1)+W2f(x2)+...+Wnf(xn) (82)

a

Os pontos de Gauss X, e 0s pesos de Gauss W, sdo determinados de modo que a

integracdo numérica seja exata para uma funcdo polinomial de grau 2n—1, onde n é o
namero de pontos de Gauss no intervalo [-1, 1].

Nesta técnica, os pontos sao distribuidos de forma simétrica em rela¢do ao centro
do intervalo de integracdo e 0s pares simétricos possuem 0 mesmo peso. Outro aspecto
importante é que a quadratura de Gauss ndo inclui os valores da funcdo nos limites do
intervalo de integracao.

O intervalo de integracdo corresponde a uma parametrizacdo da variavel x para t,

que varia no intervalo [-1, 1]. A integral é, entdo, transformada da seguinte forma:

b

[ f(dx = JJl‘ g(t)dt (83)

a

onde J é chamado de Jacobiano da transformacdo. A obtengdo desse Jacobiano vem da

transformacéo de variaveis:

b-a, a+b
X=—t+—
bz 2 i ey
—a —a
dx=——dt N j f(gdx === jl g(t)dt (84)
j_b-a
2

A integracdo numérica a partir da quadratura de Gauss pode ser escrita como:
b 1 n
[ 09dx =3 [g®)dt=3>wg(t) (85)
a -1 i=1

onde n é o numero de pontos de integracdo, i € o numero do ponto de integragdo, t; € a
coordenada do ponto de Gauss i e W, é 0 peso associado ao ponto de Gauss i .

Existem tabelas especificas que associam 0 numero de pontos de Gauss com 0

namero dos pontos, sua coordenada e seu peso, como pode ser observado na Tabela 2.



Tabela 2 — Pontos e Pesos da quadratura de Gauss

n i G Wi
1 1 0 2
1 1/\3 1
2
2 -1/43 1
1 3/5 5/9
3 2 0 8/9
3 ~J3/5 5/9
1 3+2,6/5 18 — /30
7 36
5 3-2./6/5 18 + /30
A 7 36
3 |B-2/85 18 + /30
7 36
4 ~[lB+2655 18 - /30
7 36
1 322 - 13,70
1 = 1 /5-2,10/7
[3] / 900
1 322 + 1370
2 = | /5-2,10/7
[3] / 900
128
5 3 0 2%
1 (322 + 13V70)
4 -|=|5-2,10/7
(3) / 900
3 900

Fonte: Azevedo (2003).
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Esta tabela possui apenas 5 pontos de Gauss, porém, na literatura, € possivel

encontrar tabelas com bem mais pontos de Gauss. O préprio trabalho foi implementado sendo

possivel utilizar até 15 pontos de Gauss.
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4.3 Meétodo das Fibras

O Meétodo das Fibras consiste em subdividir a se¢do transversal em m pequenas
areas com a finalidade de simplificar uma integral ao longo da area da secéo. Este tipo de
método pode ser descrito como direto na area da se¢do e numérico, pois é uma aproximagcao.

Este tipo de aproximacgdo permite que, a partir do monitoramento das tensdes e
deformacdes em cada uma destas areas, se aproxime a resposta da sec¢do transversal pela soma

de suas contribuigdes.

Figura 18 — Decomposic¢do de uma secao transversal de um pilar de concreto

Fonte: Proprio autor.

Tal metodologia de integracdo foi utilizada nos trabalho de Galgoul (1979),
Sfakianakis (2001), Romero et al. (2002), Fonseca (2006). Vale ressaltar que o Método das
Fibras segue a mesma metodologia que o Método das Fatias utilizado no trabalho de
Nogueira (2013).

Utilizando este principio, os esforcos resistentes podem ser escritos como:

N =3 Ac(s) (86)
My = Zm:Yi Ao(s) (87)
M, =-> X, Ac(e) (88)

onde A representa a area de cada fibra, (X;, Y;) representa a coordenada de cada fibra e ¢, a

deformacgéo em cada ponto.
Os termos da matriz constitutiva tangente também podem ser calculados por este

método e seguem 0 mesmo raciocinio dos esforgos resistentes, conforme as equagoes:
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Cu= ZlA E. (&) (89)
C,=C, = Zmlzvi AE.(2) (90)
Cyy=Cyy = —le X, AE, (&) (91)
c, - gYiZA E.(c) (92)
Cpy=Cy = ZX Y;AE (5) (93)
cgszgxizAEt(gi) (94)

E importante notar que nesse método os eixos ndo foram rotacionados. Deve-se
também respeitar as sub-regides que cada o e E, pertencem. Outro fato importante é a

simplicidade de aplicacdo do método, que € basicamente uma discretizacdo direta.

4.4  Método proposto

A associacgdo entre a integracdo no contorno, utilizando o teorema de Green que
torna 0 método de calculo genérico do ponto de vista da geometria, € a integracdo numérica,
por meio das quadraturas de Gauss para curvas suaves.

A integracdo de Gauss pode ser uma integracdo exata no caso de polindbmios, se
escolhido o nimero de pontos de Gauss adequado, e torna 0 método de calculo genérico do
ponto de vista da lei constitutiva do material.

Esta metodologia de calculo demonstra ser muito precisa e robusta e, por este
motiva, serd a metodologia aplicada neste trabalho.

Um artificio desta metodologia é a rotacdo da segdo de concreto para o sistema de
eixos locais. Os trabalhos de Fafitis (2001), Zupan e Saje (2005), Chiorean (2010) e
Papanikolaou (2012) realizaram esta rotagdo. Assim, para simplificar os calculos seguintes,

vamos determinar os esforcos resistentes e a matriz constitutiva tangente em relacdo ao
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sistema de eixos local e, posteriormente, transformar para o sistema eixos global conforme as
equacoes (59) e (62).

Outra simplificacdo utilizada é a parametrizacdo do segmento de reta da
poligonal. Para isso, toma-se uma poligonal qualquer formada por n segmentos (enumerados
de 1 an)en+1vértices (Xn+1 = X1). Nesta poligonal, vamos analisar um segmento de reta

qualquer i, onde o segmento é formado pelos pontos X; e X;+1, conforme mostra a Figura 19.

Figura 19- Segmento de reta genérico de uma poligonal qualquer

Xi+1

Axi

Fonte: Proprio Autor.

A equacdo paramétrica do segmento de reta pode ser escrita na forma vetorial

como:

X. + X, X, —X; X + X, AX;
X t _ i |+l+ i+1 i t = X t — i i+1 + i t
(t) 5 ( 5 j (t) 5 5 (95)

onde te [—1, 1]. Este intervalo foi escolhido visando a integracdo pela quadratura de Gauss,
onde a maiorias das tabelas encontradas na literatura sdo para este intervalo de integracdo. A

integracdo de Gauss sera descrita posteriormente no tépico de integracdo numérica.

Em termos de componentes cartesianas, temos:

X (=20 %t (96)

Vi + Vi, AY,
y;i (t) :TlJth (97)
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Essa expressdo pode ser usada para todos os segmentos de reta da poligonal,
permitindo que as integrais de linha em cada segmento tenham t como variavel de integracao
e que seus limites sejam sempre -1 e 1.

No caso de figuras poligonais as integrais no contorno podem ser calculadas pelo
somatdrio das integrais em cada segmento de reta. De acordo com as EquacGes (96) e (97) os
diferenciais dx e dy, em cada segmento de reta, sdo constantes:

dx = 2% gt
2

A gt
2

(98)
dy =

Este modelo de parametrizacdo é importante para simplificar as expressoes e,
consequentemente, para que as peculiaridades de cada expressao sejam de facil visualizagdo.
Por exemplo, Fafitis (2001) e Papanikolaou (2012) ndo parametrizaram e fizeram o método de
calculo diretamente em coordenadas cartesianas, porém isto gera a necessidade de um
mapeamento, pois na formulagdo deles, a expresséo fica em uma forma racional e deve-se
evitar que o denominador seja nulo, reduzindo, desta forma, a robustez do método aplicado
pelos autores.

A expressdo do teorema de Green fica, para um contorno associado a uma funcao

suave, da seguinte forma:

H(@_@jdA:i(PdHQdy) i%f (PAX; +Qay, ) dt (99)

1
i=1

onde k representa 0 niumero de segmentos que discretiza o contorno ¢ em uma poligonal
associada a uma fungédo suave. Lembrando que, se a secdo tiver mais de um trecho de curva
suave, a mesma devera ser dividida em poligonos menores e os resultados individuais de cada
poligono menor deve ser somado para obter a solucdo da secdo, conforme feito por
Sousa Jr e Muniz (2007).

Assim, podem-se manipular as Equacdes (53), (54) e (55), que representam 0s

esforcos resistentes, de forma a escrevé-las em funcédo de termos do tipo:

R= j j X"y o (g)dA (100)

com r e s numeros inteiros e o(g) uma funcéo que representa a tensdo na se¢ao em funcao de

&, que por sua vez, conforme a Equacao (52), depende apenas de y. Nessa equacgéo, x e y sdo
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as coordenadas de um ponto da secdo em relagdo a um sistema de eixos localizado no

centrdide da secdo e com o eixo x paralelo a linha neutra, de acordo com a Figura 20.

Figura 20 - Exemplo de secdo poligonal compatibilizado com o plano de tensdes

Fonte: Fafitis (2001) Adaptado.
Note que:

Ser=0es=0=R=N
Ser=0es=1=R=M, (101)
Ser=1les=0=R=-M

y

Vale ressaltar que se o (&) =1 as integrais resultam nas propriedades geométricas

da secdo, como podemos visualizar na Equacéo (100).

r=0;s=0;0(s)=1=R=A
r=Ls=0,0(¢)=1=R=S,
r=0;s=1o0(s)=1=R=S,
r=Ls=%o(g)=1=R=1,
r=2;s=0;0(¢)=1=R= I,
r=0;s=2o0(s)=1=R=1,

(102)

Onde A, S, S, I, I, e I sdo, respectivamente, a area, 0s momentos de primeira ordem e

y )
0S momentos de inércia nos eixos x e y e o produto de inércia no plano xy.

Desta forma, manipulando P e Q obtemos as seguintes funcdes:
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P=0
Q — i Xr+lys(7(5) (103)
r+1

Assim, substituindo os valores de P e Q na Equacdo (100) e, posteriormente,

combinando a Equacéo (100) com a (99), temos:

r+l,,s r+l,,s

ry,s Xy 1¢x Yy
X dA = dy = = Aydt
I;\[ yso(e) f —ole)dy 21 —o(@)ny (104)

Vale lembrar que, no sistema de eixos local, segundo a Equagdo (52), a
deformacdo depende apenas de y, e este valor, para cada elemento de reta da poligonal,
depende de t, segundo a Equacdo (95). Entdo a relacdo tensdo-deformacdo para cada
segmento da poligonal fica em funcéo de t.

E importante lembrar também que dependendo do valor da deformacdo &, a
relacdo tensdo-deformacdo ira se comportar de forma diferente. Logo, para cada segmento de
reta da poligonal serd necessario determinar a qual comportamento da lei constitutiva do
material ela pertence. Assim € necessario dividir esta variacdo de comportamento ou de
funcdo da lei constitutiva em sub-regides onde a funcdo é continuamente suave, conforme o
Teorema de Green exige, dependentes do valor da deformacao.

No caso que um segmento de reta ha pontos pertence a mais de uma sub-regido, é
necessario encontrar os pontos de fronteira e distinguir os pontos para cada sub-regido

segundo a enunciacdo do Teorema de Green.

Figura 21 — Subdivisao da secéo por sub-regides

O

Fonte: Sousa Jr e Muniz (2007) Adaptado.
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Entdo, pode-se escrever a tensdo de acordo com a sub-regido da sua relagéo

tensdo-deformacdo e de acordo com o segmento de reta a qual pertence:
o(e) = or(e(y)) (105)

onde i representa o segmento da poligonal e R a sub-regi&o a qual o segmento pertence.
Um aspecto importante nesta integragdo com os eixos rotacionados € que, nas
zonas de transicdo entre regides, os contornos obtidos na subdivisdo do poligono sdo todos

paralelos ao eixo X, ou seja, a variacdo em y é nula. Conforme a Equacédo (104), todos os
esforgos resistentes sdo multiplicado por Ay, . Desta maneira, estas retas de transicdo, no
sistema de eixos local, ndo contribuem no somatorio, podendo, entdo, ser desprezadas, ndo
sendo mais necessario dividir a secdo em poligonos e sendo apenas necessario percorrer o

contorno respeitando os trechos de cada sub-regido conforme a Figura 22.

Figura 22 — Eliminag&o dos segmentos de transicao
v

Divisdo entre
sub-regides

Fonte: Proprio autor.

Esta peculiaridade na rotacdo dos eixos realizada e comentada por
Papanikolaou (2012), e realizada por Fafitis (2001) e Rotter (1985) € relevante, pois 0
algoritmo de subdivisdo da secdo em poligonos é complexo, porém € necessario rotacionar
todos os pontos, esforcos resistentes e termos da matriz constitutiva tangente, gerando, desta
forma, um esforgo computacional a mais.

Enquanto Sousa Jr. e Muniz (2007) ndo rotacionam 0s eixos, evitando custos

computacionais com rotacdo de eixos, porém necessita utilizar o algoritmo complexo para
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subdivisdo da secdo em subpoligonos por sub-regido, visto que as retas de transi¢cdo ndo sdo
paralelas a X, e, consequentemente, as integrais de fronteira ndo sdo nulas conforme

Figura 23.

Figura 23 — Sem possibilidade de eliminacdo dos segmentos de transicéo
y

<

AN

—_— \—P Divisdio entre
stub-regides

Fonte: Proprio autor.

Assim, usando o Teorema de Green, a integral de area da Equacdo (100) pode ser
escrita como uma integral de contorno na secdo completa sem subdividir em poligonos,

conforme a Equacdo (99) e (103).

Xr+1ys 18 1 X_r+ly_s
dv = = Ji i Ay.dt
o)y 22 j — o (A, (106)

[[x"y°o(e)dA=1{

onde n, agora, ndo representa mais 0 numero de segmentos, mas sim o numero total de
segmentos de reta divididos para cada trecho.

A subdivisdo de cada segmento é feita de forma semelhante ao que Sousa Jr e
Muniz (2007) utilizaram para subdividir a secdo em poligonos menores. No entanto, como é

necessario dividir apenas o segmento de reta, o algoritmo ficou mais simples.
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Figura 24 — Subdivisao de cada segmento

Trec ]!L'-\‘ 47(!
fiungao

{ 13

| )
i+3

-1

Fonte: Préprio autor.

Para encontrar o valor do parametro tj, que € necessario para encontrar as
coordenadas x; e y; da divisdo do segmento em trechos correspondentes aos trechos da curva

conforme a Figura 24, caso seja necessario, é descrito pela interpolacéo linear a segui:

t- — i a
R (107)

onde v, e Vv, sdo, neste trabalho, os valores das deformagdes das extremidades do segmento

respectivamente.
Assim, pode ser desenvolvido um algoritmo de subdivisdo de segmento de reta

conforme o Quadro 1.

Quadro 1 — Resumo do algoritmo de subdivisdo de uma reta.

1. Determina o indice do trecho que pertence os pontos A e B.

2. Se o indice do trecho dos pontos A e B séo iguais, ndo é necessario subdividir o segmento
de reta.

3. Seoindice do trecho dos pontos A e B séo diferentes, é necessario subdividir o segmento
de reta em trechos.

3.1. Se o indice do trecho do ponto A é maior que o do B, sera feita uma divisao crescente e
calculado os parametros t necessarios dos pontos de fronteira conforme a Equacéo (107).

3.2. Se os trechos do ponto A € menor que o do B, sera feito uma divisdo decrescente e
calculado os parametros t necessarios dos pontos de fronteira conforme a Equacéo (107).

4. E retornado um vetor de parametros t para que seja calculado as coordenadas x; e y; das
fronteiras entre trechos.

Fonte: Proprio autor.
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Entdo, substituindo os respectivos valores de r e s na Equagdo (100), pelos

respectivos valores das equagGes e aplicando a Equagdo (106), obtém-se N,, M, e M

1

N, =13 j X, () o (2(Y)AY, dt (108)
M, =23 [ % 0,000 () Ayt (109)
M, == 3 JIx OF or () Ay dt (110)

Usando 0 mesmo raciocinio para 0os termos da matriz constitutiva tangente,

conforme a Equacdo (58), obtém-se uma forma genérica anéloga:
P= _U XrysEtdA (111)
A

Assim, utilizando o mesmo algoritmo, chega-se as mesmas conclusdes:

r=0s=0=>P=C,
r=0;s=1=P=C,=C,,
r=s=0=P=-C,=-C,

_ (112)
r=0;s=2="P=0C,,
r=,s=1=P=-C,, =-C,,
r=2;s=0=>P=C,,
1
[[xy SN Y ay,at (113)
A -1

Entdo, substituindo os valores de r e s conforme a Equacdo (112), obtém-se as

seguintes equacdes:

y LI

Cui =5 2 %) E Ay, (114)
Car=5 3% 01,0 E - Ay,ct (115

i=1 1
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C_313 = 631 = —%iz::_l[[xi ] - E,(t)-Ay,dt (116)
Cy, = %ij ®-[y;®OF -E.©)-ay;dt (117)
Cra=Can = —%Zj[x OF -y, ) E.(©)- Ayt (118)
C,, = %gi[xi OF -E. (t)- Ay,dt (119)

Neste trabalho as integrais de cada subdivisdo de segmento serdo calculadas por
meio das quadraturas de Gauss. Por isso as equagdes foram parametrizadas para o intervalo de
-1 a1, que é o intervalo mais utilizado e tabelado das quadraturas de Gauss. Esta metodologia
pode ser considerada como, basicamente, uma integra¢do no contorno e numeérica.

A integracdo exata € possivel com o uso das quadraturas de Gauss, porém deve-se
salientar que, quando um segmento de reta pertencer a mais de uma regido, 0 mesmo devera
ser dividido em quantos segmentos de reta forem necessarios para que cada segmento gerado
pertenca a apenas uma regiao, e a lei constitutiva, também, devera ser da forma polinomial.

Desta forma, utilizando o principio das quadraturas de Gauss para as Equacdes
(108), (109) e (110), tem-se:

N, =23 Ay > wx () ) (120)
M. =2 DAY WX () (Do () (121)
M, = =53 Ay S WK )F o 1) (122)

onde p representa o numero de pontos de Gauss, w; 0 peso de cada ponto de Gauss e t; a

coordenada do ponto de Gauss.
Aplicando o mesmo algoritmo para 0s termos da matriz constitutiva tangente,

tem-se:
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G 3 Z M WX (B (123

o =G = 2 DA (G (B ) (124)
Cio =G = 2 LW X T E ) (125)
= 3 2 L P E ) (126)
Cus =G = 28 D (I Y E ) (127)
=g T W (P EC) (129)

Esta técnica reduz bastante o custo computacional, pois evita a integracao
analitica de cada segmento que, dependendo da lei constitutiva do material, pode ser muito
complexa ou, até mesmo, inviavel. Além disso, para curvas suaves (smooth curves), as
quadraturas de Gauss sdo conhecidas por serem super convergentes, ou Seja, com poucos
pontos de Gauss é possivel obter altissima precisao nos resultados.

A integracdo exata pode ser feita no caso em que a lei constitutiva é representada,
em cada regido, por polindbmios, o que ocorre pela lei constitutiva adotada pela
NBR 6118:2003. Para isso deve-se observar o nimero de pontos de Gauss para cada trecho
polinomial. Segue exemplificado na Tabela 3 o nimero de pontos de Gauss adequados para
cada trecho do diagrama tensdo-deformacdo parabola-retangulo, utilizado pela norma
brasileira, necessarios para integrar exatamente as expressdes dos esforcos resistentes e 0s
termos da matriz constitutiva tangente conforme as equac6es (106), (108), (109), e das
equacdes (114) a (119).

Porém calcular o nimero de pontos de Gauss adequado para cada trecho da
funcdo gera um custo computacional desnecessario, visto que, com a variagdo do nimero de
pontos de Gauss todos 0s pontos variam, ou seja, ndo ha apenas uma incluséo ou exclusao de

pontos.
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O niimero minimo de pontos de Gauss para calcular todos os esforcos e termos da
matriz constitutiva tangente pode ser obtido, para um trecho de diagrama tensdo-deformacao

polinomial, por meio da equacao:

n92(9231 (129)

onde ng é o nimero de pontos de Gauss, g é o grau do trecho da funcéo e | | € o menor

inteiro maior que o valor. Esta relacdo pode ser observada na Tabela 3.

Tabela 3 — Numero de pontos de Gauss para o diagrama parabola-retangulo

N° de Pontos

Expressdo Pardbola Retangulo
@=2 (@=1)
N, 2 2
M, 3 2
M, 3 2
C, 2 1
612 = C_:Zl 2 2
C,;=C, 2 2
C,, 3 2
C_:23 = C_:32 3 2
C,, 3 2

Fonte: Préprio autor.

No caso de um trecho ndo polinomial, este trabalho propde um estudo da curva
ndo polinomial por meio de variacdes de g até que a integracdo de Gauss produza erros
aceitaveis. Entdo, adota-se este g como o grau do polindmio equivalente do trecho da funcgéo
em termos de integracdo de Gauss.

Papanikolaou (2012) propGe uma integracdo de Gauss adaptativa, onde o nimero
de pontos de Gauss é escolhido automaticamente para os trechos do diagrama tensdo-
deformacdo. Porém essa técnica gera um custo computacional desnecessario, pois essa
adaptacéo ¢ feita cada vez que a curva for avaliada no programa.

Enquanto, no método atual, o trecho ndo polinomial € implementado no programa

com um grau equivalente g adequado. Entdo a adaptacdo do trecho ao nimero de pontos de
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Gauss necessarios s6 precisa ser efetuada uma vez, que é durante o estudo, e,

consequentemente, o custo computacional € menor.

4.4.1 Implementa¢do computacional

Neste trabalho foi escolhido, devido a recursos matematicos e gréaficos,
implementar a metodologia de calculo no programa MATLAB/Octave. O MATLAB é um
programa comercial, j& o Octave € um programa livre que usa linguagem semelhante ao
MATLAB.

O quadro a seguir mostra um resumo do algoritmo a ser implementado:

Quadro 2 — Resumo do algoritmo para célculo dos esforcos e da matriz constitutiva tangente.

1. Calcula o baricentro da se¢éo de concreto.

2. Quando necessario, translada a secdo completa para o baricentro calculado.

3. Rotaciona a secdo para o sistema de eixos local por meio da Equacéao (50).

4. Calcula, no sistema local, os esfor¢os e a matriz constitutiva tangente do concreto por
meio das Equacges (120) a (128).

4.1. Se for um segmento de fronteira entre sub-regides, 0 mesmo € descartado.

4.2. Se necessario, divide o segmento em trechos.

4.3. Define o nimero de pontos de Gauss adequado para cada trecho.

5. Retorna os esfor¢os e a matriz constitutiva tangente para o sistema de eixos global por
meio das Equaces (59) e (62).

6. Calcula, se houver, a contribuicdo das barra de ago por meio das Equagdes (66) a (74).

7. Soma-se as parcelas do concreto e do aco para obtencdo dos resultados finais.

Fonte: Préprio autor.
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5 EXEMPLOS

Neste capitulo sdo expostos os resultados dos calculos dos esforcos resistentes e
da matriz constitutiva tangente pelo programa desenvolvido no MATLAB/Octave com o
intuito de verificar se a metodologia aplicada neste trabalho para realizar a integragéo
necessaria para obter os esforcos e a matriz é valida.

Os resultados obtidos pelo programa sdo comparados, inicialmente, com
exemplos mais simples, considerando o material no regime linear, onde os resultados
analiticos sdo obtidos com mais facilidade. Em seguida por exemplos um pouco mais
complicados realizados por Nogueira (2013) e Fafitis (2001), considerando a ndo linearidade
fisica do material por meio do diagrama tensdo-deformacéo parabola-retangulo, 0 mesmo
considerado pela NBR 6118:2003, indo até exemplo mais complicados, como é o caso de
Zupan e Saje (2005) que consideram um diagrama tensdo-deformacéo racional, ou seja, ndo
polinomial, e o efeito do tension-stiffening.

Por fim serd feito um exemplo de aplicacdo utilizando o diagrama tensdo-
deformacdo do Eurocode2:2004 no qual a eficiéncia da metodologia utilizada é comparada
com o Método das Fibras.

Os exemplos serdo comparados quanto a precisdo dos resultados e ao esforco
computacional, neste trabalho foi considerado o Numero de Avalia¢bes da Funcdo (NAF),
funcéo que retorna a tensdo no concreto, necessarios para calcular a contribuicéo do concreto
como parametro de esforco computacional. A contribuicdo do aco ndo é considerada como

parametro porque pode ser obtida de forma trivial.

5.1 Secdo retangular — material elastico linear

A implementacdo computacional de um método de calculo passa por diversas
etapas durante sua concepgdo. A primeira etapa, logicamente, é escrever um algoritmo e,
posteriormente, a primeira versdo da implementacéo. Apds esta etapa € importante fazer testes
para verificar se 0 metodo e a implementacdo estdo corretos. Posteriormente havera,
possivelmente, novas etapas que adicionardo recursos ao programa.

Nos primeiros testes, ainda nas primeiras versoes, ndo se pode comegar a verificar
a implementagcdo com exemplos complexos, pois no desenvolvimento do codigo fonte de um

programa é muito facil cometer pequenos erros. A partir de exemplos mais simples, onde é
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facil obter as solugcbes analiticas, é possivel verificar rapidamente se hd algum erro no
programa ou na metodologia. Contudo, isso ndo garante que o programa funcione para todos

os exemplos testados posteriormente, sendo necessario selecionar exemplos que testem as

mais distintas situacoes.
Este exemplo trata de uma secdo retangular de concreto com dimensdes mostradas

na Figura 25, submetida a flexdo composta obliqua conforme as seguintes deformactes

generalizadas:

&, =0,0001 K, =—0,001m™ x, =—0,001 m™ E, =20x10° kN/m?

Figura 25 — Exemplo a ser testado

-+

0,6 m

0,2m

Fonte: Préprio Autor

Na Figura 26 a seguir, a linha azul representa o contorno da se¢éo, a vermelha os

eixos baricéntricos e a verde a linha neutra nos eixos locais.



70

Figura 26 — Desenho gerado pelo programa

Eixos originais Eixos locais
: : 03
06 g
(| | e— -
T | || — . T S Ot e
= 03 : : = 0
azff L R R & ORI, T U i RN RS A
sill...... | . T N
t e 02
ok T I T,
i i 03[
a 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 03 0.2 0.1 0.1 0.2 0.3

Fonte: Proprio autor.

Tabela 4 — Resultados Obtidos

Expressdo Analitica  Atual
N, -240,00  -240,00
M, 72,00  -72,00
M, -8,00 -8,00
C,, 2,40e+6  2,40e+6
C,=C, 0,00 0,00
C,=C,, 000 0,00
C,, 7,20e+4  7,20e+4
C,.=C,, 0,00 0,00
Css 8,00e+3  8,00e+3

Fonte: Proprio autor.

Entdo, pode-se concluir que para o caso mais simples, que € uma se¢do
duplamente simétrica em relacdo ao centroide, sem barras de aco como reforco e
considerando o material no regime linear, tanto a metodologia de calculo, como a
implementacdo estdo funcionando. Também é possivel observar o desacoplamento da matriz
constitutiva tangente no caso de uma se¢do simétrica, ou seja, a matriz constitutiva € uma
matriz diagonal.

Este exemplo foi importante para mostrar que a metodologia de calculo esta

correta e, principalmente, motivar para 0s proximos testes e aprimoramento do programa.



5.2 Secdo em L — material elastico linear

A proposta deste exemplo é mostrar acoplamento da matriz constitutiva tangente

em um exemplo ndo simétrico. E importante observar que o exemplo ainda continua simples,

porém com uma peculiaridade a mais que o exemplo anterior: a ndo simetria.

Este exemplo trata de uma secdo em L de concreto de dimensdes indicadas na

Figura 27, submetida a flexdo composta obliqua conforme as seguintes deformacdes

generalizadas:
&, =0,0005 Ky =—0,002 m™ x, =—0,003 m™ E, =20x10° kN/m?
Figura 27 — Exemplo a ser testado
0,30 m
0,44 m
:I:0,19 m
* d
k 2,20 m 4
Fonte: Préprio Autor
Figura 28 — Desenho gerado pelo programa
Eixos originais Eixos locais
R R R R R R R R R SR AR R R R
151
SN DU, W . SR SR
05+ .............. ...............................................
ol : :
DI DIS 1I 1I5 2I —D.IS 1] 015 1I 1I5
X xl

Fonte: Proprio autor.
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A Tabela 5 mostra os resultados obtidos neste exemplo. Pode-se perceber que os
resultados coincidiram mais uma vez com os valores analiticos. Entdo, pode-se concluir que
para 0 caso de uma figura assimétrica em relacdo ao centroide, sem barras de aco como
reforco e considerando o material no regime linear tanto a metodologia de célculo, como a
implementacéo estdo funcionando.

Este exemplo foi importante para mostrar que, mesmo com alteracfes na

geometria da secdo, 0 programa se mantém preciso.

Tabela 5 — Resultados Obtidos

Expressdo Analitica  Atual

N, -4930,00 -4930,00
M, -891,94  -891,94
M,  -13858,57 -13858,57
C,, 9,86e+6  9,86e+6
C,=C,, 000 0,00
C,=C; 0,00 0,00
Cy, 9,45e+4  9,45e+4
C,,=C,, 266e+5 2,66e+5

Cas 4,53e+6  4,53e+6
Fonte: Proprio autor.

Apesar de ndo estar explicito na tabela, os resultados coincidiram até a quinta casa

decimal, que foi o nimero de casas decimais escolhido para comparacao entre os resultados.

5.3 Secdo retangular de Nogueira (2013)

O proposito deste exemplo é avaliar a consideragdo da ndo linearidade fisica do
material por meio do diagrama tensdo-deformacdo parabola-retangulo e verificar o célculo da
contribuicéo do reforgo de aco na segéo.

As deformagdes serdo avaliadas conforme Nogueira (2013) que utilizou uma

tabela de estados de deformagéo para avaliar o Método das Fatias.
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Tabela 6 — Estados de Deformacéo

Casos &min Emax x(m™ &n
a -0,0050  -0,0040 0,001666667 -0,00450
a -0,0050 -0,0030 0,003333333 -0,00400
as -0,0050 -0,0010 0,006666667 -0,00300
W -0,0050 0,0005 0,009166667 -0,00225
by -0,0030 -0,0020 0,001666667 -0,00250
b, -0,0030  -0,0010 0,003333333 -0,00200
b3 -0,0030 0,0005 0,005833333 -0,00125
C1 -0,0150 -0,0005 0,024166667 -0,00775
Co -0,0150 0,0005 0,025833333 -0,00725
ds 0,0005 0,0050 0,007500000 0,00275

Fonte: Nogueira (2013)

Este exemplo trata de uma secdo retangular de concreto de dimensdes e reforgo
conforme a Figura 29 submetida a flexdo composta reta de acordo com as deformacdes
generalizadas sugeridas por Nogueira (2013). Lembrando que a orientacdo vetorial utilizada
por Nogueira (2013) é diferente do trabalho atual, sendo necessario trocar o sinal da curvatura

na entrada de dados. Os dados considerados para 0 aco e concreto sao 0s seguintes:

f, = 20000 kN /m?
f, = 500000 kN /m®

E, = 210000000 kN /m?

Figura 29 — Exemplo a ser testado

3,7cm

As'=1,0 cm?

60cm

As=2,5cm?

3,9cm

20cm

Fonte: Nogueira (2013).
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Figura 30 — Desenho gerado pelo programa no caso a4

Eixos originais
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Eixos locais

Fonte: Proprio autor.

i i
01 o 0.1

O ponto, no desenho gerado pelo programa, representa as barras de aco.

Tabela 7 — Resultados obtidos para os diversos casos

Deformagdes Solucéao Atual Erro
Caso
&m x (m™h) N Mx N Mx
a -0,00450 0,001666667 -175,000 19,444 0,000% 0,000%
a -0,00400 0,003333333 -770,000 153,140 0,000% 0,000%
as -0,00300 0,006666667 -1561,920 158,620 0,000% 0,000%
a -0,00225 0,009166667 -1279,000 12,699 0,000% 0,000%
b, -0,00250 0,001666667 -2551,430 14,347 0,000% 0,000%
b, -0,00200 0,003333333 -2403,310 -20,701 0,000% 0,000%
bs -0,00125 0,005833333 -1633,770 -163,273 0,000% 0,000%
C -0,00775 0,024166667 -521,429 123,527 0,000% 0,000%
C, -0,00725 0,025833333 -462,453 94,860 0,000% 0,000%
d; 0,00275 0,007500000 -1538,520 119,395 0,000% 0,000%

Fonte: Proprio autor.
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Os resultados obtidos, conforme a Tabela 5, sdo exatos utilizando poucos pontos

de Gauss. Mais precisamente, o maior nimero de pontos de Gauss utilizados foi trés, gerando,

para 0 caso a4, por exemplo, um NAF igual a 18. Por outro lado no Método das Fatias é



75

necessario, segundo Nogueira (2013), um NAF de pelo menos 100 para garantir uma preciséo
aceitavel dos esforcos referentes a area de concreto.

Com essa simples comparagdo com o Método das Fatias, que é um caso especifico
do Método das Fibras, é possivel notar a vantagem da utilizacdo da metodologia desenvolvida
neste trabalho. Utilizando esta metodologia € possivel obter, principalmente para diagramas
tensdo-deformacdo polinomiais, uma precisdo exata com um esforco computacional bem
menor, pois, no caso do Método das Fatias, com um esforco bem superior, é possivel obter
apenas erros aceitaveis.

Os resultados analiticos obtidos para comparacdo dos resultados foram obtidos

por Nogueira (2013) por meio das equagdes analiticas desenvolvidas por ~ Melo (2000).

5.4 Secdo retangular de Fafitis (2001)

O proposito deste exemplo é ampliar o exemplo de Nogueira (2013) para o0 caso
em que a secdo é submetida a flexdo composta obliqua.

No trabalho de Fafitis (2001), os dados de entrada ndo puderam ser obtidos
diretamente para ser utilizados neste trabalho, sendo necessario fazer algumas manipulagdes.
Dentre as manipulacGes estdo a necessidade de determinar as coordenadas das barras no
sistema de eixos global, visto que era dado no local e de calcular as deformacdes
generalizadas a partir da posicdo da linha neutra dada e da deformacdo axial minima. Além
disso, os dados do trabalho de Fafitis (2001) apresentam apenas trés casas decimais. Os dados

de entrada deste exemplo seguem na tabela a seguir, inclusive os dados manipulados.
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Tabela 8 — Dados de entrada

Dados Valores
f, 0,85x5 ksi

Abarras 1’27 In2
f, 60 ksi
E. 30000 ksi
X1 4,000 in
Y 3,725 in
Xs 16,000 in
Y, 3,725 in
X3 16,000 in
Y3 25,732 in
X4 10,000 in
Y, 25,732 in
Xs 4,000 in
Ys 25,732 in

Fonte: Proprio autor.

Onde X; e Y; sdo as coordenadas das barras de aco que tiveram que ser
transformadas do sistema de eixos local, dados de Fafitis (2001), para o sistema de eixos
global.

As deformacdes generalizadas sdo obtidas por meio de manipulacdo dos dados
fornecidos por Fafitis (2001), conforme a Figura 31. Entdo, para este exemplo, as
deformacdes generalizadas sdo:

£, =-0,001271012381646 «, =-0,000127458120903/~/2 cm™  «, =&,

Figura 31 — Exemplo a ser testado
h £

3 2
W
5 4 N A
O &b O ,// /
/.v/ P
14732 A
27.460
~Plasti¢ Centroid
30.000 o3
¢ %
%
N
AN
15.268 )
O
2 \,
I a N x
4 4 1
L

d 20.000

N

Fonte: Fafitis (2001).
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Figura 32 — Desenho gerado pelo programa

Eixos originais Eixos locais

Fonte: Proprio autor.
Este exemplo também foi utilizado por Papanikolaou (2012) que calculou o valor

exato para os esforcos utilizando 100 pontos de Gauss. A Tabela 9 compara os resultados

obtidos nos trés trabalhos.

Tabela 9 — Comparagdo com resultados da literatura

Esforcos Solucédo Exata Solucéo Solucdo Diferenca ErTo
¢ Papanikolaou (2012) Fafitis (2001)  Atual Fafitis
N, -1999,66 -1997,29 -1999,63 0,117% -0,002%
My -7405,90 -7411,72 -7406,62 -0,069% 0,010%
My 2820,60 2796,55 2820,60 0,853% 0,000%

Fonte: Préprio autor.

Na teoria, como foi utilizado o nimero de pontos de Gauss adequados para cada
curva, os resultados obtidos pelo trabalho atual deveriam ser exatos. Contudo, devido a
necessidade de manipular os dados de entrada do programa, e ao uso de poucas casas
decimais por Fafitis (2001), foi gerado esse erro residual.

Este exemplo também propiciou demonstrar que a metodologia de integracéo
pode ser utilizada para outros pontos de referéncia além do centrdide, como, por exemplo, o
centréide plastico, que é o ponto de referéncia deste exemplo.

O esforgco computacional também reduziu significativamente, pois, enquanto a
metodologia atual necessitou de um NAF de, apenas, 24 para calcular com alta preciséo

(exatamente) os esforcos na area de concreto, 0 Método das Fibras, seguindo a orientagdo de
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Nogueira (2013), necessitaria dividir cada lado em 100 vezes, o que geraria 10000 &reas

menores a serem calculadas e, consequentemente, um NAF de 10000.
5.5 Secéo | de Zupan e Saje (2005)

Os exemplos anteriores demonstraram que a metodologia de célculo deste
trabalho funciona bem para os esforcos resistentes e para o diagrama tensdo-deformacéo
sugeridos pela NBR 6118:2003 (parabola-retangulo), que € uma curva com trechos
polinomiais.

Nos exemplos de Zupan e Saje (2005) é possivel verificar a metodologia do
trabalho para os termos da matriz constitutiva tangente, pois os autores apresentam de forma
clara e direta os resultados obtidos. Além disso, avaliar a metodologia quanto a um diagrama
tensdo deformacdo ndo polinomial, segundo Zupan e Saje (2005) apud Desayi e Krishnan
(1979), e quanto a consideracdo do tension-stiffening linear, segundo Bergan e Holand (1979).

Este exemplo trata de uma secdo em | de concreto, de geometria ndo simples, sem

reforco, conforme a Figura 33. Os parametros necessarios estao explicitos a seguir:

g, =—-8x107°

g =-2,2x10"°
&, =55x10"°

£, =7,0x10"
f. =33 kN/cm?

As tensOes generalizadas para este exemplo séo:

g, =—0,0010 Ky =—0,0002 cm™ x, =0,0001 cm™
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Figura 33 — Exemplo a ser testado
25 25

A,

30

-30 A

-42

-20 -7 7 20

X
Fonte: Zupan e Saje (2005) adaptado.
Figura 34 — Desenho gerado pelo programa

Eixos originais Eixos locais

Fonte: Proprio autor.

E importante ressaltar que Zupan e Saje (2005) apresentaram os resultados com
apenas duas casas decimais. Logo a comparacao foi feita para apenas duas casas decimais, 0
que prejudica a mensuracao da precisdo. Outro fato importante € que, durante os testes, foi
percebido que o nimero de pontos de Gauss necessarios para integrar a curva adotada por
Zupan e Saje (2005) de forma precisa equivale ao nimero de pontos necessarios para integrar
um polindbmio de 4° grau exatamente. Logo é como se a curva fosse aproximada a um

polinémio de 4° grau, em termos de integracdo de Gauss, vide Tabela 10.



80

Tabela 10 — Comparacéo dos resultados com curva equivalente a polinémio do 4° grau
Solucdo Exata Solucao

Esforgos Zupan e Saje (2005) Atual Erro
N -1,88E+03 -1,87E+03 -0,532%
My -3,67E+04 -3,67E+04  0,000%
My -6,58E+03 -6,58E+03 0,000%
Cuy 5,25E+04 5,25E+04  0,000%
Co, -4, 72E+06 -4, 72E+06  0,000%
Cis -8,38E+05 -8,38E+05 0,000%
Cx -1,19E+08 -1,19E+08 0,000%
Cx -2,73E+07 -2,73E+07 0,000%
Cas -1,38E+07 -1,38E+07 0,000%

Fonte: Proprio autor.
Para a obtencédo destes resultados foi necessario um NAF de, apenas, 58, ou seja,

um esforco computacional baixo, tendo em vista a complexidade do diagrama tensdo-

deformacédo utilizado e a geometria assimétrica da secao.

5.6 Retangulo vazado de Zupan e Saje (2005)

Este exemplo visa testar a metodologia do trabalho quanto a utilizacdo de sec¢des
vazadas. Todos os parametros do exemplo anterior serdo mantidos, exceto as deformacdes

generalizadas.
Este exemplo trata de uma secdo retangular vazada de concreto, sem reforco,

conforme a Figura 35. As tensdes generalizadas para este exemplo séo:

£, =—0,0010 K =0,00005 cm™ K, =-0,0001 cm™

E importante citar que, aparentemente, Zupan e Saje (2005) trocaram «, e
visto que a rotagdo ndo coincidia com as curvaturas citadas no trabalho dos mesmos. Contudo,
depois deste ajuste, tantos os resultados (Tabela 11), como o desenho do programa atual

coincidiram (comparar Figura 36 e Figura 37) com o de Zupan e Saje (2005).



Figura 35 — Exemplo a ser testado
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Fonte: Zupan e Saje (2005) adaptado.
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E interessante observar o sentido anti-horario no contorno externo e o sentido

horéario dos pontos no contorno interno.

500 - ;

Figura 36 — Desenho gerado pelo programa
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Fonte: Proprio autor.
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Figura 37 — Resultado Zupan e Saje no sistema de eixos local
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Fonte: Zupan e Saje (2005).

Tabela 11 — Comparagéo dos resultados com curva equivalente a polinbmio do 4° grau
Solucdo Exata Solucdo

Esforgos Zupan e Saje (2005) Atual Erro
N, -2,13E+04 -2,13E+04 0,000%
My 7,35E+05 7,35E+05 0,000%
My -2,13E+05 -2,13E+05 0,000%
Cu 2,24E+06 2,24E+06 0,000%
Cop 1,04E+08 1,04E+08 0,000%
Cis -2,67E+07 -2,67E+07 0,000%
Co 6,94E+10 6,94E+10 0,000%
Coa 3,78E+10 3,78E+10 0,000%
Cas 1,76E+10 1,76E+10 0,000%

Fonte: Proprio autor.

Entdo podemos concluir que, para secOes vazadas, a metodologia e a

implementacdo atuais mantém o mesmo desempenho, pois foi obtido um NAF igual a 78.

5.7 Segédo em L de concreto armado
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Os exemplos anteriores demonstraram a preciséo e eficiéncia computacional da
metodologia aplicada neste trabalho. Este exemplo visa aplicar a metodologia atual e o
Método das Fibras, que € uma metodologia de simples aplicacdo e muito utilizada na
literatura, para verificar a convergéncia dos resultados por Fibras, e comparar os métodos
quanto a precisdo e esfor¢co computacional dos mesmos.

Visando esta comparacdo sera feito um pilar em L, conforme a Figura 38,
reforcado com barras de aco. As coordenadas das barras estdo descritas na Tabela 12 que
tomou a extremidade inferior esquerda da se¢do como origem do sistema de coordenadas.
Além disso, este exemplo utiliza o diagrama tensdo-deformacdo sugerido pelo
Eurocode2:2004.

Figura 38 — Exemplo a ser testado
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Fonte: Proprio autor.

Todas as barras séo de ago CA-50 ( f, =500x10°kN/m? e E, =210x10°kN/m?)
e possuem diametro efetivo de 25 mm. Os demais parametros estdo descritos a seguir:

f_=38x10°kN/m?
£, =-2,16187687x10"°
E,. =32,83656803x10°kN /m?

As deformacdes generalizadas utilizadas neste exemplo séo:

&£, =—0,0001 xy =0,0010 m™ x, =—0,0008 m™

Na Tabela 12 a seguir esta descrita a posicao de todas as barras.
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Figura 39 — Desenho gerado pelo programa
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Tabela 12 — Posig¢oes das barras de ago

Barra Xi (m) Y; (m)
1 0,0505 0,0505
2 0,2495 0,0505
3 0,4583 0,0505
4 0,6167  0,0505
5 0,7750 0,0505
6 0,9333 0,0505
7 1,0917 0,0505
8 1,2500 0,0505
9 1,4083 0,0505
10 1,5667 0,0505
11 1,7250  0,0505
12 1,8833  0,0505
13 2,0417  0,0505
14 2,0990  0,0505
15 00505  0,1395
16 0,2495  0,1395
17 04583  0,1395
18 06167  0,1395
19 0,7750  0,1395

0
xl

i i I I
02 04 0B 08

i
1
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20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

0,9333
1,0917
1,2500
1,4083
1,5667
1,7250
1,8833
2,0417
2,0990
0,0505
0,2495
0,0505
0,2495

0,1395
0,1395
0,1395
0,1395
0,1395
0,1395
0,1395
0,1395
0,1395
0,2645
0,2645
0,3895
0,3895

Fonte: Proprio autor.

Tabela 13 — Comparacdo Métodos das Fibras x metodologia atual

Métodos das Fibras - Erro

Esforgos Sﬂ:ﬂjﬁo

5x5 10x10  20x20 50x50 100x100 200x200
N 5,05741E+03 -1,717% -0,310% -0,072% -0,011% -0,003% -0,001%
My 9,07905E+01  7,329% 2,071%  0,402% 0,070%  0,018%  0,004%
My 2,27651E+03 -4,876% -1,232% -0,314% -0,050% -0,012% -0,003%
Cuy 1,49313E+07  0,755% -0,046% -0,021% 0,024% -0,004% 0,001%
Co, 2,43026E+05 -17,968%  5,360%  0,212% -0,173%  0,086% -0,010%
Cis 5,87331E+06 -3,360% -0,130% -0,082% -0,032%  0,002% -0,002%
Cx 1,86965E+05 -1,003% -0,703% -0,114% 0,002% -0,013%  0,000%
Cxs 4,30180E+05  3,083% -0,113%  0,003% 0,036% -0,007%  0,002%
Cas 6,05661E+06 -2,111% -0,697% -0,170% -0,022% -0,008% -0,001%
NAF 26 75 300 1200 7500 30000 120000

Fonte: Proprio autor.
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Notou-se que, para a curva do Eurocode2:2004, a integracdo por Gauss, assim

como a aproximagéo utilizada nos exemplos de Zupan e Saje (2005), aproximando a curva de

uma curva polinomial do 4° obteve resultados bem satisfatorios. Tanto a partir da Tabela 13,

quanto da Figura 40 é possivel observar que os resultados obtidos pelo Métodos da Fibras

convergem para a solucdo obtida pela metodologia atual, utilizando a aproximagdo do

polindmio de 4° grau.
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Figura 40 — Grafico do erro do Método das Fibras com o aumento das divisdes
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Fonte: Proprio autor.
Percebe-se, neste exemplo, conforme a Tabela 13, que, para uma divisdo dos

retdngulos em 20x20 em cada lado obteve-se, para todos os termos, um erro aceitavel abaixo
de 5%. Porém, para este caso, foi necessario um NAF de 1200, enquanto a metodologia de
calculo utilizada neste trabalho necessitou, para um céalculo praticamente exato, um NAF de,
apenas, 26, 0 que demonstra sua alta precisdo com o baixo esforco computacional quando
comparada com o Método das Fibras.

E interessante observar também a convergéncia dos resultados para o resultado
obtido pela metodologia de calculo atual, demonstrando que os resultados obtidos neste

trabalho estdo bem préximos dos resultados exatos.
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6 CONCLUSAO

O presente trabalho apresentou inicialmente uma revisdo sobre os principais
métodos de integracdo em sec¢Bes submetidas a flexdo composta reta e obliqua, passando por
métodos que integram direto na regido, analitica ou numericamente, até métodos de
integracdo no contorno, com o emprego do Teorema de Green, também podendo ser analitica
Ou numericamente.

Com base nesta revisao foi desenvolvida uma metodologia de célculo dos esforcos
resistentes e da matriz constitutiva tangente, baseada no uso do Teorema de Green e da
quadratura de Gauss, como utilizado por Fafitis (2001) e Papanikolaou (2012). Esta
metodologia foi implementada com sucesso, conforme mostrado nos exemplos numeéricos.

Este trabalho teve como principais contribuicbes a extensdo da metodologia
utilizada por Papanikolaou (2012) para o célculo da matriz constitutiva tangente, o uso da
equacdo paramétrica dos segmentos de reta na obtencdo das integrais no contorno, o
desenvolvimento de um algoritmo eficiente para a subdivisdo dos segmentos em trechos e
uma abordagem mais simples e eficiente para tratar curvas tens@o-deformacdo néo
polinomiais.

A metodologia de célculo foi avaliada desde exemplos mais simples, como uma
secdo duplamente simétrica, sem reforco e no regime linear, até exemplos mais complexos,
como os exemplos de Nogueira (2013) e Fafitis (2001), que utilizam o diagrama tenséo-
deformacéo parédbola-retangulo e consideram a contribuicdo do ago. Em todos estes exemplos
foram obtidos resultados exatos.

Os exemplos de Zupan e Saje (2005) possuem geometrias complexas e a curva
tensdo-deformagdo ndo polinomial, incluindo a consideragdo do tension-stiffening. Estes
exemplos foram fundamentais para validacdo da metodologia proposta, pois estes autores
apresentaram de forma clara todos os esforcos e termos da matriz calculados analiticamente.
Neste caso, 0s resultados obtidos pelo método proposto sdo indistinguiveis dos apresentados
no trabalho citado.

O ultimo exemplo teve como objetivo comparar a metodologia atual com o
Método das Fibras para o caso de uma secdo complexa e diagrama tensdo-deformacdo nédo
polinomial (Eurocode2:2004). Os resultados obtidos mostraram que o Método das Fibras
necessitou de 1200 avaliacGes da relacdo tensdo-deformacéo para calcular os resultados com

um erro aceitavel, enquanto a metodologia proposta necessitou apenas de 26 avaliacdes.
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Desta forma, pode-se concluir que o objetivo deste trabalho de desenvolver e
implementar um método robusto, preciso e eficiente para célculo dos esforgos internos e da
matriz tangente de secOes transversais de concreto armado foi atingido. O uso da integracao
no contorno via Teorema de Green permite o tratamento de se¢des poligonais com qualquer
geometria. O método pode ser aplicado a se¢bes com trechos curvos (e.g. circulares) desde
que estas curvas sejam aproximadas por poligonais.

Diversas relagdes tensdo-deformacdo, normalmente definidas por trechos, tem
sido propostas para representar o comportamento do concreto, tanto na compresséo quanto na
tracdo. O uso da integracdo analitica leva a expressdes complexas e de dificil implementacéo,
uma vez que cada esforco interno e termo da matriz tangente precisa ser integrado
separadamente. Adicionalmente, diferentes expressdes sdo obtidas para cada trecho de cada
curva, tornando a implementagdo computacional de uma nova relacdo tensdo-deformagéo
trabalhosa e sujeita a erros.

Por outro lado, o uso do algoritmo de subdivisdo automatica dos segmentos e da
quadratura de Gauss pelo método proposto torna a implementacao genérica, i.e. independente
da curva tensdo-deformacdo, e produz resultados exatos para curvas polinomiais e com
elevada precisdo mesmo para curvas ndo polinomiais. O nimero de pontos de Gauss
necessarios para a obtencdo de bons resultados para uma curva ndo polinomial pode ser
estudada previamente através de exemplos numéricos. Esta abordagem é mais eficiente do
que a utilizacdo de integracdo adaptativa, sendo recomendada quando o numero de
integracdes a ser realizado é elevado, como na andlise ndo linear de porticos espaciais.

Finalmente, apesar da formulacdo e implementacdo computacional do método
proposto ser mais complexa que a do Método das Fibras, esta implementacdo sé precisa ser
realizada uma vez. Uma vez que a implementacéo for testada, o trabalho de implementacéo de
novas curvas tensdo-deformacdo para uso, nos dois métodos, é exatamente 0 mesmo. Por
outro lado, a preciséo e eficiéncia computacional do método proposto sdo muito superiores a
do Método das Fibras.

6.1 Trabalhos Futuros
A principal sugestdo para novos trabalhos é aplicar o método proposto na analise

n&o linear, por meio do Método dos Elementos Finitos (MEF), de vigas ou pilares submetidos
a flexdo composta obliqua utilizando a metodologia de integracdo na secdo desenvolvida
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neste trabalho para obter os termos da matriz constitutiva tangente, que é necessaria nas
iteracGes de um procedimento incremental-iterativo como o Método de Newton-Raphson para
a resolucéo das equacdes de equilibrio.

Outro trabalho sugerido é o uso da metodologia de célculo dos esforcos
resistentes, desenvolvida neste trabalho, para ser utilizado no dimensionamento de pilares
submetidos a flexdo composta obliqua gerando, inclusive, as curvas ou superficies de
interacdo utilizadas no dimensionamento.

Ainda seria possivel realizar uma ampliacdo da metodologia desenvolvida neste
trabalho, que é voltada para o concreto armado, para calcular os esforgos resistentes e a matriz

constitutiva tangente de se¢des mistas aco-concreto.
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