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Introducao

Muitas questdes em Fisica-Matemadtica ou em Geometria Diferencial envolvem
problemas de minimizagdo , onde seqiiéncias minimizantes nao sao automatica-
mente compactas por argumentos standard de Analise Funcional. Tipicamente, a
perda de compacidade é devida a invariancia do dominio, por exemplo IR", por
grupos nao compactos de translacoes e dilatagoes ; ou ainda pela perda de mer-
gulhos compactos, muitas vezes pela nao limitagdo do dominio ou por estarmos
trabalhando com expoentes criticos.

O principal avango para lidarmos com esta perda de compacidade foi obtido por

Lions, P. L. em quatro célebres artigos:

e The concentration-compactness principle in the Calculus of Variations. The

locally compact case, part 1 and part 2 [PL1] e [PL2]

e The concentration-compactness principle in the Calculus of Variations. The

limit case, part 1 and part 2 [PL3] e [PL4]

Os dois primeiros apresentam um método para resolvermos problemas de
minimizac¢do em dominios nao limitados. E derivada de um principio heuristico a
equivaléncia entre a compacidade de todas as seqiiéncias minimizantes em uma con-
dicdo de sub-ditividade. A prova é baseada no Lema de Concentragio e Compaci-

dade, o qual é obtido com a nogao de fungoes de concentracao de uma medida.
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Os casos limites, estudados nos dois outros artigos, tratam de problemas que
envolvem expoentes criticos de Sobolev. E utilizada uma robusta ferramenta da
teoria da medida em sua prova.

Ambos os principios sdo usados para examinar o comportamento de seqiiéncias
fracamentes convergentes em espacos de Sobolev, nas quais a perda de compacidade
ocorre devido ao aparecimento de expoentes criticos ou devido a nao limitagao do
dominio.

Estes trabalhos revolucionaram a pesquisa em Métodos Variacionais, e foram
um dos mais importantes trabalhos do professor Lions, P. L., que o levaram a ser
agraciado com a condecoragao maxima para um matematico: a Medalha Fields.

No primeiro capitulo desta Disserta¢do iremos apresentar algumas ferramentas
mateméticas bésicas para a leitura dos capitulos posteriores. Entre estes, ap-
resentaremos alguns resultados sobre: Operadores ndo Lineares em Espagos de
Banach, Espacos de Sobolev, Resultados nao Standard em Anélise Funcional. Neste
{iltimo, temos a oportunidade de apresentar alguns resultados originais. Uma con-
jectura no ambito de Analise Funcional é levantada, e estabelecemos um resultado
que versa sobre uma desigualdade de convergéncias fracas em importantes espagos.
No final, listamos algumas questdes que ainda nao conseguimos responder.

O segundo capitulo é destinado ao Primeiro Principio de Concentragao e Com-
pacidade. Inicialmente, é feita toda a teoria necessaria para a obtengao do Teorema
de Helly, o qual é uma peca fundamental na prova do Lema de Concentragao e
Compacidade. Abordamos em seguida o principio heuristico do método; mostrando
como devemos aplicar o Lema de Concentragio e Compacidade. Provamos o Lema
de Concentracio e Compacidade na terceira segao deste capitulo. Em seguida apre-
sentamos uma aplicacdo do método para a solugéao de uma E.D.P. modelada no R".

Uma robusta aplicacdo do Lema de Concentragao e Compacidade é apresentada

do terceiro capitulo para o estudo de um problema de minimizagao no L'(IR™). Esta
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aplicacdo modela um problema em Astrofisica e em Mecéanica quantica.

O quarto capitulo apresenta uma extensao do Lema de Concentragao e Compaci-
dade para espacos que admitem derivadas fracas, por exemplo o H HIR®). E uma
espécie de versdo suave do Lema de Concentragdo e Compacidade. A prova é esta-
belecida em suavizarmos as funcdes caracteristicas de abertos do IR", utitizando as
funcoes fornecidas pela particao da unidade. Em seguida, resolvemos uma equacao
de Schrodinger nao linear, definida no IR".

O segundo Principio de Concentragao e Compacidade, utilizado na abordagem
de problemas que envolvem expoentes criticos, é apresentado no quinto capitulo.
Como aplicagao, resolvemos o problema:

. ) 1 1
-Apu = Blujt%, >0, p>1, -—-=--—=
= DL;J('IR??}

No sexto capitulo apresentamos uma extensdo do segundo Principio de Con-
centracao e Compacidade, conhecido como: Principio de Concentragio e Compaci-
dade no Infinito, que fornece informagoes da possivel perda de massa das medidas,
fornecidas pelo segundo Principio de Concentragido e Compacidade, no infinito. Co-
mo aplicacdo resolvemos o Problema de Yamabe, que possui o seu significado no
ambito da Geometria Diferencial.

O sétimo capitulo é destinado ao estudo da primeira parte do artigo devida a
Brezis — Nirenberg: Positive Solutions of Nonlinear Elliptic Equations Involving

Critical Sobolev Ezponents [BrN|. Apresentamos o problema:

—~Au = du+ufu/F? em €2
() >0, em §2
U =0, em Of

estudado por Brezis-Nirenberg, no artigo acima citado, utilizando uma visao prilive-

giada de alguém que ja tem conhecimento do Principio de Concentragao e Compaci-

dade; ferramenta esta desconhecida pelos autores na elaboracao deste artigo; apesar
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do ” eérmem” do Principio de Concentracao e Compacidade pairar neste trabalho,
g I G

como pode ser observado na referéncia [21] listada neste artigo.




Capitulo 1

Preliminares

1.1 Operadores nao Lineares e Cdalculo em Es-
pacos de Banach

Nesta secdo iremos discutir alguns dos vérios resultados sobre Analise Funcional nao

Linear, utilizados direta ou indiretamente em todos os capitulos posteriores.

1.1.1 Continuidade e Limitacgao

Definicdo 1.1 Sejam IE e IF dois espagos de Banach. Uma aplicagdo f : IE — IF
¢ dita ser continua (fortemente continua), se para toda seqiéncia (Tp)n>1 € FE
convergente, digamos, T, — x, tivermos que f(x,) — f(z) em IF.

Uma aplicagio f : IE — IF é dita ser uniformemente continua se para cada € > 0

dado; existe 6 = 6(e) > 0 tal que:

le-yle<s =  [f@-f@lr<e

Observemos que continuidade uniforme implica em continuidade, contudo a

reciproca é falsa, mesmo entre espacos de dimensao finita e quando restrito a

8
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qualquer conjunto compacto, a nogao de continuidade uniforme e continuidade co-

incidem.

Defini¢do 1.2 Dizemos que uma aplicagio f : IE — IF' € limitada, se para todo

conjunto A C IE limitado, f(A) C IF € um conjunto limitado.

E valido observar que no caso em que f é linear, a nogéo de continuidade e limitagao
coincidem, e no caso em que dim IE < oo, continuidade implica limitagao .

O caso em que mais nos interessa, dim IF = oo, a iltima asser¢ao nao ¢ vélida,
tendo em vista que, neste caso, IE ndo € localmente compacto. Contudo nos temos

o seguinte resultado:

Proposiciao 1.3 Seja f : IE — IF uma aplicacdao uniformemente continua. Entao
AL i (

f € limitada.

Prova: Claramente, é suficiente mostrarmos que para todo R > 0, f( B(R) ) C FF

é um conjunto limitado, onde B(R) = {z € E : ||z||p < R}. Tomando e =1 ¢

lE<6=|f(z)-fWlr <1, Vz, yec

possivel encontrarmos é > 0 tal que: ||z —y
. Escolhemos um n € IN suficientemente grande, tal que né > 2R. Se £ € B(R),
existem n pontos g = £, #1, Ty, ... ,Tp =0 com ||z; — z;_1||E < 6. Assim:

n—1

1£©) = FOlr < Y IIf(@:) = f@i)llr < (n 1)

IFEllr < (n—1) + [ FO)llr

Como £ foi tomado arbitrario, segue-se o teorema ®
Existem outras nocoes importantes de continuidade de fun¢oes definidas em espagos

de Banach, tendo em vista varias topologias que podemos munir os mesmos. Entre

elas destacamos:
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1. Aplicagao seqiiéncialmente Fracamente Continua: =, — rem [ =

f(z,) — f(x) em IF

2. Aplicagio Completamente Continua: z, — z em E = fles) —

f(z) em IF

E claro que se uma aplicagao é Completamente Continua entao a mesma é continua
e seqiiéncialmente Fracamente Continua. Estas outras nogoes de continuidade, tem
se mostrado muito ttil em diversos aspectos, inclusive para mostrar limitacao de

aplicacoes , como mostra a seguinte proposicao:

Proposicao 1.4 Sejam IE e IF espagos de Banach com IE reflexivo. Se f:IFE —

IF é uma aplicagio squéncialmente fracamente continua. Entdo f é limitada.

Prova: Suponha por absurdo que f ndo seja limitada, entdao deve existir uma
seqiiéncia limitada (z,) € IE tal que || f(z,)||r — oo. Pela reflexibilidade de
IE, a menos de uma subseqiiéncia, podemos assumir que T, — T. Por hipétese

f(x,) — f(x), o que contradiz a nao limitagao da sequéncia {f(z,)} m

1.1.2 A Integral de Bochner

O objetivo desta secio é definirmos a integral de uma funcao vetorial, definida em
um espaco de medida, tomamdo valores em um espago de Banach. Durante esta

secao, (€, A, p1) serd um espago de medida e JF' um espago de Banach.

Defini¢ao 1.5 Uma fungdo 1 : 8 — IF serd uma funcao escada se existirem

conjuntos mensurdveis Ay, Aa, ... ,Ar , p(4;) < oo, j=1,2, ok, AiNA;=0e

. ; k
vetores { vy, va, ... ,vx } C IF tais que ¢ = ZJ.:I Uy Kok
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3 y . - . - k
Como estamos interessado em construir uma teoria de mtegra@ao , 8e Y = 2!11 Vg -

X4, ¢ uma funcdo escada, devemos definir de forma natural

; k
/ dp = Z u(A;) - v
Ja —

Claramente, saber integrar apenas fungdes escadas nao nos é muito 1til. Para isso
devemos. como ocorre na teoria cléssica e integracao a Lesbegue, estender a nogao
integral para ”fungdes mensurdveis”. No nosso contexto somos levados a dar a

seguinte definicao .

Definicdo 1.6 Uma fungio v : Q@ — IF' € dita mensurdvel se existe uma seqliéncia

de funcdes escada 1, tal que ¥, — ¥ q.t.p. !

Deveremos dizer que uma funcgao é integravel, se a mesma pode ser bem aproximada

por funcoes escadas.

Definicao 1.7 Dizemos que uma fungdo f : (0, A, p) — IF definida em um es-
paco de medida (9, A, 1) tomando valores em um espago de Banach IF° ¢ Bochner
integrdvel se existir, uma seqiéncia de funcoes escada (fa)nz1 com fn — f q.t.p.
tal que:

lim [ (1£(0) = £ (0)d =0

Para todo A € A, a Integral de Bochner de f em A € definida por:

/fmwznmfmmmmw
A n—02 S0

Proposicdo 1.8 A Integral de Bochner estd bem definida, isto €, o limite independe

da seqiiéncia de fungdes escada que aproxima a fungdo.

IDizemos que 1 é fracamente mensuravel se para todo A € IF, Ao : ) — IR é mensuravel.

O Teorema de Pettis nos garante que, quando IF' é separavel as duas nogdes sao equivalentes.
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Prova: Seja(fy,)n>1 uma seqiiéncia de funcgoes escadas que aproxima f.

‘/ S~ / fudu| < / 1 fn = filldpe
A JA I Ja

< /1 1f = filldp + /l 1o = flldp < €

se n e k sdo suficientemente grandes. Isto mostra que _]'4 fndp é uma seqiiéncia de
Cauchy em JF', e portanto convergente.

Ademais se e (gn)n>1 € outra seqiiéncia de fungoes escadas que aproximam f, temos:

\/qn— Fadu| < /|f fulldia + /wn flldu<e

se n for tomado suficientemente grande. =
A principio é uma tarefa nao trivial julgarmos se uma determinada aplicagao é ou

nao Bochner Integrdvel. Contudo o préximo teorema viabiliza a teoria:

Teorema 1.9 (S. Bochner) : Uma fungao mensurdvel f : {2 — IF é Bochner

integravel se e somente se ||f|| : @ — IR € integrdvel

Prova: Suponha que f seja Bochner integrével. Por definicdo deve existir uma

seqiiéncia de funcoes escada f, tais que :f, — f q.t.p. e [||fn — flldp — 0.

N o |
;./ 1ull - ] 1l < / 1Full = 1 filllde < / 1o — fillds

logo a seqiiéncia [ ||f|| é de Cauchy. Assim | f,|| converge em LY((Q, Ap) ;IR).

\full — |If]| em Z'((€2, Ap) ;IR). Donde

Como ||fall — I f]l g.t.p., segue-se que

If]

Suponha agora que ||f|| é integravel. Seja f, uma seqiiéncia de funcoes escada

é integravel.

convergindo ¢.t.p. para f. Defina a seguinte seqiiéncia de funcoes escada:

0, se 101 < W71 (14 7)
0, sellfn(®)|=|fE)]- <l F %)
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1 ; 5
Desta forma: ||C.(8)|| < ||f(#)]l - (1 - ) e (n — [ q.t.p. pois, fixado ¢ € {2, para
n

. : 1 ,
n suficientemente grande, (,(t) = f.(t) , j& que || fa ()]l < [If]] - (l + —). Ademais
' n

: _ " 1 ; :
vale a seguinte designaldade: ||, — f|| < 2|/ - (1 -+ —) . Aplicando o Teorema da
n

Convergéncia Dominada de Lesbegue, a seqiiéncia ||, — f|| obtemos:

lim ] If = Cullde =0
n—oo Q

Assim, f é Bochner Integrdvel m

Coroldrio 1.10 Vale a desigualdade:

[ o < [ 1snes

e assim, f f(t)dp € absolutamente continua, i.e. , limy,4y—0 [1 f(t)dp = 0.

Prova: Seja f, uma seqiiéncia de fungdes escada satisfazendo: fn— f qtp. e
[ fn — flldp — 0. Pela Desigualdade Triangular vale | [ fadpll < [ |1 fnlldpe.
Ademais, como escélio do Teorema de Bochner podemos supor que [ I falldp —

[ || flldp . Aplicando o limite obtemos a desigualdade desejada =

Corolario 1.11 A Integral de Bochner é o—aditiva, i.e. :

/ f(t)dp = Z/ f(t)du
JEE A4 i

Prova: E claro que ]ZA (t)dp = °F 1 Ja, f(t)dp. Seja A= S oo, Ai, entao:
Jsk A

- - |
/ f(t)dp —/ d,u | = / (t)du|| <€
IE A ZA .-\, Jt\\—ﬂ‘ A; I

=i

uma vez que pi(A\ o, A;) =50 =
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Coroldrio 1.12 SejaT : IF — IE uma aplicagdo linear limitada entre dois espagos

de Banach . Se f : Q — IF é Bochner Integrdvel, entdio Tof : Q0 — IE é Bochner

[ Tr@yn=7 (/ f(?‘)dﬂ)

Prova: A integrabilidade de T o f é consequéncia do fato que [, [|T(f(2))|ldp <

Integravel e vale:

Tl [4 | f]ldy adicionado ao Teorema de Bochner.

Seja f, uma seqiiéncia de fungdes escada satisfazendo f, — fe [ || fu—flldu — 0.
[ IT() = Tl < 1) [ = fldn — 0
Ja Ja

Logo, por definicao temos:

/ T o fdp = lim / T o fodp = lim T (/ fd/:,)
JA H—xl B n—oo JB
exd ( lim / f,,d,r.t) =T (/ f,,_d,u) ]
n—oo JB JB

1.1.3 Derivacao em espagos de Banach

Motivados pela definigiao de diferenciacdo em espagos euclidianos, somos levados a
definir:

Definicdo 1.13 Seja f : U C [E — JF uma aplicgdo definida em um aberto
U C [E. Dizemos que f é diferencidvel no sentido de Fréchet (F -diferencidavel),no

ponto € € U se existir uma aplicagdo linear continua A(§) € L(E, IF ) tal que:

f&+h) = f(&) + A(§) - h+r(h)
lr(I _

onde r(h) = o(||h||), i-e., imypj—o —7— = 0.

o |2]

Neste caso, denotamos A(£) por Df(€) ou f'(€). E de imediato constatar que: A

aplicacao Df(£), quando existe, é tnica, e se f é F-diferenciavel no ponto

§ € U, a mesma é contiua neste ponto. Observemos ainda que a definicao de
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F-diferenciabilidade ndo depende das normas || - || g € || - | 7, mas sim das topologias
de (E,|| - ||l&) e (FF,| - |lF). Ou seja, se mudarmos as normas || - || e | - || =, por

normas equivalente, o nogao de F-diferenciabilidade nao se altera.

As regras operacionais de diferenciagao de aplicagoes entre espacos de Banach
sido as mesmas da teoria de derivacdo entre espacos euclidianos. As demostragoes

sio precisamente iguais ao casos onde os espagos tem dimensoés finitas.

Proposicao 1.14 Sejam f: U — F, fi : U — F eg: f(U) — B fungades

diferencidveis. Entao:

1. D(f + Afi) = D(f) + AD(f1)

\S]

CSe f:U—TR, D(f- f1)(€) - (v) = D()(€) - (W) + FED)(E) - W)
3. D(go f)(€) = D(f)(€) - D(g)(f(€))  (Regra da Cadeia)

Uma outra nocao de derivacdo, que ja aparece entre espagos euclidianos ¢ a difer-

enciacdo no sentido de Gateaur
Definicao 1.15 Seja f : U C E — IF uma aplicagdo definida em um aberto
U C [E. Dizemos que f é Gateaux diferencidvel (G-diferencidvel) no ponto § € U,

se existir, para todo v € IE, o limite:

]

(

P(f 4 ev) — Fle
dgf(&,v) = lim F(§ +6v) — Fle)

e—0 £

O Teorema a seguir é um dos principais resulatados do caculo em espagos eu-
clidianos, e pode ser extendido para espacos de Banach.

Teorema 1.16 Suponha que f : U C IE — IF seja G-diferencidvel em todos os

pontos do segmento £ +tv (0 <t <1). Entao:

1
f(E+v) = O = | dof(€+tov)at
JO
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N _» v . . ’ s o] 5 . .
Prova: Seja A € JF' um funcional linear continuo definido em I'. E imediato
verificar que
d

E;( )\f(&_ + ]‘h) > |f=fU: < /\dcf{g + f(]lri',/.i.) >

Em consequéncia;

1 1
/ i( A f(E+th) )dt = / ( X\, daf(&+th,h) )dt
Jo dt Jo

e portanto, como ( A, f(€é+th) ) é uma aplicacao do [0, 1] — IR, vale que _]'Ol %( A, f(€+

th) Ydt = ( A\, f(§+ h) — f(§) ). Finalmente,

vl
(0 JE+R) = 1) =\ [ daf(6-+th, byt

0
. -~ . ~ . . . ’
Devido a definicio de integral. Como a igualdade esta verificada para todo A € IF,

o teorema esta demostrado em virtude do Teorema de Hahn-Banach (vide [Br|) =

A relacdo entre diferenciabilidade no sentido de Fréchet e de Gateaux é dado

pelo seguinte Teorema:

Teorema 1.17 Suponha que f : U C [E — IF € F-diferencidvel no ponto §, entao
f é F-diferencidvel em €. A reciproca em geral € falsa; contudo:

Suponha que f : U C E — IF' é G-diferencidvel em U e seja:
fe:U— L(X)Y), fo(r)=dacf(z,")

uma aplicacio continua no ponto & € U. Entdo f é F-diferencidvel no ponto § e

Df(§) = dcf(§,")

Prova: A primeira afirmacao do Teorema ¢é imediata. Um contra-exemplo para
mostrar que G-diferenciabilidade nao implica em F-diferenciabilidade, pode ser en-

. ~ . . . . ~ y 2
cotrado mesmo em dimensao finita como mostra a seguinte situacao: [’ : R?> — R

definida por:
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F(z,y) 2y Y’ £0
T,Y) = se

r,Yy Py yﬁ Y F
Fiz, 0)=0.

Passamos a demostrar a parte ”interessante” do Teorema:
Podemos escrever, de uma forma mais conviniente de f(z, h) = dg f(7)h, onde dg €

L(IE, IF). Pelo Teorema anterior, obtemos:

If(E+Rh)—f(&)—daf(E)blF = Add’+ﬁﬁ:mﬂfhw

1
< / |da f(€ +th,h) —daf(& h)||dt
Jo

1
< / llda f(& +th) — def(&)| - ||R|ldt = o(||h]])
Jo
A desigualdade do valor médio pode ser obtida para fungoes G-diferenciaveis da

seguinte forma:

Teorema 1.18 Suponha que f : [a,b] — IF é G-diferencidvel e ||daf(t)|| < U (t)

para todo t € [a,b]. Entdo:
1. |[f(b) = f(a)|| < ¥(b) —(a)
2. [|£(6) = f(a)ll < supsepay lldaf (D)l - [b— al

Prova: Claramente para todo A € JF', a funcao real ( \, f(t) ) é G-diferenciavel, e

pelo Teorema (1.16):

<>\.f<b)—f<n-)>=/ L2, £(2)

Pelo Teorema de Hahn Banach existe um funcional A € Sp tal que (A, f(b)—f(a) ) =

|f(b) — f(a)||. Portanto obtemos:

b
1£(8) = fla) </ lda f(t)lldt < ¥(b) — (a)

A afirmacio 2 é consequéncia imediata de 1, tomando 9(t) = supe(y [|[da f(t)[[t
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Um dos principais teoremas do célculo em espagos euclidianos, é sem duvida
o Teorema da Aplicagio Inversa. Se fizermos uma andlise da demostragao deste
teorema, iremos notar que a principal ferramenta utilizada é o Teorema do Ponto
Fizo de Banach, e em nenhum momento a propriedade do espago ser localmente
compacto é invocada; portanto a mesma demostragao vale no caso de espagos de
Banach. Lembremos que, uma aplicagao é dita ser de classe C!, e denotamos f €
CY(U, IF), se f é F-diferencidvel, e a aplicagao: Df : U — L(IE,IF) é continua.

Em suma vale o seguinte resultado:

Teorema 1.19 (Teorema da Aplicagao Inversa) Seja f : U C IE — I uma
aplicacio de classe C'. Suponha que Df(§) : [E — IF é um isomorfismo linear.

Entdo existe um aberto Us C U e um aberto V C IF com f(§) € V' tal que:
o f aplica U difeomorficamente em V.
o 1€ CYV,IE). Em particular, Df~!(v) = (Df(u))~! onde u = f~'(v)
e se f € CK(U,IF), entio f~1 € C*(V, E)

Como consequéncia do Teorema da Aplicagao Inversa, segue-se, cOmo no caso
dos espacos de dimensao finita, a validade do Teorema da Fung¢io Implicita, que
analogamente ao caso dos espagos euclidianos tem caracter crucial na teoria de

Variedades de Banach.

Teorema 1.20 (Teorema da Funcao Implicita) Seja F' € CFHAxXU,IF), k>1,
IF é uwm espaco de Banach, A e U sdo conjuntos abertos dos espagos de Banach IB
respectivamente IE. Suponha que F(\*,u*) = 0 e que F,(\", u*) seja um isomorfismo
linear de IE em IF. Entdo existem vizinhangas = C B de \* e U* C IE de u™ e uma

aplicagido g € C*(Z, IE) tal que:

e F(\ g()\) =0 para todo A €

m
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o F(\u)=0, (\,u) € Ex U*, implica u = g(A),

e Dg(\) = —[F,(p)] ! o Fi(p) onde p= (A g(}\)).

1.1.4 Os Operadores de Nemytskii

Dentre todas as classes de operadores nao lineares entre espagos de Banach, destaca-
se, dentro da teoria de métodos variacionais, os operadores definidos em um espago
LP tomando valores em um espaco L?. Estes operadres sao precisamente os Oper-

adores de Nemytskii.

Definigdo 1.21 Seja Q um subconjunto do R". Uma fungio f: 2 x R — R é

dita ser uma fungdo de Carathéodory se:
1. Para cada s € R a fungdo x +— f(x,s) é Lesbeque mensurdvel em €}
2. Para quase todo = € Q, a fungdo s — f(x,s) € continua em IR.
Quando f € uma funcdo de Carathéodory, iremos denotar por f € (C).

Seja u : 2 — IR uma fungao mesurdvel. Logo deve existir uma sequéncia de
funcdes simples, digamos u,, convergindo ¢.t.p. para u. Cada funcao flx,u,(x)) €
mensuravel em vista da propriedade 1 da definicdo acima. E por 2. f(z,u,(z)) —
f(z,u(z)) q.t.p., portanto a fungéo f(-,u(-)) é uma fungao mensuravel. Ou seja, se
f € (C), a aplicacio que para cada fungao u € M(Q2) associa a funcao f(:, u(-)), é
um operador entre o espaco das funcoes mensuraveis M(£2). Tal operador é chamado
um Operador de Nemytskii e é denotado por Ny : M — M
Vale a pena citarmos que, se munirmos M com a topologia da convergéncia em
medida, o Operador de Nemytskii é um operador (seqiiéncialmente) continuo, isto

é, se u, converge em medida para uma funcio u € M entédo Ny(u,) converge em

medida para Ny(u).

Contudo o nosso interesse é em restringir o Operador de Nemytskii ao subespago
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LP(Q) € M(£), e claramente queremos que a sua imagem esteja em um espaco do

tipo L4(€2).

Teorema 1.22 Suponha que exista uma constante ¢ > 0, uma fungdo b € L(£2),

1<g< o0, er>0 tais que:
|f(z,3)| < c|s|” + b(x), Vzel, VselR (1.1)

Entdo, N; aplica L7 (Q2) em L9(Q) continuamente. Ademais Ny € um operador

limitado. 2

Prova: Utilizando a designaldade de Minkowski adicionado com a inequagao

fornecida em (1.1), obtemos:

Nyully < cllully + [1bllg = cllull;, + (1],

Portanto, j4 temos mostrado que Ny aplica L7 (€2) em L4(2) e que Ny € um oper-
ador limitado. Passemos a demostrar a continuidade do operador Ny.

Seja u, uma seqiiéncia em L9 (§}) convergindo, digamos para u € L7 (). Dado
qualquer subseqiiéncia de u,, como escélio da demostragao (cléssica) da comple-
tude dos LP’s, existe uma sub-subsegiiéncia, que iremos denotar por u,,, tal que
|tn, (z)| < h(z), para alguma fungao h € L7"(§2). Utilizando a hipdtese (1.1), segue-
se que:

(@t (2))] < clh(@)]" +b(x) € LI(Q)

Desde que f(z, un, (7)) converge g.t.p. para f(z,u(x)), segue-se do Teorema da Con-
vergéncia Dominada que f(x,u,, (z)) — f(z,u(z)) em L(2). Finalmente, supon-
ha por absurdo que f(z,un(z)) nao convirja para f(z,u(z)). Assim existiria uma

visinhanca aberta Uy C L9(Q) de f(-,u(-)) e uma subseqiiéncia f(-,un,(-)) de

2 . T P ’ s1e « = . y / 5
2A reciproca deste Teorema também é vélida, i.e. , se Ny aplica LP(2) no L9({2), para 1 <

p < 00, 1 < g < co. Entdo existe uma constante ¢ > 0 e uma fungao b € LI(f2) tal que :

f(z,8)| < cls|” +b(z), Vz e, ¥selR (ver, por exemplo, em [V] ou [F] )
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f(-,un()) fora desta vizinhanga. Mas como mostramos anteriormente, esta sub-
seqiiéncia possui uma sub-subsequéncia que converge para f(-,u()), e portanto, em
algum momento esta seqiiéncia entra nesta vizinhanga, o que geraria um absurdo.

Logo f(z,un(z)) — f(z,u(x)) =

Passemos agora a estudar a diferenciabilidade dos operadores de Nemytskii. Seja

Y

f:Q x IR — R uma aplicagao tal que f, = (3%]’ € (C) e satisfaca:

s|™ 4+ b(x), Vs € R Vr € Q (1.2)

<

| el 8)| = &

onde b € L™(f2), 1 < n < oo, m > 0. Integrando a inequagao (1.2) com respeito a s
obtemos:

=t e LS‘\’"H + b(x)
m+ 1 '

S

+ a(z), (1.3)

f(z,5)| <

onde a(x) é uma funcio arbitraria. Adiante iremos impor condicoes para a(z) de tal

sorte que o Operador de Nemytskii NV esteja definido entre adequados espagos LP’s.

Usando a Desigualdade de Young ( ab < %(ﬂ’%— pl,b”’ ) paraa = b(z), b=|s|, p= %f—l
ep =m+1em (1.3) obtemos:
& + ]. L m m+1
(z,8)] < ——|s|™" + ——b(z) ™ +a(z
g )‘_m+1‘| 'm+1() (=)
Observemos que a funcao b(x) = e It (©2) onde ¢ = ;*%. Entao, se tomarmos
a(z) € LI(N), segue-se do Teorema (1.22) (assumindo (1.2)):
) i . mn ‘
N; : LP(Q2) — LY(Q) p=mn g=——- (1.4)
: m + 1
Ny, : LP(Q2) — L™(Q) (1.5)

Feita estas consideracoes preliminares, estamos aptos a estudar a diferenciabili-

dade dos Operadores de Nemytskii.
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Teorema 1.23 Assumindo (1.2) e utilizando as notagées fizadas em (1.4) e (1.5), o
Operador de Nemytskii N; € continuamente Fréchet diferencidvel e D(Ny) : L*(§)) —

L (LP(QQ),L1(Q)) € dado por:
D(Ny)(u) - [v] = Ny, (u) - v = fi(z,u(x)) - v(2)

Prova: Observemos inicialmente que sob nossas hipéteses, se fixarmos u € LP(() e
v € LP(Q) a funcdo = — fs(z,u(z)) -v(z) € LI(R2). De fato, pela Desigualdade de
Holder

9

/ |f<fnn)5( lf((n(’) (/ “)
J JQ Q

Observemos que L = n, e assim segue-se a afirmacao de (1.5)

Afirmacio: Fixado u € L?(Q) r(v) = Ny(u +v) — Ny(u) — fo(w,u) - v = o(v) para

(v v||p—0
v € LP(Q), i. e, ‘;|(L.-|”(’ Rl 0,
lp

Com efeito,

3 | d

f(z,u(z) +v(z)) — f(z,u(x)) = /O = f(z,u(z) + tv(x))dt

.1
= / fo(z,u(z) + tv(x))dt
Jo

portanto:

/‘ |r(v)|%dx = /
Ja Q

Invocando a Desigualdade de Hélder e o Teorema de Fubini, obtemos:

q

1
/ [fs(z, u(z) + tv(z)) — fo(z,u(z))] - v(x)dt| dz
Jo

. 1l p q/n
/ Ir(v)|9dz < (/ / |fs(z,u(z) + tv(z)) — fs(z, u[.r))|”d;rra’f> [
Ja Jo Ja

{
Finalmente usando (1.5) e o fato que Ny, é um operador continuo, a afirmagao esta

provada

A continuidade de D(N;) segue-se diretamente de (1.5) tendo em vista que, ja tem
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sido mostrado que D(Ny)(u) - [v] = Ny, (w) - v = fo(z,u(z)) -v(z) =

Em nossas préximas consideragoes , iremos o discutir o chamado Potencial de
Nemytskii.
Seja f : 2xIR — IR uma aplicagéo de Carathéodory, para a qual existem constantes

m >0, 1 < p < co e uma fungao b € LP/™(Q) tais que:
|f(z, s)| < c|s|™ + b(x)

Estaremos interessados em trabalhar com a primitiva de f, para isto consideremos
a fungao:

F(z,s) = / Flz, )dC
JO

Facilmente podemos ver que:

|F(z,5)| < c|s|™™ + c()

onde ¢ € L=+ (). Entdo Ny : LP(Q) — L= () e Np : LP(Q) — L7 ()
Em particular, se p = m + 1 a inequagao acima torna-se:
1

o 1
|f(z,8)] < c|s]P™" + b(z), be LF (), —+ =
p P

=1 (1.6)

|F(z,s)| < cils|P + c(x)

e portanto obtemos que: Ny : LP(Q) — L¥ () e N : LP(Q) — L'(Q). Em suma

obtemos o seguinte resultado:
Teorema 1.24 Assumindo (1.6) a expressao
U(u) = / F(z,u(x))dz

define uma aplicagdo ¥ : LP(Q)) — IR continuamente Fréchet Diferencidvel, i.e.,

¥ e CY(LP(Q),IR) Ademais D(¥) : LP(§2) — L*(Q) ¢ dado por:

D(¥)(u) - [v] = g; flz,u)v
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Prova: Basta observarmos dois fatos:
1. N : LP(Q) — L'(Q), é uma aplicagdo de classe C', devido ao Teorema

(1.23).

2. [ L'(©) — IR, é uma funcdo de classe C* por ser um funcional linear

continuo.

A conclusdo do Teorema segue-se pela Regra da Cadeia m

Exemplo 1.1 Provavelmente, o Potencial de Nemytskii que mais utilizaremos serd

[

P, parap > 1.

a norma dos espagos LP elevada a p, i.e., || -
Consideremos a aplicagio F : LP(Q) — L}(Q) dada por F(u) = |u|’. O Potencial

de Nemytskii assoctado seria:

U(u) = / |u|Pdz
Ja

O Teorema anterior estd nos dizendo que ¥ € de classe C" e que:
U (u) - [v] = / plulPvdz
J

Exemplo 1.2 Quando se esta procurando solugoes positivas de equacoes elipticas,
¢ comum trabalharmos com a parte positiva e a parte negativa da fungdo u definida
em um adequado espaco de fungées. Em geral estes espagos possuem uma estrutura
de um espago L?; por exzemplo W*P. Se definirmos a aplicagao : P por Plu)(z) =
ut(x) = max(0,u(z)), observamos facilmente que P(u) < |u|, logo P : LP(Q2) —

() .

1.2 Os espacos de Sobolev

Acreditamos que o leitor j& tenha uma certa familiaridade com os espagos de Sobolev.

Pretendemos aqui listar, em uma breve discursdo, os principais resultados sobre
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estes espacos, com o intuito de facilitar a pesquisa na hora que estes resultados
forem invocados no decorrer desta dissertagdo. A maioria das demostragoes serao

omitidas. O leitor pedera encontra-las em [Ad], [Br] ou em [7].

1.2.1 Derivagao no sentido fraco

Comegemos por motivar a definicio de derivada fraca. Consideremos 2 C IR"
um aberto. Suponhamos que u € C*(Q2). Entao para cada ¢ € Cg°(f2), fazendo

integracao por partes, obtemos a férmula:

dy ou
U——=— [ —
JO df?‘,‘ 0 (().T,‘

Observemos que nao ha termo no bordo pois ¢ € Cg°(£2)
Mais geralmente, se u € C¥(2), novamente integrando por partes prova-se por

inducao que

/ u- D% dx = (—1) / D% - ¢ dx
Ja .

Q

onde a é um multi-index com |a| = k, ie., a = (a1,...,a,) € IN, la| = a1 + ... +

o __ o0
ey, '€ P = i}‘.}:fl...(‘),rf,,‘”

Definicao 1.25 Suponha que u, v € L}, (Q) e a é um multi-index. Nés dizemos

que v é a a-ésima derivada fraca de u, e escrevemos D*u = v se:

/ u- D% dr = (—1) / v-pdr 3
Q )

A unicidade da derivada fraca, é consequéncia imetiata da densidade das fungoes

100 oy T, X T x4 i im0 s s 00 = gy
C$° em L}, no sentido de que seu € Lj, étalque [u-¢p=0 Vp e C®=>u=0

3K claro que toda funcdo u € Lj,.(€2) possui uma derivada fraca por ser uma Distribuigao 1. e.,
um funcional linear continuo de C§2(£2). O ponto crucial nesta defini¢io é que nés estamos pedindo

. ’ . . ! .
que a sua derivada fraca, que a principio pertenceria a D ({2), na verdade seja representada por

uma fungdo L} (Q) C D'(9)
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Exemplo 1.3 Considere a fungio u(z) = |r|, entdo a derivada fraca de u € a

1, sez >0
funcdo, v(z) = sinal(z) =
-1, sez <0

1.2.2 Definicao e Propriedades Elementares dos Espagos de
Sobolev

Definicdo 1.26 Sejam Q C IR" um aberto e 1 < p < oo. Definimos o Espago de

Sobolev W*?(Q) por:

WhP(Q) = {u € L?(Q) : D* € L*(), ¥ a € N", com |a| = k}

Munimos este espago vetorial com a seguinte norma:

1/p

. 1/p
||| eeiy = /D“?_:"’d..r' = (/ 1D“'u|’)d:1‘)
o= | YA

| <k ™~ || <k -

onde == esta significando equivaléncia entre as normas.
Definicao 1.27 Denotamos por WeP () o fecho de CP(2) em WHP(Q).

. = AR ‘“riﬂ"‘_ . . o vl
Em um certo sentido, as funcoes u € Wy*(2) sao fungoes em W kp(Q)) que se anulam

em Of). Iremos precisar isto adiante.

Teorema 1.28 Os espagos WFP(Q) e WEP(Q) sdo completos, i. e., sdo espagos de

Banach. Além disso, sdo reflezivos para 1 < p < 0o e separdveis para 1 < p < o0

A prova consiste em mostrar que 08 espagos WkP(Q) sao isométricos a um subespago

fechado de [LP(2)]"

A derivacao fraca goza de muitas propriedades encontradas na derivagao classica.

Isto é o conteido do préximo teorema.
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Teorema 1.29 (Operagdes com Derivagdo Fraca)

1. Seu,v € WH(Q) N L®(Q) com 1 < p < oo, entdo uv € WHP(Q) N L=(Q) e

2. Se G € CY(IR) € tal que G(0) =0 e
entdo G ou € WhP(Q) e

G'(s)| < M, VseR eseue WPQ)

0 du
—(Gou)=(G'ou)— i=1,2,...
0;7:;(‘6011) (G 0“)03_‘{ =1, .

3. Sejam €, e y dois abertos do IR™. Suponha que H : Qy — )y seja um
difeomorfismo C' satisfazendo: JacH € L*=({2) e JacH™! € L*(€,). Entdo
seu € WhP(Qy), uo H e WHP(Q) e

ou 0H;

0 .
—(uo H)(y) = (H(y)) - B9,

0y; ~ O;

Passemos a tratar de Teoremas de Densidades. O primeiro resultado que ap-
resentaremos possui um papel importante na contrucao da teoria dos espagos de
Sobolev, e iremos enucia-lo para os espagos WiP(Q). Contudo ele é também é

verdareiro para os espagos W*5?(Q)

Teorema 1.30 (Friedrichs) Sejau € W'?(Q) com 1 < p < co. Entao existe uma

seqiiéncia (uy)n>1 € C5(IR") tal que:

1. u‘,,! — U em LP(Q));
0
|
2. Vu,| — Vui em [LP(Y)]", para todo £ CC (2
o o ‘

Outro resultado de fundamental importéacia, que nao é conseqiiéncia do Teorema de

Priedrichs é a densidade das funcdes C*°(2) em W*?(1)
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Teorema 1.31 O subespaco C®(Q) N WFP(Q), é denso em WHP(Q)

Contudo se o aberto possui a fronteira suficientemente regular, digamos €2 de
classe C!. i. e., Q) é uma hipersuperficie de classe C', obtemos, via o Teorema do

Prolongamento * o seguinte resultado:

Teorema 1.32 Suponhamos que Q seja um aberto de classe C*. A restrigdo a ()

das fungées C°(IR™) forma um subespago denso em W*P(Q)

1.2.3 O Operador de Traco

Estaremos interessados nesta seciao em discutirmos a possibilidade de ”estudarmos”
uma fungdo u € WP(Q) no bordo 99, assumindo que 9 é de classe C'. Para
fungoes continuas, se u € C(0Q), entdo u o tem um sentido classico e perfeitamente
of
bem definido. Contudo para funcoes definidas em W'?(£2), nao podemos falar dire-
tamente em u - uma vez que tais funcoes estao definidas ¢.t.p., e u(0€Q) = 0 ja que
(0]
A0 é uma hipersuperficie em IR". A Teoria do Operador de Trago foi desenvolvida

para solucionar este problema.

Teorema 1.33 ( Teorema do Trago ) Seja Q um aberto limitado de classe C".

Entdo existe um operador linear limitado
T : WhP(Q2) — LP(09)

satisfazendo

L Tu=u| , se wueWwW?(@nc@)
a0

4Teorema do Prolongamento: Suponhamos que 2 é um aberto de classe Ct, com 90
limitada (ou Q@ = IR"). Entdo existe um operador linear de prolongameto P : wir(Q) —

Whe(IR™), satisfazendo:

1. Pul =u 2. || Pu)
Q

L?(IR™) Sf (--;'H'””LP(Q) 3 ||P(.’Hu.'l.p(mu.) § (jl‘|'i'.'!|[.1.'1‘p(g)

Onde a constante C s6 depende de €2
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2. |[Tullzeony < C - |lullwre@)
onde C depende somente de €.

O préximo Teorema nos fornece um significado preciso da expressao coloquial:
i . 1z o w5 .2 ;
Fungées em WyP(Q) sdo aquelas que zeram na fronteira.” Justificando assim a

=1 = A
escolha dos espagos W;,*(€2) para modelar Problemas de Dirichlet Homogéneos.

Teorema 1.34 Seja @ um aberto limitado de classe C'. Suponhamos que u €

W1lP(Q). Entdo:

weWyP(Q) seesomentese Tu=0 em 9.

1.2.4 Desigualdades de Sobolev

O préposito desta secao é discutir os diversos mergulhos de vérios espacos de Sobolev

em outros. O primeiro resultado nesta direcao é o

Teorema 1.35 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Sel < p <
n, entdo WHP(IR") esta continuamente mergulhado em LP*(R™). E existe uma

constante C' dependendo apenas de n e p tal que

H?'[’HL"*(]R”) S C:'HVH-H[_,B(]RN)

1 1
onde p* satisfaz — = — — —
px P n

De uma mareira mais geral vale:

Teorema 1.36 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Sejam 1 < p,q,r <

00. Consideremos j e m dois inteiros, 0 < j < m satisfazendo

1 j ( 1 m) l-a
— = =S| = —— ) 4
p n roon q
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para alguma € [L. 1l (fa<1lser>1em—3—2=0); entao existe uma constante
g m ‘] T ‘

C =C(n,m,j,a,q,r) tal que

a

Y D%l <C [ D 1Dz | (ullze®

|a|=7 |e|=m

para toda u € CF°(IR").

O Teorema de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev esta nos dizendo que podemos
mergulhar o espaco D'P(IR™) continuamente em L7 (IR"). Este fato serd larga-
mente utilizado nos capitulos seguintes.

Um corolério imediato do Teorema de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev é que, na reali-
dade, podemos mergulhar W'?(IR") continuamente em L?(IR™) para todo p < ¢ <
p*, via uma Desigualdade de Interpolagao .

Utilizando o Teorema do Prolongamento, somos capazes de, quando {2 for um aberto
limitado de classe C, obter tais resultados para os espagos W?(€). O caso p > n

é contemplado pelo Teorema de Morrey. Em suma, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.37 Seja ) = IR™ ou wm aberto limitado de fornteira C' ou ainda IR™,,

entao:
1 k I 1 &
1. Se ——— >0, entao WhP(QQ) — LI(QQ) onde — = — — —,
p n g p n
) 1 k e o
2. Se———=0, entdo WhP(QQ) — LI(Q) Y q € [p, 0],
p n
1k B
3. Se - ——<0, entdo WHP(Q) — L*>®(Q2)
p n

com injegoes continuas.

Passemos a discutir os principais mergulhos compactos que versao sobre os Espagos

de Sobolev.




Preliminares 31

Teorema 1.38 (Mergulhos Compactos de Sobolev) Seja Q2 um aberto limita-

do de classe C'. Verifica-se:

; ; 1 1 1
1. Sep<n entdo WIP(Q) — LI(Q) V q € [1,p*| onde — =—-— —,
p* p n
2 Sep=n entdo WHP(Q) — LI(Q) V g € [1, 0],
3. Sep>n, entio WP(Q) — C(Q)

com injegcoes compactas.

1.2.5 Os espagos W,”(Q)

Motivados pelo Teorema (1.34), o qual, como vimos, justifica a escolha dos es-
pacos I-I-"'Ol P(€) como os espagos naturais para modelarmos problemas de Dirichlet
homogénios (u =0 em 952), iremos dedicar esta segao a um estudo mais especifico
sobre estes espacos. Claramente os Teoremas de Mergulho sao validos para este
tipo de espaco pois em particular W, ?(Q) € W'2(Q). Contudo, o fato de termos
T(W,?(2)) = 0 tem implicagdes bem mais favoraveis aos Teoremas de Mergulho e
ao Teorema de Prolongamento.

Teorema 1.39 Suponhamos que 2 é um aberto de classe C'. Seja u € LP(§2) com
1 < p < 0o. As sequintes propriedades sao equivalentes:

1. u e WyP(Q)

2. Existe uma constante C tal que
| [ Op &5 st Y
u-—| <C-llellr VeeC(R"), Vi=12..,n
Ja 0T ) '
) ) u(z), sex €}
3. A funcgdo u(z) =

0 , sexeR"\Q

oy Ju ou
pertence a WHP(IR™) e neste caso, — = ——

d xT; 0 X;
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Vale a pena citarmos que a implicagao 1 = 2, nao pede regularidade nenhuma de
(2, portanto no caso dos espagos Hf'ol P(€)) o operador de prolongamento, é canonico
(basta estender por zero fora de 2), e nao exige regularidade de 2. Tendo em vista
esta observacdo , os Mergulhos Compactos de Sobolev (Teorema (1.38)) sao validos

para abertos limitados, sem restricao de regularidade na fronteira.

Em particular o Teorema de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev é valido para W3?P(Q),
se 1 < p < n. Observando que p < p*, obtemos para {2 limitado que L (Q) —

LP(Q). Isto demostra a chamada Desigualdade de Poincareé.

Teorema 1.40 (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 um aberto limitado do IR".

Entdo existe uma contante C = C(Q,p) tal que
/ lu|P < C/ IVul?, Vu € WaP() (1<p<o0)

Uma das grandes utilidades deste Teorema, é utiliza |Vul|, como a norma em

-1, . v ozme N opr e . / -
W,y?(Q), equivalente a norma inicial. E facil verificarmos que a costante C(Q,2) é

o primeiro autovalor do operador laplaciano sob condicoes de homogenidade.

Para cada v € W'?(Q), 1 < p < oo,  limitado, denotamos por up =

1

W [ udx. Este nimero é chamado a média de u em €. A desigualdade de
u(Q2)

Poincaré, mais geralmente é valida, para o espago W1Lr(£2), sob o seguinte enuciado:
Teorema 1.41 (Desigualdade de Poincaré em W'?((2)) Seja €1 um aberto

conezo limitado de classe C', e seja 1 < p < oo. Entdo existe uma constante

C tal que

llu — upr||e < C||Vul| e, Yu € WHP(Q)
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Prova: ° E suficiente provarmos o resultado para o caso da fungoes de média zero.
Consideremos assim o seguinte subespaco vetorial de WP(Q2), M = {u € whr(Q) :
upr = 0}. Suponhamos por absurdo que a desigualdade desejada nao ocorresse em
M. Portanto, para cada k € IN, seriamos capazes de encontrar um w; € M, com
|ur|lwir) = 1 € |lukllzr > K||Vug|ze. Em vista do Mergulho Compacto WP(Q)) —
L?(§2), podemos supor, a menos de uma subsequéncia, que uy — u em LP(Q)).

Observando que ||ug||wrr@) = ||uk||z» obtemos

LP 2 A‘- HVU,L‘

L= H“k”wlm(g) > Hu;.| -

implicando assim que ||Vug| » — 0. Logo uy — u em Wir(Q) e Vu = 0. Como

Q) é conexo, segue-se que u é constante. Finalmente

/ udx = up(2) =0
Q

j4 que a média de u é igual a zero trivialmente ( up = 0 ). Assim u seria nulo em

WP(Q), o que contradiz o fato da seqiiéncia (ug)ren' C Swire)(l) ®

1.3 Alguns Resultados Nao Standard em Analise

Funcional

Nesta dissertacio faremos uso de algumas técnicas em Analise Funcional, incluin-
do a Teoria de Espacos de Medida, que tem se mostrado extremamente tteis em
toda a extensdo da Andlise Matemdtica e, em particular, na abordagem de Proble-
mas Variacionais. Acreditamos ser oportuno apresentarmos aqui tais técnicas neste

capitulo de preliminares, para simplificar a pesquisa do leitor.

5Resolvemos apresentar uma prova deste Teorema por termos tido problemas em encontrar este

resultado demostrado em livros cldssicos, e esperamos assim facilitar o estudo do leitor.
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1.3.1 Compacidade Forte nos espacos L"’s

Para os espagos do tipo L? 1 < p < 0o, podemos obter um andlogo ao Teorema de
Ascoli no espaco das funcdes continuas. Ou seja, um critério de pré-compacidade
de subconjuntos & C LP. Antes de apresentarmos o resultado principal nesta secao,

precisaremos de trés notagoes:
Notagdo 1 Se escreve (1,f)(z) = f(x + h) (translacao de f por h)

Notagdo 2 Seja Q C IR", dizemos que um aberto w esta fortemente incluido em {2,

e escrevemos w CC 2 se w C () e W é compacto

Notacdo 3 Seja u uma fungéo definida g.z.p. em €, denotamos por i a extensao

por zero fora de {2, isto é:

u(x) se x €

i(z) =
0 se x € R"\Q

Teorema 1.42 (Fréchet - Kolmogorov) Seja @ CIR", 1 < p <oo. Um subcon-
Junto IC C LP(Y) € pré-compacto em L?(R), se e somente se, para todo € > 0 dado,
existem um 6 > 0 e um subconjunto w CC Q tal que para todo u € K e todo h € R™

com |h| < 6 vale
708 — @l e() <€, e |uller@w <€

Observemos que, em particular, se fixado w CC {2 tivermos para todo ¢ > 0

|7-hf - fHLP(..a) <

para toda f € K entao K é relativamente compacto em LP(w)
|Lp(w)

Em vista desta observacio, enuciaremos um coroldrio que sera muito util.

M

Yh € IR" com |h| < b e

dado, a existéncia de um ¢ > 0 tal que

Corolario 1.43 Sejam 1 < p < 0o e K C L?(Q). Suponhamos que exista uma

ezaustdo de Q0 por abertos ); com a sequintes propriedades:
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1. Para cada j, §2; C $241;

[

. Para cada j K é pré-compacto em LP(Q););

ed

3. Para todo € > 0, existe j tal que
/ lu(z)|Pdx < € Yuek.
Q\Q;

Entao K € pré-compacto em LP(S2).

Corolario 1.44 Sejam g € L*(IR") e w CC IR" fizados. O operador linear G, :
LP(IR") — LP(w) definido por G,(f) = G = f| € um operador compacto. Isto €, 0

conjunto F = g * Braqrny| € pré-compacto em LP(w)

w

1.3.2 Alguns resultados da Teoria da Medida

E esperado do leitor uma familiaridade com os Espagos de Medidas, contudo resolve-
mos listar alguns resultados indispenséveis. Acreditamos que nao hé necessidade de
enuciar resultados padrées como o Teorema da Convéngencia Mondtona, Teore-
ma da Convéngencia Dominada de Lesbeque, Lema de Fatou, Teorema de Fubini,
Teorema de Egorof, Teorema da Congengéncia de Vitalli, Densidade das fungoes
C () em LP(QY) se 1 < p < oo A reflexibilidade dos LP’s para 1 < p < 00 O Teo-
rema da dualidade de Riez, Uniformidade Convexa dos LP’s, para 1 < p < o9,
Desigualdades de Hélder, Young e Minkowski entre outros; apesar dos mesmos
serem exautivamente utilizados no decorrer de toda Dissertagdo. Iremos nos deter
em apresentarmos os principais resultados que versam sobre o espaco das medidas
M (X, A). Contudo, deixe-nos inicialmente enunciar, um dos mais importantes

resultados da teoria de integragao:

Teorema 1.45 (Teorema da Derivagao de Lesbegue) Seja A C IR" um bore-

liano e f : A — C ou IR uma fungdo integrdvel com respeito a medida de Lesbegue
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A. Entdo para quase todo v € A vale:

_ 1 ‘ L
I ST Sy = 1

Seja (X,.A), um par constituido por um conjunto e uma o-algebra. Definimos o
espaco vetorial M(A) = {v : A — RU=o0 : v é uma medida (com sinal) o-aditiva

}. Para cada v € M(A), definimos as seguintes medidas o-aditivas, positivas:

vt(A) = sup{v(B): BC A, B € A};

v (4) = (-1)*(4)

lv|[(A) = vT(A)+v~(A4)
As medidas acima sao chamadas, respectivamente, de variagao positiva, variag¢ao
negativa, e variagao total de v.
Pelo Teorema da Decomposicdo de Jordan vale: v(A) = v+ (A) —v~(A). Ade-
mais, para toda v € M(A), |v| é uma norma e (M(A), |-|) é um espaco de Banach.
Se X é um conjunto e A é uma o-algebra de subconjuntos de X. Seja e v medidas
positivas( u, v : A [0, 0¢]). Dizemos que p € absolutamente continua em relacao a v,

e denotamos por p << v, se A € (A) e v(A) = 0 implicam v(A) = 0.

Teorema 1.46 (Radon - Nikodym) Se (X, A,v) € o-finito, entdo jp << v se, €

somente se, existe uma funcdo f € L} (X, A,v) tal que para todo A € A

L
mm=1jw

Ademais, f € dnica q.1.p..

A funcdo f denomina-se a derivada de p com respeito a v e denotamos por

_
f=%

Dizemos que v esté concentrada num conjunto D € A quando para todo A € D°

com A € A, v(A) = 0. Dadas duas medidas v, e v definidas em A, dizemos que
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v, é vp-singular, e denotaremos por v;Llup, se existir um D € A tal que vy estd
concentrada em D e vy estd concentrada em D°. Como consequéncia do Teorema
da decomposicao de Lesbegue, para toda v o-finita, existem medidas o-aditivas
11 e o, tais que:
v =11+, nly, Vp << V

Tentemos colocar estes resultados listados acima em uma linguagem da A lgebra
de Espacgos Vetoriais.
Se v € M(A) definimos, v+ = {u € M(A) : vLp} Verifica-se facilmente que o

é um subespaco vetorial. E claro que o conjunto {y € M(A) : v << @t} é um

subespago vetorial de M(A). Vale, pelo Teorema da decomposi¢ao de Lesbegue
M(A) =vt e {ue M(A): v << pu}.

Se o espaco de medida (X, A, i) é o-finito, Definimos um operador linear: ¥ :
LM(X, A, p) — M(A), ¥(f)(A) = [, fdu. Pelo Teorema de Radon - Nikodym, ¥

é um isomorfismo do L (X, A, 1) sobre {v € M(A) : v << pu}. ¥ é na verdade uma

isometria linear pois se v = [ fdu, a variagéo total de v é dada por |v| = [ |fldu,
ioe, [ Z(H)Ilmeay = I1fllzr x4, Ou seja, podemos melhorar a soma direta acima
por:

M(A) = vt @ LY(X, A, ).

Uma das principais pergunta que deve ser feita acerca de um espaco de Banach,
é quem é o seu dual. Passemos entdo a discutir um dos mais importantes resultados
referente ao espago M(A)
Seja X um espago métrico localmente compacto. Denotamos por Co(X) = {f

X — R (ou C) : f é continua e supp f é compacto |

Teorema 1.47 (Teorema de Riesz - Marckov)
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e Seja @ : Cy(X) — R (ou C) um funcional linear positivo, i. e., se f(x) >
0 Vz € X entao ®(f) > 0. Entdo existe uma tinica medida boreliana pn em X
tal que

o) = [ fdu,  vfeCuX).

Alem disso, i € regular e finita em compactos.

o Seja @ : Cy(X) — IR (ou C) um funcional linear continuo com relagao a
norma do supremo (L*°). Entao existe uma unica medida boreliana com sinal
(respectivamente compleza) tal que

Mﬂ=/ﬂw VS € Co(X).

X

Utilizando o Teorema de Riesz - Marckov, e a isometria linear ¥ : L'(X, A,
p) — M(A), ¥(f)(A) = [, fdu, podemos nos valer de uma certa compacidade
local em L'(X, A, u); isto é, podemos ver o L'(X, A, ;1) como um subespago do
dual de Cy(X); e assim podemos fazer uso do Teorema de Banach - Alaoglu para

concluir o seguinte teorema:

Teorema 1.48 Seja (fn)n>1 uma seqiéncia limitada em L'(X, A, p), onde X é
um espago métrico localmente compacto. Entao existe uma medida o-finita v €

M (X, A) tal que, a menos de uma subseqiiéncia,

/ fn'@d/'tﬁ/@dyf V‘PECO(X)
X X

1.3.3 Meétodos de Convergéncias Fracas

Quando estamos trabalhando com equagoes diferenciais, é natural considerarmos
espagos funcionais, tais como os espagos de Sobolev, os espagos LP’s, entre out-

ros. Tals espagos sempre possuem dimensao infinita, logo pelo Teorema de Riesz,

perdemos todas as esperancas de obter compacidade local na topologia da norma.




Preliminares 39

Uma das mais frutiferas idéias em Analise Funcional, é a de munir o espago de

Banach, com uma topologia, que possua "menos abertos”, com a intencao de ter-

mos "mais compactos”, mas que ainda herde as principais caracteristicas do espago

original. Estas sao as topologias fraca, e fraca » . E crucial sabermos extrair

rropriedades de convergéncias fracas. Este é o principal objetivo desta secao.
5 I ] §

Teorema 1.49 ° Seja (f,)n>1 uma seqiéncia em L9(Q2), 1 < g < oo, tal que f, — f

. q.t.p .
e fn, — f, entao

Tim ([Ifallf = l1fn = FUG) = 1IF1IG

Empiricamente, o que esta acontecendo é que no limite, f, quando mensurados em
L9, esta se dividindo em f,, — f e em f. Quando ¢ = 2, a demostragao ¢ imediata,
e nao requer convergencia q.t.p.

Prova: Lembremos inicialmente da inequacao

al? + C(e)|b]e, (a,b€ R, € > 0)

(=) |la+0b|7—|a|?| <&

onde C(eg) depende somente de ¢ e ¢q. Definimos para cada n € IN

gn = 1fal® = [fa=FI"=1fI" | —elfa = FI)"

~ q.t.p. . i3 5 %= i
Claramente, g5 — 0. Ademais, utilizando a inequagao (£),coma = f,—feb=f

A

g5 £ (1flE=1f= 11|+ |flt=2lfa=F9"
(C(e)+1)-|fle

IA

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue, fixado & > 0,

/ g.dr =10
*Ja

lir

Il
n <

Portanto

li“lh‘”}) / , !fﬂlq - |.f.r: - ﬂ - ‘Hf{ ‘U’.."
NAY

n—oC

®Este resultado foi primeiramente obtido por Brezis e Lieb em [BrL)
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< e-lim sup] |fn— fldx=0(c) m
Q

n—oeo

O préximo resultado é bastante utilizado em todos os capitulos posteriores:

Teorema 1.50 Sejam © C IR™ um aberto e IE(Q) um espago funcional que esta
localmente mergulhado de forma compacta em algum LP(S2) . Se f, — f em

s .- . q.t.p.
[E(Q), entdo, a menos de uma subsegiiéncia, f, —

Prova: Provaremos inicialmente que todo aberto do IR™ admite uma exaustao por

abertos relativamente compactos de classe C*.

Com efeito. seia {A,;1%° . uma exautdo por abertos fortemente incluidos em (2. Para
d 7J 3=1 I

cada par de abertos A;, A1 da exautao inicial, consideremos uma fungao ¢, €

C>=(IR") tal que:

Ponhamos w; = {z € R" : p(z) < 1}. Ademais, ¢ pode ser escolhida de tal sorte
que A; C w; C Aj41. Observemos que w; € de classe C'*® uma vez que 0 w = -f,-fl(%).
Assim {w;}52, é uma exautao por abertos fortemente incluidos em € de classe C'™
Por hipétese, f, — f em L9(w;). Fagamos uma contrugao por indugao :

Para j = 1, existe um subconjunto IN! C IN tal que a seqiiéncia (f,),ent converge
q.t.p. para f em w;. Para j = 2, uma vez que (fy),ent COnverge em LY(w,), existe
um subconjunto IN? C IN', tal que a seqiiéncia (f,),en: converge g.t.p. para f

em wy. Prosseguindo indutivamente, contruimos uma seqiiéncia de subconjuntos

"Localmente mergulhado de forma compacta, para nés significard que para todo w CC Q, de

. " o e »
classe ', IF(w) — L9(w) compactamente. Por exemplos os espagos wke WyP, D*P entre

outros
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enumeraveis

INDIN!DIN?2D .. DINF>
onde (f,),ens converge g.t.p. em w; Definamos entao fi. pondo:
fr é o k-ésimo elemento do conjunto IN*. Assim, se k > ng, (fx)k>n, ¢ uma sub-
seqiiéncia de (f,)wno, € assim fi converge ¢.t.p. em wp,. Como ng foi escolhido
arbitrariamente, f; converge ¢.t.p. em {} =
O proximo resultado, tem um caracter técnico; contudo tem-se mostrado 1til em

muitos casos.

Lema 1.51 Seja (Q, 1, A) um espago de medida o-finito. Soponhamos que f, — f

em LI(Q,p,A) 1 <qg<ooef,— gqtp. Entio f=g (q.t.p.)
Prova: Seja {Qj}j"’:1 uma seqiiéncia de mensuraveis tals que:
, -
o ()= UJ':I QJ

Afirmacédo : f = g ¢.t.p. em cada {2;.
Com efeito, Fixemos j € IN. Tomando ¢ = 1, pelo Teorema de Egorov, existe um

conjunto A; C §2;, com p(A;) < 1, tal que
fo — g, uniformemente em ;\ A;.

Segue-se, em particular, que f,, — g em L(§2; \ A;), logo f = g ¢.t.p. em {}; \ 4
. - . / ’ .

pois f, — g em L9, implica que f, — g em L, e (L9, o(L% L7)) é Hausdorff,

Tomando ¢ = % novamente pelo Teorema de Egorov existe um conjunto Ay C Ay,

com /1(As) < 3, tal que
fo — g, uniformemente em Aj\ As.

Donde f, — L4(Q; \ Ag), implicando portanto que f = g g.t.p. em £; \ As. Es-

colhendo ¢ = %7 obtemos, pelo raciocinio, anterior, que f = g em €2, \ A,, onde
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1(A,) < 1. Fazendo n — oo, obtemos que f = g em Q; \Ni~, Ay, e obviamente o
conjunto Ag; = ﬂ:c’zl A, tem medida nula
Para finalizar. fazemos a unido dos conjuntos B; onde, f g em {);, e pomos

B= Ujil B;. u(B) =0 e por contrugao, f =gem Q\ B. =

O préximo resultado, versa sobre uma espécie de continuidade fraca dos Op-
eradores de Nemytskii. Este resultado possui um carater crucial em muito dos

argumentos utilizados em toda esta dissertacao .

Teorema 1.52 8 Seja f € (C) uma fungdo de Carathéodory. Se Ny : LP(Q2) —

LI(Q) com 1 < g < 00. Se u, — u em LP(Q) e u, — u q.t.p, entdo Ng(u,) —

L

Ny (u)

Prova: Observamos inicialmente que se Ny : LP(2) — L9(£2) entao Ny € continua
e limitada. Uma vez que u, — u em LP(Q), a mesma ¢ limitada em LP(f2) e pela
limitacio do Operador de Nemytskii, Nj(u,) é limitado em L9(Q2). Pela reflexi-
bilidade do espago L4(£2), podemos garantir que existe uma subsequéncia un, que
converge fracamente para v. Como Nf(u,) — Ny(u) g.t.p., segue-se pelo Lema
(1.51), que v = Ny(u).

Na verdade, Nj(u,) — Ny(u), pois, caso contrério, deveria existir uma vizin-

-

hanca fraca de N¢(u), digamos I,Nf(“), e uma subseqiiéncia u,, de un tal que
,\"f(unj) g UN; (u) contudo, aplicando o raciocinio anterior a seqiiéncia uy,;, garan-
tiriamos a existéncia de uma subsubseqiiéncia u,, tal que N_f(u,,“) convergeria
fracamente para N;(u) e portanto, para algum k € IN, N¢(uy; ) € Unjw), 0 que

geraria uma contradicao. =

Desigualdades em Matemética, possuem uma ulitidade e um significado bastante

expressivo, dentro do contexto em que elas configuram, em particular, desigualdades

8 A demostracao deste resultado, bem como a prova do Lema (1.51), foram estabelecidos em

colaboracao com Moreira, D. R.
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sao sempre muito bem-quistas em Anadlise Matematica, principalmente, quando se
estuda E.D.P. A préxima discursao que pretendemos apresentar é sobre uma In-
eguacao abstrata, versando sobre convergéncia no sentido fraco em espagos de Ba-
nach, que tivemos trabalhando na elaboragao desta Dissertacao; e tem se mostrada,

muito util em diversos casos.

Quando estamos considerando problemas no ambito variacional, é comum consid-
erarmos uma seqiiéncia, digamos u,, minimizante para um determinado funcional,
restrito a alguma variedade. Em muito casos podemos, a menos de normalizacao

supor que ||u,|| = 1. Assim, se o funcional estiver definido em um espago de
funcoes reflexivo, o que quase sempre acontece, podemos admitir, a menos de uma
subseqiiéncia, que u, — u. E comum aparecer, quando manipulamos algebrica-

mente com o funcional, a expressao ||u, — ul||. Pela convexidade da bola, é claro

|u, —u|| < 2. Contudo, a ultima desigualdade nao é muito

que ||lu|| <1, e, assim,

adequada)

Ao sentirmos a necessidade, de obter uma estimativa melhor para |[u, — u||, fomos

levados a propor inicialmente:

Conjectura : Seja JE um espaco de Banach, e u, uma seqiiéncia na esfera (

||un ||z = 1) convergindo fracamente para um elemento u € IE. Entéo limsup,,_, ., ||un—

ul|lp < 1.

A resposta a esta pergunta, em geral, é nao como mostra a seguinte contra-exemplo:
Contra-exemplo: Seja ¢ = {(an)n>1 : an € R, e 3lim,_,a,}, o espago das
seqiiéncias convergentes. Para nao entrarmos no detalhe técnico de quem é o dual,
d, de c,° basta observar que ¢ C cg, isto é, se (fn)n>1 € ¢ entdo, lim, ., f, = 0.
Para isto, basta aplicar o funcional f = (f,)n>1, & seqiéncia (1,1,1,1,...) € c.

Comegemos a construir nosso contra-exemplo:

1

9% um simples exercicio de anélise funcional provar que ¢ =1
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Defina u, = (1,1,...,—1,1,1...) (-1 na posi¢ao n); ponha u = (1,1, 1...); observe que
u, —u = (0,0,0,0...,2,0,0,...) (2 na posi¢do n), e que portanto, u, — u; contudo
|un —ullc=2, VnelN.

Conseguimos uma resposta afirmativa em dois importantes casos, como mostra o

seguinte teorema:
Teorema 1.53 1 A conjectura acima, € respondida afirmativamente
1. Quando IE é um espago de Hilbert,
2. Quando IE é um espago do tipo LP e nos € fornecido em adicional que u, 28 u.

Prova: Seja, u, € Sg(1), com u, — u. Sempre, podemos supor que u # 0, pois
caso contrério, a assercao € trivial.
Caso 1: Seja G o complemento ortogonal de IRu em JE. Para todo w € Sg(1) \

B (u,1) podemos escrever: w = au + w

1= |wlE = laf® - llullf + 0]/

Por outro lado,

E <la—=1|-||ullg+ ||@

() l<|lw—u|lp = |(a=1)u+a E

2

= la— 1| |lulle + 1 - |a?|[ull%

~ % = 1 _ 1911 19
Passemos a estudar a fungéo ¢(a) = |a — 1| - ||ju|lg + /1 — |a|?||u||%. Observamos

> e o s i T e
inicialmente que (1) = /1 — |af?||ul|% < 1 j& que estamos supondo u # 0. Por

continuidade, existe § = 6(||u||g) > 0, tal que

e(a) <1, Vae(l-61+96)

Em vista da desigualdade obtida em (¢), concluimos que para todo w € Sg(1) \

Bg(u,1), w = au + 0, obrigatériamente, a = a(w) ¢ (1 — 6,1+ ). Se definirmos o

10Estes casos sao suficientes para os propositos desta Dissertagdo,i.e., a veracidade da conjectura

para estes espacos contemplam todas as aplicagbes encontradas nos capitulos posteriores.
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funcional linear, ¥ : I — IR, ¥(au + v) = a, teriamos:
U(SE(1)\ Be(u,1))N(1—-61+6)=0

Pela caracterizacao de convergéncia fraca, ¥(u,) — W(u) = 1, logo para n sufi-
cientemente grande, ||u, —u|lg <1 «
Caso 2: Pelo Teorema (1.49), a menos de uma subseqiiéncia temos que

| 1
~llunllf + Il = un 15+ [lullf < =

Imediatamente,

1 = ||u,|i2 > \NH + ||[u — un||f — —

r p n

- 1
Para n suficientemente grande, [[ul[} — — > 0, e portanto 1 > [ju — u, |} =
n

Ainda esta em aberto a classificagao do espagos que gozam da propriedade con-

jecturada. Isto é, ainda nao conseguimos responder a seguinte questao:

Quais sao os Espacgos de Banach que possuem a seguinte propriedade:

Para toda seqiiéncia u, com |ju,|| =1 e u, — u, vale que

2

limsup ||u, —u|| <1

n—oQC




Capitulo 2

O Principio de Concentracao e

Compacidade

2.1 O Teorema de Helly

Sejam f : [a,b] — IR uma fungdo e P = {a =ty < t; < ... < t; = b} uma particao
do intervalo [a,b]. Definimos a variagao de f na parti¢ao P por:

k-1
V(f; P) =D _|f(tis1) — F(5))]

j=0

Definicao 2.1 A variagdo total de f no intervalo [a,b] é definida por:

V2(f) =sup V(f; P).
})

onde o supremo € tomado sob todas as partigoes do intervalo [a,b).

Definimos ainda o conjunto BV[a,b] = {f : [a,b] — R : V?(f) < oo}. Quando

f € BV|a,b], f é dita ser de variagao limitada.

Exemplo 2.1 Toda fung¢ao mondtona pertence a BV/[a,b/, 0 mesmo ocorrendo com

as fungoes Lipschitzianas.

46
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Exemplo 2.2 Toda fungio constante pertence a BV[a,b] e V)(f) = 0. Reciproca-
mente se f € BV [a,b] € tal que V2(f) = 0 entdo f = cte.

Exemplo 2.3 A funcdio ¢ : [0,1] — IR definida por:

¢(z) =zcos(zz) se 0<z <1

©(0)=0
apesar de ser continua, ndo pertence a BV/[0,1], pois se tomarmos a particao B, =

+ ..+%+1, logo

{0 < & <.. <3 <3 <1} vemos que V(g P) = 1

Vo (p) = 0.
Proposigao 2.2 Toda fungdo de variagdo limitada em [a,b] € limitada.

Se f € BV[a,b] e a < z < b, tomando a partiao P, = {a < = < b} temos
V(f; P.) < V2(f), ou seja: |f(z) — f(a)| + |f(b) — f(z)| < VE(f). Usando a
desigualdade triangular, obtemos |f(z)| < 2{V2(f) + f(a) + f(b)} m.

O teorema a seguir mostra que BV[a,b] é um reticulado vetorial.

Proposicao 2.3 A soma, a diferenga e o produto de duas fungées de variagao

limitada € de variagao limitada.

Prova: Sefeg e BV[a,ble P={a =t <t <..<t = b} éuma particao

qualquer de [a,b] temos:
(f + 9)(tj+1) = (f + 9)(#5)] < |f(ti41) — FED)] + 19 (i) — 9(E5)].
Logo V2(f +g) < V2(f) + Vi (9). Analogamente,
(F9)(tis1) — (fO) &) < |F(t)g(tiea) — F(E)g(t)] + | f (tir1)g (1) — F(E5)9(tia)l.

Portanto vale,

VEi(fg) < b[lp\ f V(g +*~u£| g |V2(f) =
[a
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|fllav =

Corolario 2.4 (BV{a,bl;| - ||pv) € wm espaco vetorial normado, onde

[f(@)] + V2(f).!

Prova: O fato de BV[a,b] ser um espaco vetorial, é conseqiiéncia imediata da
proposigao acima, e do fato que as constantes pertencem a BV[a,b]. Passamos a
mostrar que || - ||py é uma norma. Se f € BV|[a,b] e A € IR temos para toda par-
tigao de [a,b] : [Af(ts1) = AF(8)] = NI (ber) — £(t)l- Logo A fllv = |\l fllsv
Ademais, como escélio da proposi¢ao acima, vale a desigualdade triangular para
|fllsv. Finalmente, se ||f||py = 0 entdo, V°(f) = 0 e f(a) = 0, pelo exemplo ??

f é constante, e como f(a) =0, seque-se que f=0. =

Observagao 2.5 Qutra propriedade de fdcil verificagio € que, se f € BV[a,b] e
a < c<b, entio V2(f) = Ve(f) + VE(f).

Proposicao 2.6 Uma fungdo limitada f : [a,b] — IR € de variagio limitada se, e

somente se, € representdvel como diferenca de duas funcgées crescentes.

Prova: Se f é diferenca de duas fungoes crescentes, segue-se imediatamente da
proposicao anterior que f € BV|a,b].

Reciprocamente, se f € BV [a, b] defina a fungao 7(z) = V*(f) e m(a) = 0. A funcao
m é crescente devido a observacao acima

Afirmacdo 11 ¥(x) = w(z) — f(x) é crescente.

Com efeito, se a < = < y < b temos
Wy) =7(y) — fly) ==(z) + VZ(f) — f(y)

portanto 9(y) — 9(x) = VX(f) - [f(y) — f(x)] = 0, por definigio de V¥(f). m

INao ¢ dificil mostrar que na verdade (BV[a,b]; |- ||pv) ¢ um espago de Banach. Contudo, para

evitarmos este trabalho, basta lembrarmos que pelo Teorema de Riesz-Markov, BV[a.h] ¢ o dual

de Cla,b] e portanto o mesmo deve ser completo.
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A proposicao acima, apesar de sua aparéncia inocente, possui conseqiiéncias pro-
fundas. Tal resultado nos permite estender propriedades das funcoes monétonas,

para as fungdes de variacdo limitada, como mostra o teorema abaixo.

Teorema 2.7 Se f € BV|a,b| entao vale:

(a) f s6 possui descontinuidade de primeira espécie, ou seja, existem 0S limites
laterais f(c-) e f(c+). Em conseqiiéncia, o conjunto dos seus pontos de descon-
tinuidade é, no mdximo, enumerdvel.

(b) f € diferencidvel q.t.p., ademais f' € integrdvel.

Prova: Conseqiiéncia imediata da proposi¢ao acima e do fato de que as fungoes

monotonas gozam destas propriedades. ®

Feitas estas consideracoes preliminares, seguimos agora em direcao do Teorema de
Helly, o qual nos dard um critério de compacidade em BV[a,b], na topologia da

convergencia pontual.

Lema 2.8 (Cantor-Tychonov) Seja H uma familia infinita de fungies definidas em
[a,b]. Se H for simplesmente limitada 2 entdo, para todo subconjunto enumerdvel E
de [a,b] € possivel encontrar uma sequéencia {fa} em H, de elementos distintos, que

converge em todos os pontos de E.

Prova: Seja E = {z,}22,. Uma vez que o conjunto H (z1) = {f(z1) : [ €
H } é limitado, podemos encontrar um subconjunto infinito N! € IN tal que
2 seqiiéncia (f,(21)),cne converge, digamos, para a;. A seqiiéncia (falz2)) it
também é limitada, logo existe um subconjunto infinito IN? C IN! tal que (fn(%2)) 2
-onverge para um nimero real as. Procedendo indefinidamente, podemos, por meio

1o processo de indugao , construir um conjunto enumeravel de seqiiéncias conver-

2Para cada x € [a,b] existe C, € R™ tal que {|f(z)|: feH} <Cy.
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gentes
(fal@1),emts  (fn(@2))penzs - com N2IN' 2IN?DIN° D ...

onde cada seqiiéncia é uma subseqiiéncia da precedente. Finalmente, consideremos a
seqiiéncia diagonal: (fn)nend; onde IN¢ C IN é
construida de tal sorte que o seu i-ésimo elemento é o i-ésimo elemento de IN®,
Desta forma temos que a seqiiéncia {f, (k) }ene — @k, pois se n > k a mesma ¢

uma subseqiiéncia de {f.(Tx)}ept - ™

Lema 2.9 Seja F uma familia de fungdes crescentes definidas em [a,b]. Se F
for simplesmente limitada, entdo existe uma seqiéncia de fungoes {fn} em F que

converge pontualmente para uma funcdo crescente ¢ : [a, b — IR.

Prova: Aplicando o Lema de Cantor-Tychonov a familia F e ao conjunto
E = [a,0] NQU{a} = {an}2,, podemos obter uma sequeéncia { )y @ P,
convergindo em todos os pontos de E.
Definimos a funcao ¥ em [a,b] em duas etapas:
(1) W(ax) = lim, oo fn(ax). Claramente ¥ é crescente em E.
(#) Finalmente definimos ¥ em [a,b] pela seguinte férmula:

U(z) = sup(¥(ag)).

A<z

Desta forma ¥ continua crescente em [a,b], logo o conjunto dos seus pontos de
descontinuidade D (¥) é no maximo enumeravel.
Afirmacéo 1: lim, .o fn(§) = ¥(€) se £ € D (V).
Com efeito, dado & > 0 tomemos a; < & < a; tais que a; e a; € E e ¥U(a;) — ¥(ax) <

Selecionamos agora ng € IN tal que, se n > ny,

o

[ Flax) = T(aw)] < 5

e |fa(a:i) —¥(a)| <

b2 M
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Logo temos: ¥(§) — e < fa(ar) < fu(a;) < ¥(§) + ¢, se n > ng.

Desde que fﬂ(”-f\‘) < ffr(g) S f-n(ﬂ;). obtemos:
B{E) — &< Julf) < L)+

Finalmente, aplicando o Lema de Cantor-Tychonov a seqiiéncia {f,} e ao conjunto
D (¥), obtemos uma subseqiiéncia de f,, que converge em todos os pontos de [a,b]

para uma fungdo ¢ : [a,b] — IR obviamente crescente. =

Teorema 2.10 (Helly) Seja F uma familia infinita de fungoes, F = {fx : [a,b] —
R: ) € A}. Se F for simplesmente limitada e existir uma costante K € IR*tal que
VY(f) < K, entio existe uma seqiiéncia de fungoes distintas { f} em F que converge

pontualmente para uma fung¢do ¢ € BV|a,b).
Prova: Para cada f € F, definimos:
me(x) = VI(f) e 9f(x) =mp(z) — f(2).
Como ja vimos 75 e ¥y sao crescentes, ademais:
Iri(x)| < K e |Jf(z)| £ K+ K(x)

Aplicando o Lema (2.9) & familia {7}scx podemos encontrar uma sequéncia pon-
tualmente convergente, 7, , digamos 7;, — a(z) para todo = € [a, b].

Para cada fungéo 7y, consideremos a fungao corresponde ¥y, . Aplicando o Lema
2.9) a familia {Jy,} podemos obter uma subseqiiéncia ¥y, convergente, digamos
Vg, — B(z). Assim a seqiiéncia fi,(z) = 7, — Uy, converge para a fungao

o(x) = a(r) — B(x). Como a e (3 sdo crescentes, segue-se que ¢ € BV]a,b], pela

Proposicao 1.6. m

Corolério 2.11 Seja F uma familia de func¢oes definidas em IR. Denote por

Fo = {flienm : f € F}. Se F for simplesmente limitada e para cada n € IN
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existir uma constante K(n) € R™ tal que V" () < K(n) para toda 1) € F,, entdo

podemos extrair uma seqiéncia {f;} de F convergindo pontualmente em IR.

Prova: Para n = 1, existe uma seqiiéncia fj(i) —s fM em [-1,1]. Aplicando
o Teorema de Helly a familia { f}l) } no intervalo [-2,2], obtemos uma subseqiiencia
fj(f) — f@ em [-2,2]. Continuando o processo, contruimos um conjunto enumeravel
de segiiéncias convergentes onde cada seqiiéncia é uma subseqiiéncia da precedente,

logo a seqiiéncia diagonal f}J ) converge para uma fungao f: IR — IR. =

2.2 O Principio Heuristico

Estaremos interessados na seguinte natureza de problemas:
. i ; - ~ " “'\-' - . .
Sejam JH um espaco de funcoes definidas no R" e J, E, funcionais em JH (ou em

um subdominio de H) do tipo:
E{u) = / e(r, Au(z))dz ; J(u)= / j(z, Bu(x))dx (2.1)
RY RV

ondee: RVxR™ — IR, j: RYxIR" — IRT; A, B sdo operadores de IH em £ e F
(espagos de funcdes definidos do IRY com valores em IR”, respectivamente em IR"),
0s quais comutam com translacdes do RY ie., A(¢)oT = A(¢oT) e B(¢p)oT =
B(¢ oT) para toda ¢ € IH e toda translacao 7" : RY — RY.

Para simplificar vamos assumir J(0) = 0. Estamos interessados em estudar o

seguinte problema de minimizacao:
(M) L=inf{E(u):ueH e J(u) =1} (2.2)

Iremos mergulhar o Problema (M) em uma familia a um parametro de problemas

\.1]/\)

(M) Iy=inf{E(u):ueH e J(u)=A} (2.3)
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E razoével supor que se possa definir "um problema no infinito”. Por exemplo

nos assumimos que:
j(z,q) — j*=(q) , e(z,p) — e*(p), com |z| — o0,Vp, ¢ € R™,IR".  (2.4)

O preciso significado de (2.4) depende de cada problema especifico. Nos entao

consideramos o problema no infinito:
(M5®) I = inf{E®(u) : u € H,J*®(u) = A} (2.5)
onde,
E*(u) = / e®(Au(z))dz ; E7(u)= / j°°(Bu(x))dz
RN JIRY
Finalmente iremos assumir que temos algum tipo de estimativa a priori para os
problemas (My) e (M5°), assegurando, em particular, que:

Ky={ueH:Ju)=A}#0 e LL>-x

para todo A > 0 (ou A € (0, 1]) e que as seqiiéncias minimizantes para (My) — (M5°)
sio limitadas em JH. Novamente, estas estimativas a priori sdo adaptadas em cada
problema particular.

Passamos a analisar a condigao de sub-aditividade:

Primeiramente, observemos que sempre se tem:
L<I,+I, Vael0,) (2.6)

onde definimos, Iy = 0. Iremos justificar heuristicamente porque (2.6) deve ocorrer:

Prova heuristica:

Seja € > 0 e u., v, satistazendo:
I,.<E(u) <I,+e , Ju)=a«a

(2.7)

I <E®(w) <IP +e , J®w)=r—a

Por um argumento de densidade, podemos assumir que ue € v, possuem suporte com-

pacto e denotemos por v = v.(- + nx) onde x é algum vetor unitario dado do R". Para
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n suficientemente grande, a distancia entre supp(u.) e supp(vy') € estritamente positiva, e

tende para +oo quando n — oo. Observemos que

E(u.+v.) = / e(z, Alus + v7)(z)dz
JIRY

/ e(z, A(ue +vl)(z)dz
J supp(ue )Usupp(v?)

- / e(z, A(ue + v2)(z)der + / e(z, A(ue + v7)(z)dx
J supp(ue)

J supp(vl)

Agora, supp(v?) = supp(ve) +nX, logo inf,esupp(or) |lz| — o0 comn — oo. Portanto:
lim / e(z, A(v?)(z)) — e®(A(v?)(z))dz — 0.
n—= Jsupp(vl)

Repitindo o argumento para o funcional J, obtemos:

E(ue +v7) — {E(ue) + E*(v°)}— 0.

(2.8)
J(ue +v°) = {J(ue) + J®(v°)}— 0.
Uma vez que E* e J* sdo invariantes por translagoes , nos finalmente obtemos:
In + I, <limp E(u. +07) = E(u:) + E®(ve) < In + I3, +2¢.
(2.9)

lima{J(ue) + JR@H)}=A .. limy J(ue +07) = A

e, por defini¢do de Iy, concluimos:

Lt + I8 42

Vamos explicar agora os resultados tipicos que podemos obter com o uso do
principio de concentra¢do e compacidade.

Iremos inicialmente nos restringirmos ao caso onde as fungoes e e j dependem

de 7. Neste caso iremos mostrar que, para cada A > 0 fixado, todas as seqiiéncias
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de minimizacdo do problema (M) sao relativamente compactas se, e somente se ¢

satisfeita a condicao de subaditividade estrita:

(S.1) Lo<I,+I2, Vac[0
(2.10)

No caso onde e e j independem de x, (M) é equivalente a ( M:3*) e, portanto, invari-
ante por translagoes. Assim, para cada A > 0 fixado, toda seqiiéncia minimizante
do problema (M,) é relativamente compacta a menos de translacoes se, e somente

se. é satisteita a seguinte condicao de subaditividade estrita:

(5.2) L<I,+I o Ya€l0A
(2.11)

Observe que I, = I® , ¥V a € ]0,)\ (pois E* = E e J® = J). O fato de
que a condicdo (S.1) ( resp. (S.2) ) é nescessaria para a compacidade de todas as

seqiiéncias minimizantes é conseqiiéncia do seguinte argumento heuristico:

Suponha que I = I, + I3, com « €]0, A[. Seja un (resp. vn) sequéncia minimizante
com suporte compacto do problema (M) (resp. M2 .). Defina v,(z) = vp(z + &), &n €

RY com [£,| grande o suficiente de tal sorte que
dist(supp un, ; suppi,) — 00.
Assim teriamos, pela invariancia por translagoes dos funcionais J © ¢ B, que:
JB(Hy) = A= e, E®(i,) = E(tn) — I3o, (por (3.1)).

Finalmente costruimos a seqiiéncia wy = U + Un.
Afirmacdo : wy, nao pode ser relativamente compacta.

Com efeito, para toda funcdo de suporte compacto ¢ nés temos:

/ wap=0 se n>n(p)
JIRN

Se existisse uma subseqiiéncia w,; — W, por argumento de densidade, w = 0. Por outro

lado, J(wn;) — A (pelo argumento (2.8)), mas A # 0 e J(0) = 0 o que seria uma
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contradicao !!! Observemos que, por (2.8)

lim E(w,) = lim {E(un) + E®(Un)} Ia+Da=1Ix =
n—s00

n—0o0
Em conclusdao, nés vimos que as condigoes (S.1), (S.2), sao nescessarias para
a compacidade de todas as seqiiéncias minimizantes. Iremos mostrar na proxima
seciao que (S.1), (S.2) sao também suficientes para a compacidade das seqiiéncias
minimizantes.
Ainda heuristicamente falando, o que iremos observar é que as condicoes (S.1) e
(S.2) impedem o possivel "espalhamento” de seqiiéncias minimizantes wu,, fazendo

com que as mesmas permanecam concentradas.

2.3 O Lema de Concentracao e Compacidade

Nesta se¢do, nos propomos a demostrar o Lema de Concentragdo e Compacidade,
o qual tem se mostrado um eficaz método para resolver problemas de minimizagao
em dominios nao limitados. Em seguida, iremos mostrar, de forma heuristica, a
equivaléncia entre a compacidade de todas as seqiiéncias minimizantes e uma con-
dicdo de subaditividade estrita. ( a saber (S.1) ou (S.2) ). A prova do Lema ¢

baseada na nocao de fung¢do de concentragcdo de medida, introduzida por Lévy.
Lema 2.12 (Lions, [PL1]) Seja {p,}, -, uma seqiiéncia em L'(RY) satisfazendo:
pn =0 em RY, / ppdr = A
JRN

onde A > 0 estd firado. Entdo erxiste uma subseqiéncia {pn, },~, satisfazendo uma,

e somente uma das trés sequintes possibilidades:

(i) (compacidade) Eziste yp € R tais que:

Ve >0, dR < oo tal que:

/ prilz) dr > X—e
Jyr+Br
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(i) (anulamento) Fizado R > 0,

limp_oo sup / pn.(x)dr =0, VR=>0
y+Bpr

yeRY .

(111) (dicotomia) Eriste a €]0,A[ tal que para todo € > 0 existem K. > 1 e

sequéncias {@rtis; » {Ukts; © Li(IRN) satistazendo, para cada k > K.,

||on, — (o + ¥i)||r £ &,
Um‘ erdr — a| <€, |[pv¥rdr — (A-— a)l <e
dist(supppy ; suppyy) — 00
Prova: Defina para cada n € IN a funcao
Qn:[0,00) — R" | Qn(r) = sup / pn(x) dz
yelRY Jy+B(r)
Observamos que:
a) @,(r) é mondtona nao decrescente;
b) lim, oo @n(r) =A VneN
Portanto,
Qn(r)| <A VnelN e r>0. Ademais, V7 (Qnlps) = @n(r) <A VneIN.
Segue-se, imediatamente, do coroldrio do Teorema de Helly (Corodrio(2.11)) que
existe uma subseqiiéncia {@,, } convergindo pontualmente para uma fungao positiva
e nao decrescente @), com |Q(r)| < A.
Defina a € [0, A\] por o =lim, . Q(r).
Caso 1: =0

Neste caso Q = 0 uma vez que Q é crescente, ou seja, limy__oo @n, (1) = 0,Vr

v

0. Mais precisamente:

limg__.,, sup / P (z)dz =0, Y R=0,
yeRN Jy+Bpg

e portanto acontece o anulamento (7).

Caso 2: a = \
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Isto é, lim, .. @(r) = A, ou mais precisamente, dado & > 0, 31’:, > ( tal que

/

Q(r) > A—e se r > r.. Como limy Qn (1)) = Q(r,) > A — ¢ existe K. € IN
tal que, Q,,k(‘r:__) S A—¢ se FK > K.. Para cada j = 1,2,..., K. — 1 vale que
lim, —.cc @n,(r) = A portanto podemos obter r; > 0 tais que:

os(F) 2 A—E Vr 2w (j=1,2,.., K. —1).
Considere r. = max{ry,ra, ..., Tk.—1,T.}. Entdo:

sup / Pri(2) dT = Qn.(r)>A—¢g, Vr>re e kiz 1
y+Br

yeRY .

Logo, podemos obter para cada k > 1 um elemento Yi € R tais que:
f B kE) b B A=, Y ¥ Ts€ -
y;+Br
Ou seja, dado £ > 0, existem r. > 0 e uma seqiiéncia {yi} C RY tais que:
/ Prg@) T > X—& YV r>Te @ keN
Y +Br

Para concluirmos que ocorre (i) falta apenas "nos livrarmos” da dependéncia do

¢ na seqiiéncia {y}.

Afirmagio 1: See e & € (0, 3] entao B(yz, rNB(y;) #OVEeENrzr.erzr

™y

Com efeito, se tais conjutos fossem disjuntos teriamos:

A = / pm\. 2 / [)nk = / ﬂ,—,‘h_ +/ Py > 2/\ — & —
Y J Bz OB B(v;.v) B(v})

Escolhemos agora 7, =1 + 2r. € Yy = yf_/ 2 Observemos que B(y5,7:) € B(yx, 7).
2 ! ‘

>

=

oy

Donde obtemos a seguinte desigualdade

/ ,Onk Z / ﬂn;,. Z )\ = B
B(yr.Te) J B(yg,re)

. # . . A I A’\]
Ou seja, nés mostramos que se o = A existe uma sequencia {ye} € IR tal que

¥V & > 0 podemos obter 7. > 0 satisfazendo:

/ () dE>A—e YhkeN
Jyp+Br,
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e portanto ocorre (7).
Caso 3: 0 <a <A

Lembremos que « = lim, .. Q(r) e logo dado € > 0, ewxiste r. > Otal que se
r>r. vale

a—e<Q(r) <a+e.

Como Q(r) = limy Q,,, (1), deve existir K, € IN tal que:
a—€e<Qn(r.) <a+eg, vV K > K..

Por definicao , Q,, (1) = SUP, RN ]u +B(r) Prs © logo podemos obter, para cada K >

K., yx =uyi(e) € RY, tal que:

a—c< / Pox S O, (F2) € GEAE.
Jyp+B(re)

Passamos a definir as seqiiéncias solicitadas pela dicotomia.

Defina @ = P, XB(ye,re)-

Verifica-se facilmente que 0 < ¢ < p,, € @r € LL(IRN), ademais:

/ PR = / Pay !/ () dE—a| <&
RN J B(yg,re) RY

Afirmagdo 1: Podemos encontrar uma sequiénciary > 1. com Tp —» 00 € a—
& < O, lrp) € &
Com efeito, consideremos a seqiiéncia s; = r. + j. Desde que Qn,(s;) — Q(s;)

eriste K; € N, K; > K;_; > K, tal que
(}‘*E<(Q.,?k(8j)<ﬂ'+5, VI{ZK’J‘

Para cada K > K., definimos 7 da seguinte forma:
x) Se K € [K;, Kj+1] pomos 1 = s;.

(Bem entendido, o que fizemos foi apenas encontrar uma subsegéncia (Kj);>1 e

depois ”completamos” a mesma pela regra (x) os que 6bviamente nao compromete
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0 nosso propdsito).
Construida desta forma temos
a—e<Qnrg)<a+e V K=K,

Portanto VK > K. vale
/ Pn, <Q+€E com Ty >T.eTp —> 00 (pois sj — 00)
y+B(rr)

a—e< sup
yelRY J1

Considerando a seqiiéncia {yx},~,; € IR" defina
E. VYREZE K

o / Py, S Qi) < a—
Yu+Bry,

a—E < / P
x yk+BT'£

Finalmente, defina ¥r = pn, XBe(yx,rs)

Desta forma, é claro que vale: 0 < ¥y < p,, €
+ |

= ‘/ Pny _/ r-[)”!.-
J BE(yg,Tx) JIRN

[ e ~(x=a)
|J IR | ,
= ‘/ P, = O'! < €
J B(yk,Tx) 7

Além disso:
”pm\ (r + ‘LA)HLI = / ‘pm - (fn;\'\ B(yk.re) + !)'??A-,X_Bc(y;,..rgj)‘
/ Py, pfu X B(yk,re)UBC (y&,Tx))

/ Py, X[B(m re )UBC (yg, ’A)J

N

/ Py, / Pny.
B(yx,Tx) B(yk,re)

-

<

E

<(a+e)—(a—e)=2

e como supppyr C B(yk,7:) e suppyp C R \ B(yk, ) obtemos que

dist(supppy; suppyy) = ry —re — +00 com k — o0
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ou seja, mostramos que deve ocorrer a dicotomia (1) =

E importante observar que o Lema de Concentracao e Compacidade demostrado
acima pode ser enunciado, mais geralmente, versando sob uma seqiiéncia de medidas

positivas com integral constante, a saber, podemos enunciar o seguinte resultado:

e . 7 F s A .
Lema 2.13 ( Concentracio e Compacidade em M (RY) ) Seja {pin}, -, uma seqiiéncia em
\ 3 ? / }I ”21 [

M(RY) satisfazendo a:
n >0 em RY, / ditz = A
JRY

onde A > 0 esta fizado. Entdo existe uma subsequéncia {fin,},~, satisfazendo a

uma, e somente uma das trés seguintes possibilidades:

(i) (compacidade) Eziste y; € RN tais que:
Ve >0, dR < oo tal que:

/ dpts, () Z A—e
y+Br

(#i) (anulamento)

limy e SUp / dyn,, =0, VRZ=0
yeRY Jy+Br

(iii) (dicotomia) Eriste a €]0,A[ tal que para todo ¢ > 0 ezisite K. > 1 e
seqiiéncias de medidas positivas {pi}>; » {Metes1 € M(IRY) satistazen-

do, para cada K > K.:

s, = (i + 18) I < &,
| fpvdpr  — al <€, | [gy duyi — (A—a)|<Ze

dist(suppp}, ; suppuz) — 00

A demostracio desta versao do Lema de Concentragdo e Compacidade é pre-

cisamente igual a prova do Lema (2.12). Esta generalizacao seré 1itil no Capitulo 3,
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para a obtencdo do Segundo Principio de Concentragao e Compacidade.

Antes de apresentarmos uma aplicagao concreta do Principio de Concentragao
e Compacidade iremos explicar como usar o Lema (2.12) heuristicamente:
Consideremos o caso em que e, j dependem de z. Vamos assumir que (S.1) ocorre, e

tomemos uma seqiiéncia minimizante {u,},~; de (M)):
E(u,) — I Jlu,) = A

Vamos aplicar o Lema (2.12) com p, = j(z,B(un)(z)), para obter uma subseqiiéncia
{un, }, tal que (i), (ii), ou (iii) ocorre.

(ii) nao pode ocorrer.

Suponha que limg_ oo SUp,cp~y -f;1+131{ P, = 0 ¥V R > 0. Entao, dado k >

0 existe ng € IN tal que:

vy c IRJPU

ot M

/ iz, By, ) <
J B(k)

Portanto,
. x| 1 5
/ i@ +y, Blun,)(z +y) = / j(@+y, Blun,(-+y)(@) <7 VyeR"
J B(k) J B(k) k

Agora: limy| oo _fﬁ(kj)j{:r + 4, B(tun, (- + y)(z)) = j°(B(un,(- + y)(xz)) = 0, o que

implicaria que existe yo € RY tal que:
L 1
3 (Bt (- + 40)(@)) <
J B(k) '
Finalmente,

lim / 7% (B(un,(z)) — [ % Blitg, [2)) = D
k—sco JIRN Jyo+B(k)

e portanto obtemos J*(u,,) — 0 e E(u,,) — I) o que implicaria que I3° < I o que
contradiz (S.1) se tomarmos a =0

(iii) ndo ocorre: Neste caso fica claro, como escdlio da demostragao do Lema (2.12), que:

Se (iii) ocorre, para todo £ > 0 podemos obter @y e ¥y em IH satisfazendo, para k sufi-

cientemente grande, u,, = @r + Y + Jp e
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J(on) —al <6, |JWr) —(A—a)l <e
dist(supppy., suppy) — oo, |9 < e.
Repassando o por A\ — a se nescessario, podemos assumir, sem perda de

generalidade, que:
J() = J®Wx) — 0, liminf[E(yx) — E¥(¢x)] =0

Finalmente obteriamos:
I), = lim E(uyn,) > liminf [E(px) — E*(Yr)] — 6(€)

2 Ia—s " I)O\in_g - 6(5)

fazendo ¢ — 0 obtemos:

I EInJrfiia

o que contradiz (5.1).

Portanto ocorre (i)

Falta apenas mostrar que os {yx} dados em (i) sao limitados:

Suponha que {y;} nao sao limitados:

Iy =lim E(up, ) > liminf E®(uy,, ), |yx| — o0

A= J (e, ) = i % ()

e assim: Iy > I{°, o que contradiz a condigao (S.1). =

Observagao 2.14 Os argumentos mostrados acima nao sao Trigorosos, mas

Justificdveis em cada problema especifico.

2.4 Uma Aplicacao do Lema de Concentracao e
Compacidade

- . ~ ’ . N
Nesta secao estaremos interessados em resolver uma equagao eliptica no RY. Es-

peramos que a aplicacio aqui apresentada, seja simples o suficiente para elucidar o
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Principio de Concentragio e Compacidade e a0 mesmo tempo suficientemente de-

safiador para enaltecer o Lema (2.12).

: N . = ’ i g i
Seja a : R — IR uma aplicacao continua estritamente positiva, satisfazendo:

lim a(z) = e >0

|.'1'!—’0Cf
Consideremos a seguinte equacao:

—Au+ a(z)u = ufulP~? em RY

u>0, wu(r) — 0quando |r| — o0,

onde p > 2 satisfaz:

p € (2,00), se N=2
2N
p € (2, 7_—2), se N>3

T . A N v s
Naturalmente, associa-se ao problema () o funcional; E : H'(IR") — IR definido

por:
E(u) = l / (|Vul® + a(z)|ul?) dz
2 [R."V

Uma solugao da equagao (x) é precisamente um ponto critico do funcional E restrito

a variedade M definida por:

M= {u e HY(RY) : / |ulPdz = 1}
RN

Observemos, que se a(r) = a., E seria invariante por translages , isto é, se

‘¥

o

. HY(RY) — H'(IRY) é definido por T( u(z) ) = u(r — 7o), valeria que
EoT, = E. No caso geral, observamos que se fizermos uma substituicao de

varidveis, encontramos:

L . ; . 1 [ 5 ;
EoT,(u) = 5 / (|Vul? + a(z + zo)|ul?) dz — 5 / (|Vul® + acolul?) dz *
RN JIRN

&

quando |zg| — oo. Isto nos leva a definir o Funcional no Infinito por:

1 ;
E®(u) == / ’ (|Vul? + acolul?) dx
g ]R;\-

2
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Como foi observado, E*® o T,,, = E*™.
A passagem * é justificada pelo seguinte lema, o qual serd utilizado na de-

mostragao do Teorema Principal.

Lema 2.15 Sejaa € L®(IRY) uma fungdo com a sequinte propriedade: lim;—o a(x) =
0. Entdo para toda f € L'(IRY), a menos de uma subsegiiéncia,

lim a(z+n-x)-f—0 V feL'(R")

n—oo IRN

onde x € um vetor unitdrio qualquer em RV,

Prova: Consideremos a seqiiéncia de funcionais lineares continuos V., : Ll(]R,N) —
IR definida por ¥,,(f) = [~ a(z+nX)-udz. Tendo em vista que LY(IRY) é separavel,
a menos de uma subseqiiéncia, podemos assumir que ¥, = ¥. Fixemos uma funcao
¢ € C(IRY). Para todo ¢ > 0 dado, existe R(¢), tal que |a(z)| < e, Vz €
B¢(R(¢)). Fixado R(e) existe um ny € IN, tal que ng - x + suppp C B°(R(g)), e
portanto

/ 'a(rr +ng) - p<e- ||99||L-1(1RN)
RN

ou seja ¥, () — 0 para toda ¢ € CP(IRY). Isto siguinifica que: U)oy =0, €

por densidade, seque-se que ¥V =0 =

Passemos a discutir o resultado principal desta se¢dao, o qual em particular, ira

nos fornecer condicoes para que o problema (%) admita solucao .

Teorema 2.16 * Suponha que I = infyy E < infyy E® = I entdo existe uma
solugdo positiva u € H'(IRY) da equagdo (x). Ademais, a condi¢do de subaditivi-
dade estrita acima € necessdria e suficiente para a compacidade relativa de todas as

sequiéncias minimizantes de E em M.

3Este resultado pode ser provado sem o uso do Lema de Concentragdo e Compacidade, e ja

tinha sido estabelecido por Lions, P. L.
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Prova: A necessidade da subaditividade estrita, para a compacidade relativa de
todas as seqiiéncias minimizantes de F em M, é perfeitamente justificavel seguindo
o Principio Heuristico , se nao vejamos:

Seja u, uma sequéncia minimizante de E*°. Por um argumento de densidade, pode-
mos supor que supp{u,} é compacto para todo n € IN. Fixemos um vetor x € B
e definamos u,(x) = u,(z + a, - X), onde a,, é uma seqiiéncia adequada de nimeros
reais positivos, tais que a,, — o0, suficientemente rapido. E claro que i, continua

sendo uma seqiiéncia minimizante de E* e portanto |[u,||yig~) € limitado. Ob-

1| > Hg == i[(-’(.?'] ”x‘ <

servemos ainda que, dado £ > 0, existe R, € IN tal que, se

—— . Se n for suficientemente grande, de tal sorte que supp u, € B°(Ry),
ST
segue-se que:

|E(@,) — E®(u,)| = / (a(z) — as) - W2dx| < / la(z) — aoo| - U2dx < €

JIRN JIRN
[sto mostra que I < I*°. Suponhamos que I = I*°, entao {u,} é também uma se-
quéncia minimizante de £. Contudo, observemos que, a menos de uma subseqiiéncia,
" ~ N ~ ~ ) N
i, — % em H'(IR") e consequentemente @, — @ em L*(IR"). Observemos que para

toda ¢ € Co(IRY) vale:

/ iy, #ip =) se n > n(p),
JIRN

donde u = 0. Assim 1, nao pode ser relativamente compacta em HY(IRY), ja que,
Un|lgirny =1
Passemos a demostrar a suficiéncia da subaditividade estrita: Para isto faremos
uso do Principio de Concentra¢io e Compacidade.
Seja {u,} € H'(IR") uma seqiiéncia minimizante de E sob a variedade M. No
enunciado do Lema (2.12), facamos p,, = |u,|".
Passo 1: Anulamento nao ocorre.

Suponhamos que ocorra o Anulamento, i.e.,

VYV R>0, lim sup / lug ¥ = 0.
Jr+B(R)

M —00 :
reRN
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Para todo € > 0 dado, 3 R = R(e) tal que:

&
la(z) — 0eo| K ———5 se |z| > R,
SUp,>1 [|unll3

|E(un) — E®(uy)| = '/ (a(z) — ao)uldz| < / la(z) — aso|uldz.
RY JRN

Utilizando a informacao fornecida pelo suposto anulamento, teriamos que:

/ widr < |lipssRy)—r2@@y)ll €
JB(R)

e portanto u, — 0 em L*(B(R)). E assim:

] (a(x) — aco)uZdz
[R.N"

E / (a(z) — oo )uldx
B<(R)

|B () = B> ()| =

= / (a(z) — oo )uZdz
B(R)

< |la(z) — tcolloo - Hun”?LE(B(R)) +e<2e

se n é suficientemente grande. Conseqiiéntemente

lim |E(u,) — E*®(u,)| =0

m—00

o que contradiz a subaditividade estrita assumida «
Passo 2: Dicotomia nao ocorre.
Suponha que exista a € (0, 1) tal que:

Ve>0, 3{pL}, {p2} C LL(R") satisfazendo:

lunlP = (on + P22 < &
| fpvphdz — a|<e, |[pgvprdz — (l—a)[<e
dist(supp pl ; supp p;) — 00
Dado ¢ > 0, consideremos as seqiiéncias fornecidas pela dicotomia. Podemos entao

3 x - N
escrever |un|P = pL + p2 + vn, onde ||vp||pmyy < € Existe z, € RT tal que,

para todo n € IN, suficientemente grande, suppp,, N suppp? = supppy, N B(z,,n) =
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supppy, N B(x,,n) = 0. Defina, w,(z) = u,(z, + z). Podemos supor que W, — W

em H'(IRY). Assim,

1 = / |up|Pdx = / [t [Pdr + / lu,|Pdx + / U, |Pdz + / |u, |Pda
JRN B(zp,n) J supppl suppp2 JA

onde A = IR" \ (B(z,,n) U suppp}. U suppp?)

Consegiliéntemente

a+(l—a)= / |, [Pdx +f pL 4+ vpdz + / P2 + vpdz + / vnpdx
J B(xpn,n) supp pl J supp p2 JA

portanto,

/ [t [P = (a- - / p?l? + v, dm) + ((1 —a) — / p'f,_ + v, a’;;:) + / U, dT.
J B(zn,n) supp pl supp p2 JA
Finalmente

/ |uy, [Pdz = / |i,|P < 5e
J B(zn,n) J B(n)

como € > () foi arbitrario, concluimos que @ = 0.

Suponhamos que z,, seja ilimitada:

./%x(“(”?) ~ o) = /[R (e +2,) — ag)i? =

= / {a(z + z,) — ax w2 + / {a(z+ z,) — ag}02 < €
JB(R)

Be(R)
se n e R forem tomados suficientemente grandes e isto contradiz a condigao de sub-

aditividade «

Assim z,, seria limitada, neste caso, concluiriamos que u, — 0 em H'(IR"), e proce-
dendo analogo ao caso anterior iriamos obter uma contradicao na subaditividade
estrita assumida

Passo 3. Conclusao.

Segue-se do Principio de Concentragdo e Compacidade que ocorre Concentragao,

ou seja: existe uma seqiiéncia {z,} C IR" tal que Ve > 0, 3 R > 0 satisfazendo a:

/ |lunfP >1—¢
Jrn+B(R)
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Afirmacio: A seqiiéncia {z,} fornecida pela concentracio é limitada em B>

Com efeito, suponhamos por absurdo que {z,} fosse ilimitada.

Definimos 1, () = u,(x + z,). E claro que a seqiiéncia {@,} continua sendo uma
seqiiéncia limitada em H'(IRY), logo a menos de uma subseqiiéncia, podemos as-
sumir que %, — 4 em H'(IRY) e, para cada R > 0 4@, — @ em L?*(B(R)).

Observemos inicialmente que podemos escrever

/ ]ﬁl”dm—/ [&pdﬂ:+/ |@|Pdz = lim / 11,,}"(13.‘—#/ |a|Pdx
RY JB(R.) JBe(R,) n= JB(R,) JB*(R.)

> 1—c
Como ¢ > 0 foi escolhido arbitrariamente, [~ |4[’dz > 1. Contudo, uma vez
que i, — u em LP(IRY), obtemos: fIRN |lu|Pdzr < 1. Imediatamente segue-se que
f[RN |u|Pdx = 1. Isto nos mostra que @ é uma funcao admissivel, i.e., @ € M.

Ademais,

/ la(2—2p) —aoo|-U2dx < / |a(:r:—,T,1)—a,,:,O|-|ﬂf,—ﬁ,gjd:r+f la(z—2n)—aeo|-Udz
JRN JRN RV

= / la(z — =) — @oo| - |T2 — @2|dzx + / la(z — ) — aoo| * |G2 — @2|dz
B(R) JBC(R)
+ / la(z — Tn) — Qoo - W2dx < €
JIRY
se n e R forem tomados suficientemente grandes, para todo € > 0 inicialmente dado

(Vide Lema (2.15)). Isto nos prova, que

/ . la(z — ) — Goo| - #2dz — 0
]:RJ

quando n — o0

Observemos agora que

f a(x) - ui(z)dr = / a(z—1xy,)- adz
RV JIRY

= / (a(z — z,) — aeo) - Hodr + a.OO/ a2de
RY

RN
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Portanto

lim inf / a(z) - u(z)dr = liminf ae / itdr > aoc/ i’dx,
JRY JRN RN

n—oo n—oo

j4 que @, — @ em L?(IRY). Finalmente,

I = liminf E(u,) = lim inf / |Viin|? + a(z)uidz
JIRN

n—oo n—oo

> |Vii|? + aeotidz = E®(@) > I
z ]RN

o que contradiz a desigualdade assumida I < I*°. Assim, a concentragao fornecida

pelo Lema de Concentragdo e Compacidade, pode ser formulada da seguinte forma:

Dado ¢ > 0, existe R > 0 tal que:

/ |un|Pdz > 1 — €.
JB(R)

Como feito anteriormente, a menos de uma subsequécia, u, — uw em H 1(IR‘N) e
u, — u em LP(B(R)) para todo R > 0. Portanto, dado ¢ > 0, consideremos R,

fornecido pela Concentragao . Podemos entao escrever que:

/ lulPdz = / |u|Pdz + / lalPde =dirre / |y [Pdx < / |u|Pdx
JRN JB(R.) J B¢(R;) JB(R.) B¢(R:)

> 1—¢

Como ¢ > 0 foi escolhido arbitrariamente, me |u|Pdz > 1. Contudo, uma vez

que u, — u em LP (IRN), obtemos: f]RN ulPdr < 1. Imediatamente segue-se que

[ry |[u[Pdz = 1. Pela uniformidade convexa do espago LP(IRY), concluimos que:

N 5 . . . =
u, — u em LP(IRY). Finalmente, pela convexidade do funcional E, vale que:

E(u) < liminf E(u,) =1

n—o0
ou seja E(u) = inf,cp E(p), e portanto, é uma solugdo do problema (). Para
concluir a compacidade relativa de todas as seqiiéncias minimizantes de E sob a

variedade M, observemos que:

E(u, —u) = —/ |Vu, — Vul> + a(z)|u, — u 2
IR‘N
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= E(u,) + E(u) — / Vu, - Vu — / a(x)u, -udr — 0
JRY JIRVN

. N ’ ‘ | . N
pois u, — u em H'(IRY) e também em L%(IR"). Finalmente u, — u em H LR,

concluindo a compacidade da seqiiéncia minimizante m




Capitulo 3

Problemas de Minimizacao no

LY{(RM)

Nesta secao, iremos fornecer uma robusta aplica¢io do Lema (2.12). Acreditamos

que o estudo do problema a seguir demonstra plenamente toda a dificuldade que se

encontra ao tentar resolver um problema de minimizagao no IR" e como o Principio

de Concentragao e Compacidade deve ser usado para contornar tal dificuldade.
Estaremos interessados no seguinte problema:

Encontrar uma funcao u minimizando:

(1} §5=mif {/ jlu)dr — i / f u(z)u(y) - f(zr —y)dzdy :u € K,\}
JIRN 2 JRN xRN

onde:

Ky = {u € Lq(IRN) NLYRY), u>0 q.t.p., e / udr = )\}
]R.N

il i

= _p 1 i ] : = . . . .
com ¢ =E=, p€]l,o0f, e j, f satisfazem a:

j:IR" — IR*, é estritamente convexa, satisfazendo a:

limg o+ j(#)t71 =0, limy_,e0j(t)t™9 = +00

(3) feMP(RM, f>0, gtp.

LpmP(IRY) denota o espaco de Marcinkiewicz, ou L? fraco.

72
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Tal problema aparece em Astrofisica e em Mecénica Quantica. O caso tipico ¢

quando
@ fla)=rm e N=3
O principal resultado sobre este problema € :

Teorema 3.1 (Lions, [PL1]) Sob as condigées (2) e (3), toda seqiéncia mini-
mizante (u,), -, do problema (1) € relativamente compacta em LY(IRY), a menos de

translacées se, e somente se, a sequinte condi¢do de subaditividade ocorre:
(52) I\ <I,+ 1o Yo E]O,)\{

Em adicional, se (S.2) ocorrer, para toda seqiéncia minimizante (Un),s, exisie
(P).q € RY tal que {u,(- +yn)} € relativamente compacta em LYRN)n L¢(RY)
e {j(un(- +yn))} € relativamente compacta em L'(RY). Em particular, se (S.2)

ocorrer, existe um minimo do problema (1).

Inicialmente fazemos alguns lemas, que auxiliarao no bom entendimento do

problema a ser estudado.

Lema 3.2 Sob as condicées u € Ky, (2) e (3) ocorre:

2—q

/ / N r)u(y) f(z — y)drdy < Ch HfHMP(lR'V)Hu”iq(m V)H“HLJ RN
IR

Prova: Lembremos da seguinte, bem conhecida, desigualdade de convolugao:

2 o
Lr(m,N)Hf MP(RV) (3.1)

[/ Yu(y)f(z - y)dzdy < Callu
m”xm\

2p
2p—1"

onde r =

Trabalhemos com a expressao ||u||2,,.~, Via a desigualdade de Holder:
L7(R™)

) g r r Ty 3—
(€) / ' dy = ] W TuT < {] u(r—g'?)?’%}
RY RV RY

ir
s
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Observemos que:

(?) (7-__‘]?') 53‘9':?*( —%) 2:_—11:1(}_’:_1) ( 2p—1 ):T' 2p—1 = 1.

() (Z2)2=2((&%) (Z&h))=2(8)=2(1-21)=2-¢

Logo, elevando a desigualdade (§) a ?2 obtemos:

g 2—q
1 — 3119 2—q
/m.-” U} [/m\ uq} - HUHL"(R’”’)H””LIURN)'

Portanto, combinando o obtido acima com a desigualdade de convolugéo (3.1)

2
LT(IR™) =

(3) I

encontramos a inequacgao desejada:

)
ie(m.-")”u“mfmh .

/ ] - u(z)u(y) f(z — y)dzdy < Ci|| fllpremmy [l
RV xR

Lema 3.3 As condigoes u € K,, p €]0,]], (2) e (3), sdo suficientes para garantir

que: I, > —oo. Ademais, para qualquer seqiéncia minimizante de (1) temos:

u, € limitada em L' N LY

j(u,) € limitada no L.

B ; J(t . R— .
Prova: Como por hipopese, limy_. “'—r(q—) = +00, garantimos a existéncia de um valor

R € IR™ satisfazendo:

1 ;
7(t) — §C1,u.z_qfq =0, Vi=Hh

Portanto, devido ao lema anterior, podemos escrever:

/ j(u)dx — E / f u(z) - u(y) f(x — y)dzdy > / j(u) — C - uldx
JIRN 2, RN xRN RN
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g / ju)=C-uf 2= / C-R™w>-C-R 'y
u<R

Ju<R

onde C = % - Cyu, e assim mostramos que [, > —oo.

Mostremos agora a limitacdo de uma seqiiéncia minimizante {u,} em L¢(R"), uma
vez que a limitacao de {u,} em L! (IRY) é trivial:

Suponha por absurdo que |, ery) — oo. Pela hipétese, limy—.c “’f—;) = 400,

garantimos a 9x1stenc,1a de um niimero real M > 0 tal que j(¢) > (C+1)t9, set > M,

onde novamente C' = — - Cp. Logo:

2

/ (u,)d / / U () - un(y) f(z — y)dzdy > / J(un) — C-uldx
RN B e RN

> / J(un) — Cul + f (C+1Dul —Cul >—-C-M"p +/ ul — 00
un <M wn>M

un=>M

uma vez que se |[un|[poqrvy — o0 entdo, obrigatoriamente, |[tun||7qpspny — O°
devido a limitagao [ _, ud < [ _, M%7y, < M
Finalmente, a limitacdo de j(u,) em L'(IRY) segue-se trivialmente da limitagdo de

{u,} em LI(IRY) uma vez que:

/“;‘ ) //m — Un(2) - un(y)f (7 — y)dzdy >

= / j(un) — C - ulde > / j(un) =B =
JRN JRY

3(t)

Lema 3.4 A hipdtese lim;__, = 400 € crucial para que se tenha I, > —oo.

Prova: De fato se tomarmos f(z) = |z|~V/?, (assim f € MP(IRY)) e j satisfizer:
lim sup J(q) < 3Co- || fllprpryy - A°79, onde Cp é a melhor constante da desigualdade

de convolugio, podemos encontrar u € C®(IRY)* = D, (IRY) tal que:

it
/ w(z)dy = / / z)u(y) - f(z — y)dzdy = K > k = limsup i)
RV RN xtR‘ ta

t—00
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Defina para cada ¢ > 0, u.(z) = s_“\"u(f)‘ Claramente, u, € K, ademais existem

e j(t) < Ctsel <

K
constantes R e C' € IR tais que: Set > R, j(t)t77 <

/mn\’ j(ue)dx — %f./m’“xmﬂf e () (y) - flz — y)dady <

; K+k K+k o E—
/ {C’ g4 = ;r 'ugq} dz — KeN/P = C) — ; NP2 o m
]I_lN'

t=< R .

7(t
Lema 3.5 Sob a condi¢ao lim,_,o+ i(f—) =0, temos I <0

Prova: Com efeito, se tomarmos u € Dy (IR") com [p~ u(z)dz = A, e definirmos

u.(x) = eNu(z - €), é claro que u, € K, ademais:
y : 1 -t . N e—0t
J (‘Hs)diff = = it U.(.'l’))a',’ll' — (0 m
. ]:R‘N lR;\i £

Para tornarmos a condi¢do (S.2) mais natural, ou pelo menos, mais facil de se
constatar, deixe-nos fornecer um resultado que simplifica a verificagao de (5.2). Este

resutado baseia-se em um Lema elementar, a saber:

Lema 3.6 Seja h uma fungio real definida em [0,)], A > 0 satisfazendo: h(fa) <
Oh(a) para todo a €]0, ), 0 €]1,\/a]. Entio tem-se: h(\) < h(a) + h(A — ) para
todo o €]0, A[.

h(t

Prova: Observemos inicialmente que a fungao - ¢ crescente, pois: se t; <
t t |
to podemos escrever : h(t;) = h (;l : tg) < f—lh,(tg). Estudemos dois casos:
2 2
Caso 1: a < A —a
A , h(a h(A —a
h(A) < Zh(a) = h(a) + (A — ) 00 el + (i Pt
o o A—a
Caso 2: a> A —«
A= A—a, [A— ,
Yhia) = 2—2h ( = = c}')) < h() - a).
a a o

Aproveitando a primeira desigualdade do caso 1, concluimos o caso 2 =
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Teorema 3.7 Sob as hipéteses (2) e (3) do problema (1), adicionado a:

(1) Vt>1,eqtp §€ RY, f(t&) >t ™f(), paraalgum m € (0,N)

ou

(¢2) V8 =1, vVt >0, 7(0t) < 625(¢).

Entio (S.2) acontece, se e somente se I < 0. Portanto( como serd mostrado), as

conclusées do Teorema (3.1) se sequem.

Prova: Seja a € (0,)) iremos mostrar que se f €]1, A\/a] entdo nés temos: oo <
0I,, desde que I, < 0. Por uma conviniente modificagao do Lema (3.6), iremos
concluir que (S.2) deve acontecer, se I, < 0. Agora se (S.2) ocorrer, necessariamente
I, < 0 j4 que, pelo Lema (3.5), I, < 0 para todo p < 0. Portanto vale que I, <0.
Se ((1) acontecer, tomemos uma fungdo u € K, e consideremos v = u ( W)

Claramente v € Ky,, € assim:

" e
Ipa < infuek, {HJIR“ j(u)dz — jj S smy w(@)u(y) - f(O(z — y))dff?dy}

9277)1/1\7

< inf,ex, {HflRN j(u)dr — 5 ffIR.Nx}RN w(z)u(y) - f(z — y)d.mdy}

S 927”1/1\{[0 & 9_[(1 <0
Por outro lado, se ({) ocorrer, uma vez tomado u € K, definimos: v = fu. Clara-

mente v € Ky, e assim:

L. . 6% |
Ipo < infuek, {me j(0u)dx — = [ Jgrv gy w(@)u(y) - f(z - y)drdy}

<6, <0 m
Passamos a demonstrar o Teorema (3.1). Observamos inicialmente que os argu-
mentos incidados heuristicamente sao facilmente justificdveis neste caso, logo sempre

temos que:

I/\SL.‘:JrI)\fa VQE(O:)\)
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e, se ocorrer a igualdade para algum «, poderfamos construir uma seqiléncia mini-
mizante (como no principio heuristico) a qual nao é relativamente compacta. Por-
tanto (S.2) é uma condigdo nescessaria para a compacidade das seqiiéncias mini-
mizantes.

Entdo tomada uma seqiiéncia minimizante do problema (1), digamos u,, iremos
aplicar o Lema (2.12), com p,, = Uy, assim encontrando uma subseqiiéncia, que ain-
da indicaremos por u,, satisfazendo (i), (i) ou (iii) e, usando (S.2), iremos (como
mostrado heuristicamente) garantir que (ii) e (iii) nao podem ocorer. Entao iremos
concluir o Teorema usando a compacidade fornecida por ().

Prova do Teorema (3.1)

Passo 1: Dicotomia nao ocorre.
Se (#4) ( do Lema (2.12) ) ocorre-se, existiria a > 0 tal que para todo ¢ > 0

fixado, encontrariamos u}, u? satistazendo para n suficientemente grande:

H“’n = (U,}? e = u% rl s €,
| f]R.-""' fy — 0| =8y ‘f[HN w2 — A—a)|<Le

; 1 .

dist(supp ul ; supp u2) — oo

e ainda, como escélio do Lema (2.12), podemos assumir que:

2 1

2 2 1 ‘
Up = UL + UL+ Uy, 0Z ul, ul, vy < Uy, WSS = Uy, = uv, =0 g.t.p.

n?

Finalmente se denotarmos por:

— it e P 2 = Lo, s R - -
d, = dist(supp u, ;supp u;), On= / . w,dx, Oa= / s usdx
R IR

podemos admitir que d, — o0, @, — & By — 3, com a € (0,a)
Be(0,A—a), |a—a|l<e,

Afirmacio 1:  [pv j(un)dz > [pni(up)de +  [pw j(u2)dz
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Com efeito:

/ Jun)dz = j(u,,)dm—i—f j(up)dx
RN yn+B(re) RN\B(yn,re)

/ J(Un XB(yn,re))dT + / J(un XB(ynirn)) 4%

JIRY JIRN

= / j(up)dz + / j(ul)dz .
P'N b ]:R'\

Passemos a estudar [~ u-u *
JR

;N

tin(2)un(y) = ( ub(@) + w2(@) + va(z) )(ub(y) + U2 (y) + valy) )

/ / tn (@) tin (9) f (& — y)dardly =

RN xRN

// iy () un (Y) f (2 — y) drdr/+/f z)uz(y) f(z — y)dady +
m\xmv RN xm”

/ / ()2 (9) f (& — y)dady + 2 / / Youw)f (@ — y)dzdy —
RN xm\ RN xm”

/ /]R . vn(y) f(z — y)dzdy

Invocando a desigualdade de convolugao (3.1) e a desigualdade (2.8), obtemos:

//mumw n(@)on(y) f (2 — y)drdy) <

Hf”i"sfp Hun |?'ﬂH[r <

2 1—q/2 2 1—qg/2
< 1 F g {lenllZ2 - el 2292} - {JJ0all 22 - ol 122}

Notemos que:

[nllg = llun — (uh +u2)llg < llunlly + lun +unlly e

/H V(ul + _ui)q — / . u’?’l{XB(ynxre) ¥ XB(yn..rn)C} < ||U‘n-||3
! R’

Pelo Lema (3.3) podemos entao escrever:

// un(@)0a () f (@ = y)dady| < Clloalln** < Ce™1
RN xRV
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Analogamente obtemos:

‘ / / Vn ()0 (y) f (2 — y)dzdy| < CH’H,,H?TQ <08,
I/ JRN xRN ’

Afirmagdo 2: [ [rn gy Un(®) - ui(y) - f(x —y) dzdy — 0.
De fato, observamos que, para todo § > 0, a funcdo fs = f - x( |f|>s ) pertence ao

L(IR"N) para todo 1 < ¢ < p, e assim deduzimos a seguinte designaldade:

[ [, w@ni)-fe- vy = [ @) fe-ydmy
[ RY xRN ‘ [flz—y)]<é
-!-// ul (2)ul(y) - f(z — y)dzdy
[flz—y)]=6 .
< 6N+ | / / un (@)l (y) - fo(z — y)dady
‘ RY xRV ‘

2 1 2 . »
=6A"+ ‘/ / U (@)ug(y) - fo(T — Y) * X(la-yl2da)dTdY
|/ JRN xRV

ois d,, = dist(supp ul ; supp u?). Invocando a desigualdade de convolugao podemos
p [[ n }p n =] (; I
limitar a tltima integral por: ||ul |lag/29-1) * |42 l24/2a-1) - | fsX (2|2 dm) |l
Se ¢ € [1,p) é suficientemente préximo de p, temos que %}1 € [1, %} e portanto
llulllog/@q—1) € |lu2ll2g/2g-1) < C uma vez que as mesmas sao limitadas em

1
it QL% 2 logo,

lg

> |
6A2+\ f ] ALY Bl =) Hiesiptoy 0y | S OOHC Fitqenso
RN xRV |

— 0 quando n — o0, e como § foi arbitrario, concluimos

mas || fs - X(ja—yldn)lla

a afirmacao 2 «

28e A ¢ L' N L% é um conjunto limitado e 1 < r < ¢:
r—1 g=r L

Nu|lfF < C.

f it = I U-rf(-g%rl-) ) “ﬁ < “ u{r—(ﬁ%)}%]q_—l . “‘ ,”.{3% %}q,l - H””;
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Combinando as desigualdades obtidas, encontramos:

Iy = lim {/ // x)u,(y) - flz — y)dmdy}
TR .m"" RN xm‘
> liminf{/ jul)dr — = / / u (T)ul(y) - flz — y)drr:dy} -
n—~o0 B‘V 2 ; . H{A'VXH{.‘\’
: .. 1
lim inf {/ ju)dr — —// u? (z)ul(y) - f(z — y)dn:dy} — d(¢)
D=0, RY 2 RN xRN

onde §(g) é a parcela referente as integrais [ [ v,(z) - v,(y) - f(z — y)dzdy e

[ [un(@)vn(y) - f(z — y)dzdy, a saber, |§(e)| = Cle!~92? — 279, isto é §(e) —
0 se e — 0.

Umavezque [ul — @ e [u2 — B com |A—(a@+B)| < e, concluimos que:
Iy > I+ Iz — 6(¢). Fazendo € — 0, obtemos 6(¢) — 0, a — ap, e B —

Mo = A - ('}’(] € 'clSSiIH encontramos que:
I)\ 2 Idfo + [)\—Ctg

o que contradiz a hipétese (S5.2).

Conclugao: Nao pode ocorrer a dicotomia !!

Passo 2: Anulamento nao ocorre.

Suponha que (#2) acontece, pelo mesmo argumento anterior obteriamos:

[ [ un@unw)- 5o~ v)dady <63+ [ [ wn(o)un) - oo~ v)dady.

Defina g;*(§) = min{fs, R} e fFf(&) = (fs—R)* Xigl<r + fsXje1>r-
E claro que f5(€) < 98(E)xie1<r + fE(€), logo podemos escrever:

ffun z)un(y) - fo(z — y)dedy < ff“n Jun(y) - g (T - Q)Xf:cfylSR
+j j n y bR(:r = U)
<[ fu 2 (Y) - 9F (T — Y)X|z—y|<r + H'“”'2 NN

onde a ultima inequagao foi obtida pela Desigualdade de Convolugao. Observemos

que |fE||, — 0 se R — oo com § > 0 fixado; isto se d4 uma vez que se R >>
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1, (fs—R)* =0 ecomo f5 € LYIR") o teorema da Convergéncia Dominada nos

garante que |fZ|, £, 0. Por outro lado:

/ / Un(T)tn(y) - g5 (T — Y)X|z—y|<rdrdy < R / Un () / un(y)dy dz
RN <N - JIRN J|z—y|<R

< RXA-Q,(R). Onde @, (R) é a fungao de concetragao de medida, utilizada na prova
do Lema (2.12)

Portanto fazendo n tender a +o0o e em seguida R — 400 obtemos:

n—aoo

lim / / Un(T)un(y) - f(z —y)dzdy < SN2,
J JRN xRV

Como 6 > 0 foi arbitrario, concluimos que:

lim // un(2)un(y) - f(xr — y)dzdy =0,
RN xRY

n—-oo

o que implica que I, > 0. Mas como j& vimos que, sob a hipdtese lim;_ g "(T” = 0,
obrigatoriamente I, < 0 segue-se que I, = 0. Como A > 0 foi arbitrario, isto

contradiz a condigao (S.2).

Ou seja o anulamento nao pode occorer!!

Passo 3: Conclusao.
Em vista do Lema de Concentragao e Compacidade, nés concluimos que existe

{¥n}nz1 C RY tal que:
Ve >0, IR < o0; / up(z)dz > A —e.
Jyn+B(R)

Denotemos por @,(z) = u,(z + y,). Pelo que ji provamos, adicionado ao Teore-

ma de Kakutani, passando a uma subseqiiéncia se necessario, podemos admitir que

= ; L(\ N p+1 __ i3 N q N P =

i, = u em L(IR")ondel <a<E-=qeucl (R™)NLI(IR™Y) uma vez que a
L} roy - . ’ — i — s : ard . % i =

envoltéria convexa de (u,); co(un) ={¥ =3 ;1 Aj-un; : Aj 20e DA =1}

é limitada em L' N L9. Em adicional, o funcional ¢(u) = [~ j(u)dx é convexo, e o

conjunto A; = {£ : #(&) < t} é fechado (na topologia forte).
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De fato se &, — & em LQ(IR_‘N) . a menos de uma subseqiiéncia, &, — £ pontual-

mente, logo pelo lema de Fatou:

/ 7(&)dz < lim inf ) de < 1
JIRY

n—amuo [R.N

e assim concluimos que ¢ ¢é fracamente semi-continuo inferiormente e portanto vale:

/ jlu)dr < Iiminf/ j(ty,)dx (3.2)
RN n

RN

Ademais, pelo Lema (2.12) temos que dado ¢ > 0, 3 R < 0; _[TU LB(R) Un > A—¢,

/ Un (T + Yp)dx = / l(2)de > A —¢&
B(R) B(R)

Observemos ademais que:

ou seja,

/ ) Un - XB(R) — LU XB(R) UMa vez que X5(r) & L¥IRY)
IR* JIR!

Portanto dado € > 0 existe R < oo tal que:

/ udr > / udr > X\ — €.
RN B(R)

Como ¢ > 0 foi tomado de forma arbitraria, concluimos que:

/ udr > A.
RN

Por outro lado, como @, — u, a menos de uma subseqiiéncia, podemos supor que
Un(z) — u(z), V x € RN. Considere a seqiiéncia v, = Uy - XB(n). ¥n goza das
seguintes propriedades:

()Y — u q.t.p.

(22), >0 q.t.p.

(#42) sup, [pr ¥n < A

Logo, pelo Lema de Fatou, segue-se que:

/ udr < liminf/ UnXB(n) < A
RN n Ry
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e portanto concluimos que [13‘ udr = A.

Passamos a mostrar que « é um minimo para o problema (1). O primeiro passo serd

mostrar que:

/ / U ()8 (y) - f(x — y)dzdy LN // un(T)un(y) - flz — y)dzdy.
RY xRV . RY xRN

Uma vez definido B : K x Ky — IR, observamos que B "se comporta’ como um
produto interno, a saber: ( f #0)

(i)B(u,u) >0 e B(u,u) =0 se, e somente se, u =0

(i1)B(u,v +w) = B(u,v) + B(v,w)

(4i7) B(au,v) = aB(u,v)

(iv)B(u,v) = B(v, u)

E com estas propriedades mostramos que:

| ||ﬂ‘nHB = ”‘U'HB ! S Hﬁn = H’HB: ou SEL’]-(T- :

{ [ [ f(q,y)d.q:dy}uz— { /] u,;(m)'u.n,(y)-f(-’?f—‘y)d:rdy}w

‘];"2

< !/ ‘/I‘RNXIRN( Un(z) — u(zx) ) - ( Un(y) — u(y) ) - flz— y)a’mdw

E fcil constatar que: f(€) = f(E)xs<s + f5(€) < F(E)xs<s + 95 (E)xieizr + £(8)
(lembrando: gf(€) = min{fs, R} e (&) = (fs — R)" xjel<r + foX¢/>R-), assim:

/ l[;t-\‘xm:\'( n(z) —u(@) ) - (Ualy) —uly) ) - f(z — y)dzdy

< 86X +¢e6(R) + / /]RN' IRN( Un(z) — u(®) ) - ((@a(y) —uly) ) - gi(x — y)dady

Passamos a introduzir a seguinte seqiiéncia de fungoes :

vn () = I;{N{ﬁn_(y) —u(y)} - gf(z — y)dy.

Desde que, para cada z € RN, g¢F(z—-) € LY(RY) N L>®(R"), por um argumento

standard de interpolacio garantimos que gff(z — ) € L (IRM) e, portanto, como
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i, — u em L*(IRY) temos:
(@) = [ alo) oo~ v)dy - [ uw) g~ vydy 0
RN JIRN

Em adicional:

' /}R ( /]R N in(y) 98 (x — y)dy> dr = ( /]R gfdfr) ( /]H . ﬂ-ndy>

=X- / gfdx
JRN
= / udy - / gsdx
i IRN < [RN
:/ (/ u(y)gs (z — U)a’y> da
RY RN

ou seja, [|tn * g5l myy = |Ju* 98l 1w~ )- Pelo Teorema de Frechet-Kolmogorov,
o operador G¥ : L*(R") — L*(w) é compacto, para qualquer conjunto aberto e
limitado w C IRY, portanto como @, — u em L*(IR™) concluimos que i, * gft —
u * g5t em L%w), e como L*(w) — L(w), vale que i, * gF — ux gl em L'(w)
para todo conjunto aberto limitado w no RY

Observemos ainda que, dado ¢ > 0, 3 j € IN ; -].b’(j)c' u* gff < §. Por outro lado

existe n; € IN tal que |fb’(j) ux gl — fB(j) U, * gf‘ < 5. Segue-se portanto que:

/ ' Unp,; * ‘qf = / U * gf — / Un; * gf < / ‘ U * gf =k
JRN\B(j) JIRN B(j) RN\B(j)

Finalmente, invocando o Corolério do Teorema de Frechet-Kolmogorov, a menos de

n

B M
A

uma subseqiiéncia, podemos garantir que U, * gf converge para u * g(‘? na norma do
N :
LY(RY), ou seja: v, —s 0 em L*(IRY).

Afirmagdo : v, = (@, —u) * g — 0 em L¥(RY), onde o = 2 (se o # 1),

Com efeito:

(a=1)2-1 (a=1)2—1
J 1ol = [ o=
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(a=1)2-1

_(a 1) = 1 —12-1y/ (a—1)2 (a—1)2
(/ J?n (n (a-DT )(O U) (/ I;i (n 1).. ((01)2_1))
1 (a=1)2
(/‘ | (I) (a—1)2 ( ) m—l)?
= Un|” :

E como v, é limitada em L*(IR") por ser fracamente convergente, a afirmagao esta

A

provada =

Finalmente, obtemos

[ =00 (= 0)(s) - ofa =~ )dady = [ (@) 1. —o0
‘ RN xRV RN

Lembremos que ja temos provado a seguinte estimativa:

i / /%N N(ﬁ.n —u)(z) - (i — u)(y) - f(z — y)dzdy

< 63+ es(R \/]  (na) = u(o) ) (1a(s) = uly) ) - e~ )y
e assim:

[, (=)@ =) fe = y)dady —0
: RN xRN

Invocando a desigualdade (3.2):

E(u) < lim inf] (1) — %lim/ / U, (7)), (y) - flx — y)dzdy
JRYN xRV

R N

donde concluimos que « é um minimo para o problema (1). Em particular:

/ (@, )dz — j(u)dz
'[RJV R N

Passemos a utilizar a convexidade estrita da fungao j para mostrar que @, converge

; = 7
em medida para u ( @, — u ).
thy + U

Defina v,, = Pelo mesmo argumento anterior ( observe que v, goza das

seguintes propriedades: f Up = A, U, — u em L% ) v, satisfaz:

/ Jua)de = [ j(u)dx
JIRN JIRY
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Usando a convexidade de j:

1 :
f j(v,)dr < k/ j(i,) + 7(u)dx e assim :
[RN 2 R"

/ QJ(I"TJ )dT - j(ﬂn) = .j('ll)d.’rf — 0
RY

ou seja j(,) + j(u) — 2j(vn) converge a 0 no Ll(IRN).

Seja K < oo, e denote por:

t
0 < 6x()) = inf {j(s) +j(t) — 24 (5: ) 0<s<K, 0<t<K, |s—t> /\}

para todo A > 0.
Observe que:  med({z € RY : 4,(z) > K ou u(z) > K}) < -25\5

De fato, se denotarmos por A = {z € R" : @,(z) > K ou u(z) > K}, podemos

/\ = / ?.71.',,-,, = / ﬂ;n +/ 'an 2 _A+I\,|Al .
IRN AC A

Seja v > 0, e passemos a estimar med(|t, — u| > 7):

escrever:

m.ed("ﬁn — U-| >7) < g}% +med(yY S [ — ul < K)

2 + med(6x (|@tn — ul) > k(7))
24+ (6k(7) 7" [g Ox(
2+ (6 ()™ o () + () = 2j(va)d

IA

U, — ul)dz

IN

IA

Fazendo n — oo e em seguida K — 0o, concluimos que
3 — u
() i, —u
- ) »
Desde que u € L(IRY), dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que se med(Q2) < é entao,
[
fQ u < 1 ademais, como 1, — u, para todo conjunto de medida finita {2, vale que:

. donde

b ™

Join — Jqu. Logo, para n suficientemente grande, | fo@a — Jou| <

obtemos, a menos de uma subseqiiéncia,

(i) [otin <€

Finalmente, como conseqiiéncia do Lema (2.12), dado € > 0, existe R > 0 tal que:
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(727) fHC(R) Updx < €

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia de Vitali, segue-se que U, — u em L (I[{V)
Analogamente temos:

(1) Dado y > 0, existe § > 0 tal que, se |j(@n (z))—j(u(zx))| = v entao |t (2)—u(z)| >
(@) — §(u(z))] = 7) < med(|an(z) -

§ ( continuidade da j). Portanto, med(
u(z)| > 6) — 0, donde concluimos que j(i,) -5 j(u)

(i) Observemos que, para todo conjunto 2 C RY, vale:

/Qj(-rfn) Ly I/Q.-f(u).

Assim, pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, vale que, dado € > 0 existe
§ > 0 tal que, se med(Q2) <6, [,j(tn) <€

(24¢) Por hipotese, limy_j(t)t~! = 0. Logo, dado ¢ = 1, existe 6; > 0 tal que
j(t) < t, se t < §; Para cada R < oo defina o conjunto A(R) = {x €e RV \ B(R) :
un(x) > 6 Vn € IN}. E claro que med(A(R)) R2% 0. Dado e > 0, 3R < oo tal que:

[ i@m)< / it [ ) < [ e [ ita) <
JIRN\B(R) J BC(R)\A(R) A(R) RN\B(R) J A(R)

onde a 1ltima desigualdade foi obitida levando em consideragao o fato que

+

B | M
Do M

N

i, — u no L*(IRY) e a propriedade (iz) acima.

Mais uma vez, invocando o Teorema da Convergéncia de Vitali, garantimos que

j(@@,) converge para j(u) em L*(IRY)




Capitulo 4

Uma Extensao do Lema de

Concentracao e Compacidade

Neste capitulo iremos apresentar uma " versao diferencidvel” do Lema (2.12), a saber,
estaremos interessados em uma extensao do Lema (2.12) ao espago o H'( RY). Uma
idéia da prova desta extensdo do lema de concentragdo e compacidade pode ser
encontrado em [PL2]. Em seguida apresentaremos uma aplicagao do mesmo na
resolugéo de uma equagio de Schrodinger néo linear, a qual nédo pode ser resolvida

utilizando as técnicas classicas de Métodos Variacionais.

4.1 O Principio de Concentracao e Compacidade
no HY(RY)

Lema 4.1 Seja {p,} C HY(IRY) uma seqiiéncia limitada tal que lgalld = A (n €
IN). Entdo existe uma subseqiiéncia {pn,} tal que uma e somente uma das alterna-

tivas abaizo se verifica:

(i) Anulamento: lim sup [ p,?,k_ =, VR < 2o
k=00 y 1 Bp

89




Uma Extensao do Lema de Concentragao e Compacidade 90

(ii) Compacidade: I{yr} C RY tal queVe >0,3R. >0; [ p2 >X—¢ Vk

Yr+Br,
(iii) Dicotomia: o € (0,)) tal que Ve > 0,3k. € IN e seqiéncias {py}, {¢} em
HY(IRY) satisfazendo:

a) o, Yr < Pp, q.1.p em RY
b) ||lexll3 — a| <e, llUn|l3 — (A — )| <e Vk 2>k
|
C) |‘|,ﬂn;,. - @k — li-’,k:‘lg <E vk 2 kg
\ \

d) [ |Veil+ [ VUl < ([ |Vpn, )1 +4e) + Cc - A onde 111%05 =0,
RN RN RV o

Prova:: Como na prova do Lema (2.12), definamos

Q.(R) = sup / pn(z)dz-
yelR .
y+Br

E claro que, como no Lema (2.12), @, > 0, monotamente nao-decrescente, hlim Qi.(R)=
—00
A e assim pelo coroldrio do Teorema de Helly, existe uma subseqiiéncia {Q, k,} tal
que Alim Qn,.(R) = Q(R) onde Q > 0 monotonamente nao-decrescente.
sl
Defina a € [0, A] por a = hlim Q(R).
— 00

Caso 1: a = 0, logo acontece (i).

Caso 2: a = ), logo acontece (i1).

Caso 3: a € (0,A).
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Dadoe >0,3R. > e !>0talquea—e <Q(R)<a+e¢e VR>R..

Portanto deve existir k. € IN tal que:
a—e< Qn(B:) <Qn(2R,) <a+e, VkzZk-
Por defingao de @),,, podemos obter y; € R tal que:

a—¢e< / pfﬁk = / < Q. (2R.) < ax+e€, Vk2Zke
vk+Br, yk+Ban,
Considere ¢ € CP(IRY) tal que ¢ = 1 em B(0,1) e ¢ = 0 em RY \ B(0,2) com
V| < V2, 0<¢<1edefina:

wr(z) = f’m,.('?")ﬁo (I ;,jjk> ‘

Anslogo ao Lema (2.12), existe uma seqiiéncia {Rx} € R com lim R, = oo tal

k—oo
que:
a—e< QH}..(RA:) S an(sz) <a++e¢ Yk 2 A'E-
Defina:

8] —8< /Pﬁkﬂ'</€0£—ﬂ'ﬁ / pr, —<E

yr+Br. RY yr+DB2r,

logo ftpf,d-.‘?’ = ﬂ'l < e

) [i-m0 - [A(-e(52)) -0

RY RN
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Por outro lado:

/ "!ﬁ{"'E -(A—a) 2 / {)?_,A_(l - X.U;.-*“B'mk) = (=)

““ N ﬁ‘% N

= - / P%_L‘+(Y>—E-

yk+Bar,

Obs: (a—e< [ pn < I ny S Qn(Br) € Qn.(2Rr) <a+e

Yyr+BRr, yx+Br,

se R 2= Re):

&) lome — (x + %)l 2 = / g 2= / o2, - ] R <2

Re<|z—yx|<Rk yrt+Br, yx+BR,

E claro ainda que @i, Yr < pp, -
Para concluirmos, basta verificar que acontece o item (d) para as seqiiéncias con-

struidas:

T — Yk 1 T — Yk
Vor(z) = pn (z)Ve ( Ry’\) "R + ( B_ﬂ) -V pn, ()

Lembremos que R. > l V| < V2 e0 < <1, assim:

; 1 , T — Yk ’ 2 T — Yg
Vol = g vo (222 + % (el (52 ) (9. V()
¢ o (TR e
2
‘ T— Y \ | .
< 26%|pn, ()17 + 2V2€ - |pny| - [V | + 99( Rhi)| Ve (2)]?
< 2% pu ()P + V2e [wnk(mn? i |V/?m-(-'f'-‘)|2]
WEEY ;
- np( HE' )‘ |V pn, (z)]
Logo como ||p,, ||? = A, obtemos:
L — Yk ’
IV oklf3 S252A+\/§5{)‘+||vﬂnkué‘| +/i<p ( = ) |V pn, |* dac
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De modo analogo, denotando ¢ = 1 — ¢ temos:

@) = b (L)

: 2
. . =y ;
|\VC¢A:H§ & PEPX 4 V2 {,\ + |V;}nklg} + / Y ( i . ) : \V[)-,;A.(;T)Izd:r:-

Ry,

Assim, somando as suas desigualdades, encontramos:

V|2 + IVUell; < 46?2 +2v2 [,\ 4 IV{)MHE]

T — | o 2 |

v -y |
o &

< %, -
T — Yk T — Y
(ree () ("))

|z — Y

R,

| T — Yk
| R

2

donde:

Finalmente:
IVer|2+ [|[VelZ < 4e®A+2V2e [/\ + | Von, 5 + IIVmH%}

(1 + 2v2€)||Vpn, |2 + (462 + 2v2e) A

< (1449)||Vpn,ll5 + CeA

onde C. — Ocome — 0 W

Obs: E clara a idéia da prova do Lema (4.1): Segue-se exatamente como Lema(2.12),

a memos de "suavizar” a fungoes caracteristicas xy,+Bn, € Xyx+Bxg, usados na prova

do Lema (2.12), com uso da fungao ¢.
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4.2 Uma Aplicacao do Lema (4.1)
Consideremos a equacao de Schridinger nao-linear:

zﬁ(%u + Agu+ |ufflu=0
u(z,0) = ¢(z)

(1)
Denominamos ”Standing Wave” qualquer solugao da forma:
(2) wu(t,z) =e"p(z), weR\{0}, teR, zecR"

Procurar uma solucio fraca desta forma para a equacao (1) equivale a determinar

o € HY(IRY), ¢ # 0 tal que:
—Ap+wp —|off e =0
no sentido as distribuicdes, uma vez que se u é da forma (2) e satisfaz (1):

0
iU + Ayu+ [uff'u = 0 se, e somente se,

0
e (—wp + Ap + |plPre) = 0

Portanto é natural definirmos o funcional E por: E : H(R"Y) — IR,

1 [ 1 o
E(@)ZO/ |/—\¢|2—;TI|’~P|I .
RN

. & 2y e » b ‘?\.'
Pois assim, um ponto critico de E sob uma determinada esfera do L?(IRY), resulta

em uma solucio fraca do tipo ”Standing Wave” (U,,, o ponto critico).

Definiremos ainda, para todo p > 0 o conjunto:

Lema 4.2 Sev € X, entdo vy = M2\ ) e X, 0< A< 1.

J73)
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T Y . ~ I .
Prova:: Utilizaremos a caracterizacdo do espago H'(IR") via transformada de

Fourier, a saber:
HI(IRN) ={ye LQ(IRN) (1 + ‘glz)uz (’“ € L_2(]RN)}.

Mostremos inicialmente que se v € £, entdo ||v,||2 =

/~ lua|? = AV / lv(Az)|%dx = / lv(z)|?dz = p-

RY RN

(Teo. Mudangas de Varidveis) Falta mostrar que (1 + [£]?)Y/2 @y € L?(IRY):

(&) = N vy (z)e" % dr = —)\N/Q va(z)e " dx
ANSS T (27‘—)1\-'/2 JRN ALEJE T [2’:’!‘)“\’/2 RN AT )€
5§\ M2 N , o
= (32) [, v 070 aNay = X2 502
Il ‘ IRE\"

Portanto, calculando ||(1 + |£]2)Y%%,|3;

/ (14 [EP)2AN - pe)Pde = / AN (L + Pl) - [B(m)PA~Ndn

RV RY

1 £ o r
= /\W /(1 +/\W‘2) . |"f.’(7'])\2d:r/

RN
< n /(1 + [n]? - [5(n)[*)dn < oo
RV

uma vez que v € H'(IRY). W

Lema 4.3 Se j(u) =inf{E(v):veX,}el<p<l+ % entdo —oo < j(u) < 0.

Prova:: Para cada 0 < X\ < 1 consideremos vy(z) = A?v(\z). Como vimos no




Uma Extensao do Lema de Concentragao e Compacidade 96

lema (4.2), se v € ¥, entdo vy € E,.Calculemos entao E(vy):

1 [ b= ,
E(v) = 5/ v”AszH/?‘i\H
2J,

RN

= 2/ AV AVu ()2 - T / [v(A\z)]"*dx
RN RN
/\MP 1)
TV.M. = -||v ||‘,f .H?_gm}
= (GInll - A )
Se M[ﬁi = oo entdo j(u) < E(v) = —oo. Portanto j(y) = —oo. Suponhamos

entdo que v € LP*(RY). Para 1 < p <1+ 5 temos w — 2 < 0. Assim, fixado

v temos:

N 2 T 1
i (1013 = A2 2 ) = —oo,

ou seja, para 0 < A < 1 suficientemente pequeno temos:
p+l
L) <o m

Faremos uso do Teorema de Gagliardo-Niremberg, o qual nos garante, em particular,

o it '
B = ¥ (31190l - A"

que:

Teorema 4.4 (Gagliardo-Niremberg) Sejam 1 < p,q < oo e 0 < a < 1 satisfazendo

) 1 1 l1—a ] -3 e SR Viay " naTy
= =a (5 - w\*) o, Entao existe uma constante C'(n,p,q,a) tal que para todo

u € CX(IRY) vale:

llullp < 3+ |lullg™
Lema 4.5 Sel<p<1+ % entdo j(p) > —oo.

Prova:: Lembremos inicialmente que Hy(IRY) = H(IRY) e portanto C(IR") é

denso em H'(IR"). Entao utilizando o Teorema acima com p = p+ 1, = 2 e
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p—1
p+1

a= % (observe que como 1 <p <1+ Kl, 0 < a < 1), concluimos que:

lullpss < CIIVulls - |lulls= Vu € H'(RY):

Logo, para cada u € X, temos:

1 ‘ C N(p—1) 17{1()%_1)
E(u) > Z||Vullf— ——||Vul| "7 - H“Hg )
2 p+1

1l F (@ (1—a)(p+1) L N(p=1)
= 5[IVull; - poz [Vl
2 p+1
Considere a funcao
1 ‘ 6‘ (1—a)(p+1) N(p—1)
() = Zt? - o2tz

fu(0) =0e rlim fu(t) =4+ocopoissel <p <1+ % entao w < 2. Portanto
—00

Min{f.(t) : t > 0} = @, > —0o0 e assim:
j(p) > oy > —00- |

O principal resultado desta secdo, o qual fard uso do Lema (4.1) é o Teorema

seguinte.

Teorema 4.6 Sel <p<1+ % entdo para cada ju > 0, existe u € X, tal que:
E(u) =inf{E(v): v € .}

Prova:: Seja {v,,} uma seqiiéncia minimizante para E, ou seja E(vm) — 7(p).
Mostremos inicialmente que v,, ¢ limitada em H?( I[{‘N). Como escolio dos Lemas

4.3 e 4.5 temos que:

3) E(w,) = 3||Vum|l}- pil : H?,,,H];ﬂ <0, sem égrande
N(p—1)
lemll5i < CliVunll, * pf, B= e,
Logo,
i 2 . N(p—1)
(4) [[Vomll3 < m\|‘f’-»va,||§:i% < Col[Vom|3uP, v = (T
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2y 1 : s o1 . .
[|Vuml|ls ¥ < CouP e como 2 — v > 0 segue-se que ||[Vvp,||2 é limitada, digamos

[Vum||3 < C, finalmente ||[vm||%;, = |[vm||22 + [|[Vvm||?2 < 4+ C. Pelo Lema 4.1,

podemos extrair uma subseqiiéncia (que denotaremos por v,,) satisfazendo: concen-

tragao, anulamento, ou dicotomia.

Passo 1; Nao ocorre anulamento.

A prova do passo 1 baseia-se no seguinte lema.

Lema 4.7 FExiste uma constante C > 0 tal que:

p—1
2

[rrisc|sw [ ) -l
v yeRY

RY y+ B

para todou € H'(RY) e 1<p <1+ %.

N i ) _aly 1 s
Prova do Lema: Decompondo o IR™ como uniao de cubos unitérios, ); disjuntos,

temos:

0

i) f =3 [ fupt?

RN 1=1Q;

fos)
S ]2 - 2
11) Hu”f[i(]:ﬁ‘\') = Z H“‘HHl{Q})'
=1 :
Temos ainda 2 <p+1<2+ —{1— < 5—22 entao pela desigualdade de interpolacao:

)
|

: 1-6 ,
HUHLPH(QJ-) S H“‘HLZ(QJ) [ L:‘?"%":?(Q,)'

onde L 16, 9 _ ousea 6= % . fﬁ (observe que 0 < 6 < 1).

Pela desigualdade de Sobolev:

lull 4% o) < € llulle)
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e como para cada par @;, Q);, existe a;; € RY tal que Q; + a;; = @, a constante C

independe de j. {L"(Q;) e H'(Q,) sdo isémetricos a L"(Q;) e H'(Q;)}. Logo:

. L) '_-)-_,f_l“‘*"')"ﬁ'v(P*” N(p—1)
/ < iSO %R =l 2 el
Q;
' p—1 9 N(p=1) N( pz—l)
< COllullz™ - flully - llull g,
Y [?*] 2— NU‘:_” N“-J:U
g C|IUH2 'HI"‘HHI(Q;) '”'”‘HIN(_QJ)
—1 2
= Clly| E_‘_»(QJ) : H“HHJ(Q,)‘
Somando em j temos:
> furrsolse [ o] D il
=g, " y+B(1) =i
ou seja:
;);1
2
/|u|”H <C sup / |u|? Nl g vy - -
RV Y yBQ)

Concluiremos agora que o anulamento nao pode ocorrer. Suponha por absurdo

que

lim sup/ |vm|? = 0-
M=oy Jy+B(1)

. : . : +1 A )
Isto implicaria, pelo lema que lim,, .o H‘“‘mH,{j 71 = 0 (observe que v,, é limitada em

HY(IRY)). Ou seja |[vp||lps1 — 0 0 que é um absurdo, uma vez que

1 y 1 -
E(.“m) = _Hv“mHé - _Hfmui;ii < —bg
2 !

+ 1

param >mg e —6p=j(p)+e fixado. Assim,

" 1 |
o2 > (0 +1) {§|v-e.=m|§ i 60} > 6> 0




Uma Extensao do Lema de Concentragao e Compacidade 100

A conclusao é que o anulamento nao pode ocorrer.

Passo 2: Dicotomia nao ocorre:
Se houvesse dicotomia, entdao existiria a € (0,A) tal que Ve > 0,3k. = 1 e

seqiiéncias {v} }, {v2} € H'(IRY), satisfazendo pata todo m > k.:

m||27n <E, ‘Hp?n”‘:’ (f'[fa) <Eg

@ | I

1

H‘“?ﬂ = V5 — mHz <eg

(iii) f Vol |2+ f \V?.'?”_F < (f V'r!mz) (14 4e) + Cep

R’ N R N R N

(iv) lim dist (Supp wvl, Supp v2) = +oo-

m—0oQ

Por (7i2) obteriamos:

1 . 1 '
E(v,) = =||Vuml||z——— o [P
O e e A
[R"\'

v

/ ‘vam| + ‘v?m - C:‘.” — 2 / |V?-"7'n|2
v 8

1 ) +1 5
= E( :}7)+E( )+m(|| 7Ti||;ii+ || m||;il) _CEJ”_2€||VIU?714||5

Pela propriedade (iv), vl (z) - v2(z) =0, Vz € R" portanto
0L (z) + vh(@) P = Jop(@)P + [ (@) P,

integrando em IRY temos:

p+1 p+1

Hpm” +1 : = || ||p+1 = ||?"m + Nm||p+1
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Ademais como j& vimos em (4) vale:||Vu,||3 < p%”zm”g:i Continuando a de-

sigualdade acima:

; de 1
E(TYTH-) 2 E( m) + E( m) II‘HTln = Fﬁr”;:i} = C:"!”‘ = H? 7”||£il
p+1
) 1
2 F( m) + E m {Htm + i.w i)i} N H"'mHgil} E CEJ!""

Defina J : LP*1(RY) — IR, J('(;’)) = P+1 [ [yttt = PHHI ||p ‘‘‘‘ , entao J é F-
RY

1
diferencidvel , J'(¥)-¢ = | [[""4-¢ e portanto vale J(0)—J (1) = [(J (tp— (1~
RY 0

t)1), (¢ —))dt onde (,) é o cochete de dualidade entre LP+(IRY) e (LP*1(RY)) =

L (IR',‘\")
1 » ,
E( m) + E( m) S E(?"m) + Cc‘.)u‘ — p_+_ 1 (H“m m| ;i{ i H ?”| i)i})

< E(Un) + Copt + |J (0 +v2) — T (vm)
1

A

E(w,)+Cop+ / (T (U + twim), win) |dt

r 1 2
onde Wm = Uy — U"‘m ¥ ’U?l")-

Observe que usando o produto de dualidade,

p—1

J : IPPH{RY) — LETT[(]RN), J' () =[Py, logo

: 2
! ,P__
Juwmu=(/ M ) — I
P IR

1

E( m) + E( ) S E(Triﬂ-) T CE‘J” L / H?!T” i twm‘ fp+1 ||\.ume_,_1df
JO

Portanto:

1
< E('”m) + Cj:’)”' + / {H’”me-i—l o tmeHp-&-l}p : meHerldt

= E('Um)+5'eu+/ 277 {loml s + P llwmlla } - lwm|lpsadt-
0

N

‘ . Te 3 5
Invocando novamente o Teorema de Gagliardo-Niremberg com a = 525 <1 (pois

1 < p <1+ ) obtemos:

[[wmllps1 < ClIVewml[5 - [lwm|lz™*
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Por (#i1) temos:

H“”mHg e H“m - ‘\ — rm H2 <e VYm 2=k
e em vista de (221):

2
[Vwmll2

IA

(I[Vmll2 + [[Vop,

{+ Hv{mH < 4 HVI'T?HZ_" Hvrmuz - H\’—’ImH

< 4(||Vuml|? + ||[VUm||3(1 +4¢) + Cepp) Cc — 0 com &—0

’ — . .. 5 P i . N
J4 mostramos que a seqiiéncia minimizante v, ¢ limitada em H'(IR"), logo

||Vwml||§ < C) e portanto,

~ 1-a up:
(5} H‘-"-)m||p+l < CIE 2 5 H“"Jm l;;i} S C P 2

N(p—-1)

além disso, por (3) : [|vm|[bi] < C||Vuml|l; = - 1P < CopP-
Implicando assim que:

. / 2{1—] (1=a 15
6) E@L)+E@) < E(n)+Cep+21C1e® - Cop + +1C"fl =
‘p

= E(u.)+Cule), 011(eth,1( g) =0-

Por outro lado,como E(u) = 53 E(\u) + _L_(A=1 — 1)||u||2}] temos,para i = 1,2

p+1 p+1

s p 4 -1
A ( VA ) 1 T\ e
E‘rr P-;’n) = = bE "!'1": Py - l I I‘;” |I’ ’
| T il ™) " p+ 1\ |lvil5~ izt

Observe que v € ¥, e portanto E (

sz~ Um mll-z

) > j(p) e,assim:

XT®

) -1
By > Ll o, 1 (£ [l
m — 7 JA P ‘|"]. mH;;_ ‘mlip+1

p=1
a+e . 1 7 7 1
= - 7(p) + v |[B 7) e
= 7 J(f ) p P (((1 L )L._ ) || ||p+l ( )
p— 1
E(?) > Ei“)_tf( g 1 K ol 1) |02 ||psap + 1 - (8)
m — 1 JLH P + 1 T~ a+e mlip+ 17
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Utilizando novamente o fato que v} (z) - v2,

1
p+1

1
n+1
HREIED = =5

1

(‘ |4{‘:H I “Z:I

IV

1
B ]
1

>
— p+1

H?!m,‘ p+1 |J(r‘m) _

| |'l-'m | p+1
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(z) = 0 podemos escrever:

(Hrm + rmHgi%)

1 1 41
(Hl”'“;ji] - ‘HP?”Hﬁjl = Hlm iy fm”,{:Jrl‘)

p+1

J(?")ln + '[!;Zn)

p+1

- éﬂ(C”):

onde C u( ) — 0 com ¢ — 0 onde a 1ltima designaldade é fruto da continuidade

— (vL, +¥2)||p1 < C -

l—a > _
€2 - Seja @ =

Rl
b
1

n|

ol
g

1
| ml ﬁil)

do funcional J e da estimativa S : ||v,
max{a, it — a} entdo:
. =
a+-E ==
' =
p—ate —
Logo, por (7) e (8) temos:
p+ 2 1
FE + F > : 4
(vm) + E(v) 2 PR SR,

o+ 2V

7(p) + (
1%

6o > 0 tal que

Vv

Mas como j(p) < 0,

E(vm) thﬂb

isto é, HH@ meH > 8y, logo por (6)
L+ 2
E( n?)+(rﬂ£ )>E( ,:;)‘FE(V;)_ ) 11 "

Observe que

5 [( 17 ) z
lim | | — -
e—0 -

& : )
<M> } i+
H Jpl'l _ ~ : . &

‘m||p+1 5 o

p—1

2
;‘)
=

‘IJ'

WmHﬁ}<4ﬁm
/ B
) ~
. — 1| (69 — C,(g))-
]W)+{<a+a) J(o u(€))
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pois i > @, logo existe ¢ > 0 e um gg > 0 tal que se 0 < € < g vale:

p—1

L - - r
(O+E> -1 (60 . CP'(.S)) H C,‘L(E) 2 o> 0-

Entao, para qualquer 0 < € < g vale:

p+2e
E(vm) 2 7 -j(p) + o
Fazendo m — oo, obtemos
. w42
j(p) = 7 - J(u) + o,

104

lembrando do fato de que j(u) > —oo (i.e, j(1) € IR mostrado no lema (3), quando

fELZ?HlOS £ — (0 obtemos

i(w) > j(p) +o

o que é um absurdo pois ¢ > 0 e j(u) € IR, e assim concluimos que nao pode ocorrer

a dicotomia.

Passo 3: Conclusao.

2 5 ; , N
Consequentemente hd concentracao, isto é, IH{ym}m>1 € R" tal que Ve >

0, 3JR. > 0 satisfazendo:

i / lvm? > p—e, ¥Ym>0-

Ym T+ B R

Defina wy, () = V(2 —¥ym). Entdo, como v, é limitado em H'(IR") o mesmo ocorre

com wp, €

T / |’w‘m|2 > p—e, VYmelN (9)

Br,

Portanto:
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i)  {wm} é pré-compacto em L?(B(R)) devido a imersao de Sobolev H!(B(R)) —

L*(B(R))
ii ) Dado ¢ > 0 existe R. > 0 tal que ||wm||z2((r.)c) < € pela desigualdade (9).

Logo pelo corolario do Teorema de Frechet-Kolmogorov, existe uma subseqiiéncia

wm — w em L2(IRY). Ademais, como {wn} é limitada em H'(IRY) podemos
; exim < —

extrair uma subseqiiéncia com w,, — @ em H'(IR").

Implicando que w,, — @ em L*(IR"), ou seja:

wm — wem L2(IRY)

wnm — wem HY(RY)

Pela desigualdade de Gagliardo-Nirembergse 1 <p <1+ %

) N N
lullps < ClIVullg- |l Vu€ HRY) (a=5 - =

n+1 N ’ . . S . e i
5] pOI‘tantO Wy, — W em L‘{ (H—{ ) € Como (W,N) e allld‘d uma sequercla minimizante

do funcional F temos:

1 . 1 -~
Ew) = J(p)= ”}i_r}gc E(wn) = nl'ii%o inf {Elv“"m|é = }U_-F-Imel ;:}}

p+1

1 . 1
> Z||Vw|l} — ——||w|[Zt} = E(w
> SIVullf ~ — it = Bw)

B - 7
onde a tltima desigualdade segue-se do fato de que J : H'(RY) — IR, J(p) =
IV¢||3 é fracamente semi-continua inferiormente (por ser fortemente continua e

convexa,).

2=||Vwl||3, assim:

Ademais, liminf ||Vw,,||3 = lim ||[Vw,,|
m—oo m—00

lim walmHHl = HwHHl e wWn —WwW em H](H)L“V)

m—o0

N\ - . N .
e como H'(IR") é uniformemente convexa w,, — w em H'(R") -w € T, e satisfaz

Ew)= ian E(v) = j(p). Isto demonstra o Teorema. W
vEL,
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Além disso E € CY(H'(RY),R) e E' : H'(RY) — H~(IR") satisfaz:

Fw)-v = / (Vw, Vo) — / |w|P~'w - v, donde:
JIRY

JRY

Bl # = / M@—/ WP wd VP € CR(RY)-
JRN RN

N

Sejam v,w € ¥,, com F(w) = inzf E(p) e (v,w)r2 = 0.

PELL
Defina a(t) = wcost+wvsint € ¥,,. Entao E(a(t)) assume o minimo no ponto £ = 0
e portanto:

0= 2 B(a(t))leo = E'a(1) -/ (H)imo = F') - v

ou seja E'(w)-v =0 Vv e H'(IRN) satisfazendo (v,w)z2 = 0-
Para todo v € H'(IRY) vale: v = (v, U:il Yw+€, onde (w, &)z =0 & =v—(v, ﬁ%')w
1«3 ]

e assim:

E'Ww)-v = (v, |’4j|E>L2 E'(ww+ E'(w)-€
E'(w)w
o (EY
[lw]I3

Portanto E'(w) = Aw em H~(IRY), onde A = E’(:J) “ e podemos escrever:
—Aw — |wP'w=  em H(RY)
Evidentemente podemos escrever A = —ow; o € IR-

Afirmagao: A < 0-

Com efeito:
W= B o= [Vl - P
RN

/\.” 1 1 1 )
= B+ (-5 ) IelBt logos

1 1 1 . ;
s+ (5 57) Wl = Pw) =) <0
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eassim A<Opois 2<p+le p>00

Demonstrado essa afirmacio concluimos que sinal w = sinal o.

Definimos, para ¢ > 0 : w(zx) = o - u(y/ox). Temos:

) (Aw)(z) = 071 - o(Au)(voz) = 071 (Au)(v/ox)

iii) |w(z)P! - w(z) = o1 - |u(y/ox) P! - u(y/ox), portanto a fungao satisfaz:

—Au+wu=|uftu

onde

w:i:(M)

—O

o que finalmente prova que a equagao possui uma solucao fraca da forma ”Standing

Wave”. B




Capitulo 5

O Segundo Principio de

Concentracao e Compacidade

Problemas com expoéntes criticos tem preendido a atenc¢do de mateméticos desde o
inicio do século XX, quando foi constatado que os mergulhos dos espagos de Sobolev,
envolvendo expoentes criticos, nao sao compactos. Esta dificuldade pernaneceu por
algumas décadas e estam aparecendo equagoes em Fisica-Matematica, em Geome-
tria Diferencial e em outros campos do conhecimento cientifico envolvendo expoentes
criticos. e devido a falta de compacidade, os matemdticos nao conceguiam resolve-
las.

Neste capitulo iremos apresentar a principal ferramenta matematica, devida a
Lions , P. L.,( [PL3], [PL4]) para abordar problemas onde a perda de compacidade
é devida ao aparecimento expoentes criticos. Em seguida resolveremos um problema
envolvendo expoentes criticos modelada no IR". Para isto, o Lema (2.12) bem como
O Sequndo Principio de Concentragio e Compacidade deverao trabalhar harmoni-
camente, tendo em vista que o problema ird apresentar expoente critico e dominios

nao limitados.

108
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Para todo u € C°(Q2), k> 1, p > 1 defina
[l prn iy = Z / | D*uf"dz
|a|=k

Desiguinamos por D*?(£2) o completamento de C2°(£2) munido com || - || pr.r(q)-
Suponhamos que 2 C IR" e kp < n. Pelo mergulho de Sobolev, DR?(Q) — LI(Q),

. 1 1 : ; ;
continuamente, onde — = -= — —, e portanto existe uma constante maximal S =

g p n
S(k,n, 2, p) tal que:

S - ullacay < lellyesey VueDM(©Q)  (51)

Proposicao 5.1 A constante de Sobolev independe do dominio €1, isto €, S =
S(k,n,p).

Prova: Defina a transformacao Tg(u) = ug onde:
—n €
ll}{( ) Rau (R)

Afirmagdo : |lugprsrry = l[ullprogrey € [lugllzomrm) = [lullzame)

Com efeito:

H'U'HHEQ(H{") = / R
R"

por outro lado

U (%) ‘qdﬂ'? = / ) lu(y)|?dy = ”“HL;

P

|lurl prermy Z/ RT""D“U(“) Z fr R%P™ A”‘JDO‘(u) (E) dz
|a|=F |ce|=F
=3 [ Ry = [l
la|=k
> 1. 1 &k
uma vez que se verifica: — = - — —
g p n

Para todo dominio 2, podemos assumir que C'°(£2) é um subespago de C°(IR")




O Segundo Principio de Concentragao e Compacidade 110

extendendo as fungoes u € C2°(Q2) por 0 fora de 2. Similarmente, podemos pensar

D*P(Q) C D*?(IR™). Desta forma obtemos:
S(Q2) = inf{||ul| pr.e(a) : u € D*P(); ||ullza@) = 1} > S(R™)

Reciprocamente, seja {u,,} C D*?(IR™) uma seqiiéncia minimizante para S(IR™),
por densidade podemos assumir {u,,} C C2°(IR"). Sem perda de generalidade, pode-

mos admitir 0 € 2. Para R,, > 0 suficientemente pequeno, podemos garantir que

Um = TR, (Um) € CX(2), ¥Ym € IN. Pela invariancia de || - || pr.» €|| - ||, mostrada na

afirmacgao temos:

S(Q) < liminf [vmlepigy = Hm [l ny = S(R) m

m—0oQ
Deixe-nos observar que se p > 1, e k = 1, a melhor constante da desigualdade
(5.1) nunca é atingida em nenhum dominio diferente do IR™ !, em particular para
dominios limitados.
De fato, se u € D'7(Q) atingi-se S = S(IR"), um muiltiplo do mesmo seria uma

solucao fraca da equacao:
—V - (|Vuf2Vu) = ufu|?? em RR" (5.2)

e se anularia em IR \ 2, o que contradiz o Principio do Mdzimo Forte aplicado a
equagao (5.2)

Devemos suspeitar que a invariancia sob T seja responsavel por este ”defeito”. Note
que para todo u € DYP(IR™), ug — 0, se R — 0, enquanto S é invariante por Tk.

Assim nao devemos esperar compacidade de uma seqiiéncia minimizante.

Para simplificar a notacao . sera conviente denotarmos . | D*ulP por | D*ulP.
Gao, a=k

Lema 5.2 (Lema de Concentragao e Compacidade II, [PL3]) Sejak € IN, p >

" » . p *
1, kp<ne é = i — f‘—! Suponha que u,, — u, em D*P(IR"), € pp, = |D*u,,|Pdz =

'Este ¢ um bom exemplo de uma Aplicacio Linear Continua, entre espacos de Banach reflexivos,

a qual a norma néo é atingida.
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Py Ty = [y | = v, no sentido das medidas, onde 1, e v sdo medidas limitadas
ndo negativas em R" (pu, e v e M (R")" ). Entdo:

(1°) Emiste um conjunto, no mdzimo enumerdvel, J, uma familia {x; € R" : j € J}
de pontos no R", e uma familia {v; € R} : j € J} de mimeros positivos tais que:
v = |ulfdx + Z V;ba;

j€J
onde 6, € a medida de Dirac concentrada no ponto x.
(2°) Em adicional:
> | D*ulPdx + Z 150z

jeJ

para alguma familia de nidmeros reais positivos {y; : j € J}, satisfazendo:
S (v)P9 < py YiEed
onde S € a constante de Sobolev. Em particular, ZjGJ(VJ)W'I < o0

Prova: Seja v,,, = up,, —u € D¥P(IR™). Desta forma, v,, — 0 em D*?P(IR"). Defina
W = Vpm — |u|%dz = (|tm|? — |u]?)dz.

Afirmag@o : w,, = |vm|?dx 4 o(1), onde o(1) = 0 com m — oo

De fato, devemos mostrar que: (|tm|? — |vy|?)dz = |u|?%dz. Para isto, fixemos ¢ €

C.(IR™) e calculemos:

f[R." (|um|? = |vm|?) - pdz = jmﬂ f |Um tul? - pdtdx
= gfﬂh"p'pxp ]()I u ( Um f'U, ‘Uzm == I‘U,Jq 2 (p(_’]_’fd]‘
—4q fs-u.ppe,o f(]l U,(U. - ?LH)"U, _ tu'q72 o Qﬁdtdﬁ'f

= fmﬂ- lu|? - pdz

onde a convergéncia acima é justificada pois u,, — u em LI~ (suppyp).

Seja A, = |D*v,,[Pdz. Como v,, — 0 em D*P(IR"), garantimos que | D*v,,| é
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limitada e portanto )\, é uma seqiiéncia limitada em M (IR"). Pelo Teorema de
. g *
Banach Alaoglu, podemos adimitir que ),, — )\ enquanto que w,, — v — |u|?dz = w,

onde A e w sao medidas > 0 no IR". Fixado £ € C>(IR"), podemos escrever:

fmn I‘E‘qdw = hmmﬁoc fIR” ’flqdwm = Iimmaoo f]R” h-"m ’ ‘E'qdr

S S'Q/P lim infmaoo (f]ﬂ.n Dk('”m : g)}pd?") o

(C) = S—Q/T) hm infyra—»oo (fmn ngp ° |Dk'vn-1.de.'?.')Q/p

= §-4/pr (f]Rn E)‘pd/\)q”’

onde a passagem (), é justificada pelo uso do Teorema de Rellich para garantir que
os termos da forma |D"¢| - |D*"v,,| — 0 em LP(IR™), quando m — oo. Isto é,

provamos que:

?/q
S([ nww) < [ lepar veeczmn, (5.3)

Seja {z; € R" : j € J} os pontos singulares da medida w, e decomponha w =
wo + ey Vibr;, com wy livre de pontos singulares. Como w(IR") < oo, segue-
se que #J < Ny, ademais wy > 0. Escolhemos agora, {; € CX(IR") tais que

0<¢ <1le(zr,;) =1.De (5.3) nés vemos que:

rlq
sty @) <5 ([ lta) < [ lgkar<x®

ou seja:

A > S(v;)P/46,, Vied
Desde que |D*u,n|P — |D*v,,[P é de ordem mais baixa do que |D*v,,|? nos pontos
singulares, a dltima desigualdade também é vélida para p = w* — l'im|D'L'umP’dm.

Por outro lado, pela fraca-semicontinuidade inferior, vale:

| D*ufPdz < liminf | D*u,,|dz = p.
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Uma vez que as medidas 6., e | D*u|Pdx sao relativamente singulares,
> |Dkur”d:r + Z POz
jeJ
com g, > S(v;)?/1. E portanto, mostramos (2°).
Agora para qualquer aberto @ C IR"\ {z,},c, obtemos por (5.3), fazendo § = & €

C(€2) uma seqiiéncia convergindo para a funcao caracteristica de €2, xq:

p/q »/q
(f d.;u{)) = (/ dw) o S_l/d)\
Q Q 9)

logo wp()) < ST'A(Q) e assim wy é absolutamente continua em relagao a A. 2
Pelo Teorema de Radon-Nikodym, existe uma funcao f € L}(IR", \) tal que dwg =

fdX, A —q.t.p. Ademais, para A — ¢.t.p. temos:

J5 () W0
z) = i e
f(,l) pin(] ( fB{_;(.I:) dA

Novamente invocando a desigualdade obtida em (5.3), se  nao é um ponto singular

de \:

=g

p/q
2\P/9 — )i . (fBr’(’“) dwo) . " =
Sfiz P = hm0 - < 11m0 dA = [,
p— p— T
(IBP(I) dA) Bp(z)

Como A possui, no maximo, um mimero enumeravel de pontos singulares, e wp nao

possiu pontos singulares, segue-se que f = 0 ¢.t.p. e assim wp = 0 em M (IR"). Ou
seja, acontece (1°), pois:
w=v-—|ulldz = Z Viby, ®
JEJ
Nao obstante o fato deste resultado ter fundamental importancia no estudo de
problemas de minimizacao envolvendo expoentes criticos, como sera visto no Capitulo
seguinte, gostariamos de apresentar inicialmente uma celebre aplicacao neste método,

devido a P. L. Lions:

2Se A(€2) = 0 entdo wo(2) =0
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Teorema 5.3 [P. L. Lions] Sejak € N, p > 1, kp < n, % = i— % Suponha

que {U,,} € uma seqiéncia minimizante para S em D¥P = DFP(IR™) com ||ty || =
1. Entao {u,} € relativamente compacta em D*P(IR"™), a menos de translacées e

rotagoes.

Prova: Encolhemos z,, € IR", R,, > 0 tais que a seqiiéncia reescalada: v,,(z) =

~ T — T,
-n - m .
Hi / T <~—> satisfaca:
T

“1T

zelR"

i 1
Qm(1) = sup / bt Yl = / |y |Tdx = = (5.4)
Bi(z) J B1(0) 2

Desde que p > 1, podemos assumir, a menos de passar a uma subseqiiéncia, que
U — v em D*P(R™) ev,, — vem LI(IR™) ( devido a inje¢do continua D*?(IR™) —

L9(IR™) ). Consideremos agora, a seguinte familia e medidas:

Hm = 'DL'?),,JPO’..T,

Vin = |02z

Iremos inicialmente aplicar o Primeiro Principio de Concentragao e Compacidade
( Lema 2.12 ) a sequéncia v,:
Passo 1: Anulamento nao ocorre.

segue-se trivialmente da construcao de v,,.

Passo 2: Dicotomia nao ocorre.
Suponhamos que houvesse dicotomia, logo existiria A € (0,1) tal que Ve > 0 IR. >

0, {zn} CIR" e medidas v}, v2 tais que:

m? m

1 2
0 e Vn : Vin S Um

m

supp(v),) C Br, (wm),  supp(v2) C R™\ Bog, (tm)

m

limsup,,, oo {|[fgndvh, = Al + | [pndvZ — (1= N)|} <&




O Segundo Principio de Concentracao e Compacidade 115

Escolhendo uma seqiiéncia ¢,, — 0, e correspondentes R,, > 0, a menos de uma

subseqiiéncia, nés poderiamos garantir que:

supp(v}) C Br,,(Tm), supp(v2) CIR™\ Bog, (zm) e

m

limsup{‘/ dv}, — /\I -+ ‘/ dvz — (1 - )\)‘} =0
m—so0 R" | n

Ademais podemos assumir R,, — o0o0. Escolhemos portanto uma fungao ¢ €

Ce°( B2(0) ) tal que ¢ = 1 em B;(0), 0 < ¢ < 1. Definimos ¢, (z) = ¢ (3‘ ;? :Tm) "

D(%(I()]llpOlllOS agora:

Um = Um " Pm + Um (1 = (Pm)

Desta forma:
j ‘Dk?)mlpdm = / 'DLI(?;TH ) (pmﬂpdr 3 _/ |Dk(?'!m- : (J‘ - 907??))|Pd3: * 6?”
™ P ]I{ﬂ n
onde o erro §,, pode ser estimado por:

inz—CY [ Dl - | DLy P
I<k Bag.. (:I'm}\BHm (zm)

Seja A,, = Bagr, (Tm) \ Br,. (). Podemos estimar |D*~p,,| < CR:* por inter-
polagdo (vide [Ad], Teorema 4.14). Assim podemos limitar qualquer termo que
configura acima por:

| 1D 0] - D] ll23amy < CRE* | D0l 5am (
S CK”)’HDI?"m

5)

at

—
|2o(Am) + CK Ry % |[Um| L (anm)

onde v pode ser escolhido arbitrariarmente entre (0,1), enquanto K = K(k,n).

( Note que 5.5 é invariante por dilatacoes ). Ademais, pela Desigualdade de Holder:

1

Rk . |Vm]| e () < R7k. {med(Am)}zl_’_E

m

I"‘rn”f_,q(;lm)

= C““m

L2(Am)

scumm%_uﬁm¢+hmﬁﬂw
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Assim este tende a zero com m — oco. Enquanto || D*v,,|7, || o .
4 (Am) =5 D WP —
Escolhendo uma seqiiéncia conveniente 7,, — 0 em (5.5), nés obtemos 4, > o(1),

m

one 0(1) — 0. Agora pela desigualdade de Sobolev:

H'I‘m.| {;)k_p - ||“-m. : LPm[ %kp =t ““m 1 (1 =y ‘rgﬂmjl };)k_p + 5111

> 5( ]“m ) “Pm.“i’l + [|vm - (1 — Pm)] {;ﬁ' ) + 6m

- ‘ J r/a p/q 5
- S (jBan (J-'ﬂa.) ’1‘/??}.) + (\fmw \\'B'anfm (:1.1,1 ) dy)ﬂ) _i— ‘m

> S(WP/9 4 (1 — X)P/1) — o(1)

onde o(1) = 0 Mas 0 < A < 1 e p < ¢, logo /9 + (1 — A\)?/9 > 1, contradizendo a
hipétese inicial que ||vm |, = [[umlpe, — S =

Logo ocorre Concentracao: Seja {z,,} C IR" a seguéncia fornecida pelo Lema de
G J ) = B

Concentragao e Compacidade. Para cada ¢ > 0 escolha R = R(e) tal que:

/ dl}m. 2 1 — &
Br(zm)

Se & < 1/2, nossa condigdo de normalizagio (5.4) implica que Bg(z,) N B1(0) #
0. Entdo a conclusao do Primeiro Lema de Concentracao e Compacidade ( Lema
(2.12) ) acontece com x,, = 0, repassando R(e) por 2R(g)+ 1, se necessdrio. Assim,
se Uy, — v em M (IR") segue-se que : [pn.dv =1

Pelo Lema de Concentracao e Compacidade II, podemos assumir que:

flm — 4 2 IDL:'?"P)d-T + ZjEJ J”'jé:r‘j

Um — v = |v|%dz + ZJEJ VJ"S-E;

para certos z; € R", pu;, v;, € R] satisfazendo:

S(v;)P/* < p, Vield
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Invocando, mais uma vez, a Desigualdade de Sobolev, podemos escrever:

§+0(1) = lumllyes = | diim 2 mllpn + 3 15+ o)
IR"

V=

o ||P/a § \p/a
2 S H?'?T?lq + (UJ) +0(1)
j€d
m . . . ~ ’
onde o(1) — 0. Pela concavidade estrita da aplicagao A +— NP/9 nés obtemos,
continuando a seqiiéncia de desigualdades acima:

r/q

S loml®®+ 3" )7 | +0(1) = S [ lomllg + D) | +o(1)

jeJ JjeJ

=3 ( f dv )p/qmu) =S +0o(1)

e a igualdade ocorre se, e somente se, no méximo um dos termos { |[v|q, {¥;}jes }

é diferente de zero. Note que a normalizagao (5.4) assegura que:

v; < para todo j € J.

B | =

=1 e v,, — v fortemente em L?(IR") (devido a

(%

Logo, todos v; devem ser 0, ||v,

convexidade uniforme do espago L(IR"™)). Mas entéo, pela Desigualdade de Sobolev:

S <l

prr < liminf ||vm||prr = S

v||prr € novamente por um argumento de convexidade uni-

donde, ||vm|pre — |
forme do espaco D*P(IR"), segue-se finalmente que: v,, — v fortemente em

D*?(R™). m

Coroldrio 5.4 Para todo k € IN, p > 1 tais que kp < n, existe uma fungdo u €

DF:p (IR™) com ||u

Larr) =1 e ||'u.|\?),‘.‘P(m_n) = S onde % = % — £ ¢ §=8(k,n,p)

€ a constante de Sobolev.
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Prova: Seja {u,,} uma seqiiéncia minimizante, i.e.,

[tmllzermy =1 € |[umllprp@mey — S
Como escolio do Teorema anterior, a seqiiéncia v, = an"/ T Uy, (Ij_nn) é relati-
vamente compacta em D*P(IR™). "
Na demostracao da Proposicdo (5.1), prvamos que ||vm||ze@mr) = |[tmllLamn) e
||V ‘?)k_p(]R_n) = ||ty gw(mn) donde segue-se o resultado. =

Corolério 5.5 Existe solugio ndo trivial para o problema

Apu=plut , >0 , p>1, 1=21-
’ 7

(*)
u € DVP(IR™)

Prova: Consideremos o funcional associando ao problema (x):
1 B f
E(u) = —/ |VulPdx — — / lu|?dz
D Jrr q Jrn

Devemos encontrar um ponto critico de E. Pelo coroldrio anterior, existe um

minimo, que designaremos por v*, do problema:
. . 1.p n —
§ = inf {[ullyupny © 4 € DR, Jullzogmey = 1}
Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe A € IR tal que:

/ |Vu*|P~2Vu* - Vw = f Ju* |9 %u w, Y w € DVP(IR™).

™

.

Fazendo w = u* na equacao acima, obtemos A = S. Finamente se tomarmos a

3 i
- £ "
fungao ug = | -u* , obtemos que:

S
/ ‘V’ug

P25 - Vw — ,3/ |u3|q_2'u,g i =) V w € DY?(IR™).

ou seja, ug é um ponto critico do funcional £ =




Capitulo 6

O Principio de Concentracao e

Compacidade no Infinito

6.1 Preliminares

Seguindo a notagao do Capitulo anterior, iremos denotar por D'?(IR") o fecho de

C2 com respeito a norma:

H'HHDI,Q(JRH) = / IVu\zd:r?
JIR"

O seu dual serd denotado por D~2(IR"). E bem conhecido que D2(IR") ndo esta
compactamente mergulhado no L?(IR™). Contudo, iremos mostrar que este mergulho
serd compacto se mudarmos o espago L*(IR™) por LZ(IR") sob uma conviniente
condicao a respeito do ”"peso” r.

Sejar € Li (IR™), r >0, r # 0 em IR". Definimos:

loc
22R") = {u e L) s [ fule)priehas < oo
R"
Equipamos o mesmo com a seguinte norma:

lullz, = [ f©)Pr)de

119
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Por Q(z,1), | > 0 iremos denotar seguinte cubo:
[
2z, 1) = {y ER": |y; —xi| < 2’ 9=12 ...._'n}

P
Lema 6.1 Suponha que r € L'(IRR") N LZ*(IR"), para algum 2 < p < 2%,

loc

r>0ers#0emIR", ademais,

lim / 'r'(y)F—P_Zdy =) (6.1)
Q(z,0)

|:1:[—>OO' g

para algum | > 0. Entdo, D"*(IR") esta compactamente mergulhado em L%(IR™)

Prova: Sem perda de generalidade, podemos assumir [ = 1.

Afirmacéo : E suficiente mostrarmos que para todo § > 0 existe 7 > 0 tal que:

12 <6, paratoda f € DY (IR™) com | fllprerry < 1

(¢1) If = xq.4]

Com efeito, seja { fn} C Bpr2(rny. Pela Desigualdade de Poincaré, D?( Q(0, R) ) =
Wy?( Q(0,R)) corepgete LP( Q(0,R) ), para 2 < p < 2*, assim podemos assumir que
fm — fem LP( Q(0,R) ) para cada R >0 e Df,, — Df em L?(IR").

Como por hipdtese ocorre (6.1), existe j € IN tal que:

/ [ frn — f]2 -rdr < 26
IR™\Q(0,5)

Como f,, — f em LP( Q(0,7) ), assumindo (¢1) obtemos:

2/p M =2
/ | f = fI?-rdx < (/ [ frn — f]pdm) . (/ 'r'P—2> <6, sem >m,
v Q(0.5) Q(0,7) v Q(0,5)
Logo f,n — f em L*(IR")
Passamos a mostrar que ((1) acontece:

Comegamos por cobrir o R" com cubos Q = Q(z,1),z € Z". Para cadan > 0,
P /

usamos a hipdtese (6.1) para encontrarmos j € IN tal que |, 0 r(y)#dy < 7n para

todo @ = Q(z,1) fora de Q(0,7) e :

] r(y)dy <n
R™\Q(0,5)
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Se QQ é qualquer cubo, utilizando o Mergulho de Sobolev e a Desigualdade de Holder

nos temos:

2/2%
© [ < ( lfrz‘d:r) < 57|Df|3
Q Jo

onde S é a constante de Sobolev. Também pela Desigualdade de Sobolev, encon-

tramos:

s p/2
(¢3) fo—le”dr <c UQ |Vf|2d,;z}

onde fg = fQ f(x)dz, para 2 < p < 2*,

Segue-se de ((2) e ((3) que:

Jo 2 rdz <2 | [o1f = fal*-rdz+ [, (f, |f(:r>|d.r)2-r(y)dy}

i 2/p L\
(Jols = saPaz)"” Irl 2 o + (JolF@F ) ™ Il
N
<G (JIVFE) - (Jor#®e) 7 +257- (Jo IVSR) - (fora)
onde C independe de 7. Agora somando todas estas desigualdades sobre Q(z, 1)
tais que Q(z,1) C IR™ \ Q(0, j) obtemos:
/ f?.rdx < Clnaz—g +257'n < 8, sen for suficientemente pequeno m
R™\Q(0,7)

E+E
£

Lema 6.2 Suponha que r € L,5 (R"), para algum ¢ e q satisfazendo 2 < ¢ <

g+e<2, r>0er+#0em IR", ademais,

lim / ‘r'(y)%d-y =0
Q(z,l)

|z|—00

para algum | > 0. Entdo, WY2(IR") esta compactamente mergulhado em L(IR™)
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Prova: Similar ao Lema (6.1) =
Como aplicacao do Lema (6.1), iremos mostrar a existéncia do primeiro autovalor

do seguinte problema:
—Au—Xk(z)u=0 emIR"
u#0, ue DMY(R")

Teorema 6.3 Suponha que k € L'(R")NC(IR™), k#0, k>0 e que:

lim / k(y)72dy = 0
|z|—00 J Q(z,1)
para algum | > 0 e 2 < p < 2*. Entdo existe uma fun¢do positiva v € DV2(IR™)

tal que:

2
2

0 < Ao = inf {HD-U,H:;; Hlullz =1, ue D“Q(IRJ”)} = || Dv|

Prova: Seja {u,,} uma sequéncia minimizante. Desde que {u,,} é limitada em
DV2(IR™), podemos assumir que u,, — u em D»?(IR") e pelo Lema (6.1), u,, —

v em L2(IR™) e portanto:

/ vi(z) - k(z)dr =1 e / |Dv|*dx < lim inf/ | Dy, |*dx
i n ]RH < n

m—0oQ

uma vez que o funcional || - ||p12rn) é fracamente semi-continuo inferiormente.

Assim, minimizamos o funcional E(u) = || Du Hiz(mn ) sob a variedade F' ~1(1) onde

Flu) = || u ||32“R,, » logo pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe
2

X € R tal que: E'(v)-w = AF'(v) - w. Fazendo w = v obtemos:

E(U) U= /ﬂ;{” Vv - Vo= X = )H\Ff(‘p) L= ;\/ k(:r?) . ?JQ(.T)d:I? = 5\ |

6.2 Concentracao e Compacidade no Infinito

Inicialmente, iremos reescrecer o segundo principio de concentragao e compacidade,

desenvolvido no Capitulo anterior, no caso em que k =1, p =2, ¢ = 2*.
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Lema 6.4 Lema de Concentracio e Compacidade II: Suponha que w, — u,

yx * .
Zdr = v, no sentido das me-

em DY2(IR™), € fim = |DuplPdz = p, vm = |unm

didas, onde u, e v sio medidas limitadas ndo negativas em R™ (pu, e v € M
(R™)* ). Entao:
(1°) Existe um conjunto J, no mdzimo enumerdvel, uma familia {z;eR":j € J}
de pontos no R™, e uma familia {v; € R : j € J} de nimeros positivos tais que:

(i) v = |ul*dz + E Vs

d jYz;
jeJ

onde 6, € a medida de Dirac concentrada no ponto x.

(2°) Em adicional:

(li) M Z |Du|2a'.’1: e Z ]1'-]'6;;:]

jed
para alguma familia de nimeros reais positivos {y; : j € J}, satisfazendo:
(iii) S @) <y Vied
onde S € a constante de Sobolev. Em particular, Zje](yj)f’/q < 00
Deixe-nos citar uma proposicao que tem se mostrado bastante util:

Proposicio 6.5 Seja {u,,} uma sequéncia fracamente convergente em D'*(IR") e

defina:
" dr)

1) Voo = limp_oo(limsup,, f|;;:|> s
Jex. e . . . 2 o
1) foo = limp oo(limsup,, f\-r|>R | Duyy, |*dx)
As quantidades Vo € jio €Tistem e satisfazem:

1) imsup,,_o [gn [Um|* d2 = [gn AV + Voo,

2) limsup,, o [gn [Dtm[?dz = [ga dpp+ poo, €

2
3) SEE £ fhes
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_— . - 71,2 ,
Iremos agora direcionar nossa atengao para um caso subcritico em W, (), onde 2 C
IR" é um dominio nao limitado.

Para A > 0 e 2 < p < 2%, definamos:
(M) 0 < () =inf {/ |Vul? + MPdz : ||ul| o) = 1}
Q

Proposicao 6.6 Seja {u,,} uma sequéncia fracamente convergente para u em Wy ()
e definamos:
i) Diss = Ll ssel 1O SOD,. = fQﬁ(|-1f|>R) |t [P )
i) Boo = MR oo HMSUPr_ 00 for(jzi>p) |Vt |? + M2 dz )
Estas quantidades estao bem definidas e satisfazem:
¢) msup,, o [rn [Um[Pdz = [pn [u[PdT + oo,
d) limsup,, .. fm |Vtm|? + Muidz > [ |Vt|? + M2, + Boo
2

8) Q- Oé'go S Boc

Prova: Seja ®r € C*(IR") tal que ®g|py0) =0, Prlizsrr1 =1e0 < Pp <1 em
IR™. Temos por (M):

U - ¢ ¥ 2 . (D2
a)(2) < f \Y ( : = ) + A U - dr , portanto :
o [t - PrllLr@) |tm - rll7p )

ay - ||um - <I)R|[ipm) < /{; ( |V (um - <I3H)|2 + A (u?n : <I>2H) ) dr

Facilmente conclui-se que:

lim ( lim snp/ |5 -t |Pd ) = @t
JQN(|z|>R)

R—0o0 m—se0

R—0o0" m—eo

lim ( lim snp/ (|Vttm|? + M2, ) - ®%dr ) = B
an(|z|>R)

R—00 m—00

lim lim / Vu,,VOr - Pru,,dr =0 e,
Q

lim lim / |t - D®g|*dx = 0
Q

R—00 m—o0
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Portanto obtemos, ja que:

Jv(um : (I)R)r:z = ( [vum ! (I)R + 'u'm.v(bﬁl )2 -
= |vum’2 ’ (I)%? + Zvuqu)ﬁ ) (I)H'U'm. 7 u?z'n.lv(I)H!Q

a desigualdade (e) «

Para mostrarmos (c¢) escrevemos:

lim sup / Jm|Pdz = / lulPdz + lim sup/ |t |Pdx
m—oo JO JQN(|z|<R) m—0o0 JON(|z|>R)

Fazendo R — o0, a relagao (c) segue-se.

Analogamente:

m
TMm——00

lim snp/ |Vt |2 + A2 dz =
Q

= limsup / |V |* + ,\/ u® + lim sup/ |Vum|? + M2 dr
m—soo Jan(|z|<R) QN(|z|<R) m—soo Jan(jz|>R)

Fazendo novamente R — oo, concluimos (d) =

6.3 O Problema de Yamabe

Como uma aplicagao do Principio de Concentragio e Compacidade no infinito, es-

tudaremos o seguinte problema:

—Au — Mk(z)u = K(z)|u|* 2u em IR"

(¥) :
u(z) >0 em R" e ue DVY(IR")

O problema (Y') é uma generalizagdo de um problema que teve origem na Geometria
Diferencial, conhecido como O Problema de Yamabe, (vide [Dao)).

Assumiremos que k € C(R") N LY(IR"), K #0e:

limf |k(y)|77dy = 0
Q(z,1)

|z|—o0
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para algum [ > 0e 2 < p < 2°.
K € C(IR*)NL*(IR") e existam: x, € IR", constantesc >0, C; >0, C; >0e R >

0 tais que:

|f\_,(fl'fo) = ff(.’l‘” § Cl|:1‘ = :?.‘0|2 sen=4
|K(79) — K(z)| < Ci]z — 20|**” sen>5

K(zg) > 0, |K(zo) — K(z)| < Calz — x0| s€ |2 — 20| £ R e K(70) = || K||oo

Nés definimos o funcional F : D¥?(IR") — IR por:
F(u) = & / |Vu|?dz — é] k(z)u’dx — ~1— K(z)u* dv
2 Jrr 2 Jmr 2" Jrr
Segue-se do Lema (6.1) e do mergulho continuo de Sobolev DV2(IR") — L* (IR")
que o funcional esta bem definido e pontos criticos de F' sao solucoes (fracas) de
i i
Iremos procurar, inicialmente, niveis de F para os quais a condigao de Palais—Smale
no nivel c é satisfeita. (PS).
Faremos uso entao das chamadas "Funcées truncadas extremas de Talenti”:
d(x)

i) = ——= » €=U
(e + |z — x0f?) 2

onde ® € CP(R™), 0< ®(z) <1, ®@)=1lem|z—mz| < & e ®2) =
0 se |z — zo| > R. O funcional F foi estudado por Daomin, C. em [Dao|, onde esta

demonstrado o seguinte lema técnico:

Lema 6.7 Para ¢ > 0 suficientemente pequeno nos temos:

Sz
sup F(f-#) € ——15
RE

U

onde v.(x) = T
Le || 2*

A prova deste lema pode ser encontrado em [Dao].

O principal resultado desta sec¢ao é o seguinte teorema.
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Teorema 6.8 Seja 0 < A < X\g en > 4. Entdo o problema (Y') possui uma solucio.

Prova: Definamos o funcional F, : D¥?(IR") — IR por:
I f o A e ) 3.

F,(u) == |Vul|*dr — = k(z)(u™)%dr — — K(z)(u")” dx

2 Jon ' g 2 Jn

onde vt = max{0 , u}.

Pelo Teorema (6.3), podemos escrever, V u € DV?(IR") :

. 12 :
, 1 .
A < / |\7 (——“ ) ‘ dp = ———— / J\—/’u.lz
R" | llullxz2/ | lullr2 Jre

assim: ||ul|Z, < /\—HVUH% ademais ||ut||2, < ||u||?, e portanto:
0

1 [ oA . 1 A ,
3 /]R |Vul? — §/IR” k- (ut)%dz > 3 (l - /\—U) |Vl

Pelo mergulho de Sobolev:

r o 1Ko

2* = 2

2+
2

[Vl

/)ff-W*V‘<.Aﬂx-uu
R"

onde S é a constante 6tima de Sobolev. Assim, para todo u € D]’Q(IR”):

§ K| o
)Hvuw—-”sJ I

A
Ao

; 1
Flu)>=(1
w21
Logo existem costantes a > 0 e p > 0 tais que:
F.(u) > a se |lu||pr2 = p

Temos também que F,(0) = 0 e F,(ty-v.) = F(ty-v.) < 0, para t, suficientemente

grande, pois 2* > 2 e fixado v.,
g y P €

F(t- ,,__,E) — (7_1,57“2 — buci‘.z* — —00 Se t— o0

Tomemos ¢ como no Lema (6.7).

Sejal' = {g € C( [0,1], D**(IR") ) : g(0) =0 e g(1) = ty - v} e definamos:

c = inf sup F,( g(t))
9€l ¢e(0,1)
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E claro que o < ¢, pois para todo g € T', como |[g( 0 )||pr2 = 0 e |lg( 1 )|prz >
p existe t, € (0,1) tal que ||g( t, )|| = p e portanto F.( g(t,) ) > a donde:

sUPyepo,1) F+( 9(t) ) = a. Tomando o infimo sob todos os g € I', segue-se que a < c.
Por outro lado, se considerarmos a fungao g(t) = £ - tyv. € I' nés temos:

(€) ¢ < sup F(ttgv,) < L_z, ( devido ao Lema (6.7) )

fE{O,l] n - HI\’"

n
oo

Pelo Principio do Passo da Montanha ( sem a condi¢ao (PS) ), existe uma sequéncia
{t,} € DY?(IR™) tal que F,(uy) — c e F,(u,,) — 0 em D~12(IR").
Passamos a mostrar que a sequéncia {u,,} é limitada:

!

= : = ey Z e N2 =T — g
<F* (um) ? “’m> = / vum. ’ v‘u‘-m - A ’ / kum ; um dl - f A (U’m) um(i'l’
n H{ﬂ. n

= —/ |Vu, |2dz

pois U, = ut —u, ( w, =—min{0, uy,} ). Assim:

m m
luml[prz = (Fu(um) , um)| < |1y (um)llp-12 - [lug [l o2

e portanto, como F,(u,,) — 0, segue-se que u,, — 0 em D"?(IR"). Segue-se entao
que:

F.(um) = Fuug — uy,) = Fu(up) +2 / Vit - Vg, = / V[
donde: F(u}) = Fi(u}) — c
Por outro lado, se n é suficientemente grande:

(Filum) s wi) = [ 1Vt = A [ k@ido— [ K@) de < Vel
R" JRn n

Pelos mergulhos continuos : DV2(IR"™) — L2(IR") e DV?(IR") — L?" temos:

IVetllz 2 VUil = ACIVusllz = [1KlooC | Vi 2

m m

o que nos mostra que ||V, |2 é limitado e finalmente:

m

[umllpre = [Vumll2 = [|Vug, = Vug[la < [[Vug[l2 + [[Vug 2
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o que prova que {u,,} é uma sequénica limitada em D'?(IR"). Portanto, a menos

de uma subsequeéncia, podemos assumir que:

Uy, —u em DVZ(IR™)
Uy — U q.1.p

uf —ut em L*¥(R").

m

Ademais, pelo Lema (6.1), [gn k(u}h)? — [gn k(ut)? ( pois upy, — uwem DY2(IR™) ).

‘m

Isto significa que: Para qualquer v € DV?(IR") :

/ Vi, - Vv — Vu- Vv
R" R™

kub v — kut v
n mn.

Como v € L* (IR") e (u})* ! — (u*)* ' em L{Q*)I(IR”):

m/

/ Kuh)¥1.v— Kuh?1.v
P n IR.”

ou seja:
—Au = et = K(w*)? em D™ 12(R")

Se tomarmos a fungao teste u~ nds encontramos:

/ Vu~ |2 =0

uma vez que: Vu-Vu~ = ||[Vu~|?|? e u* - v~ = 0 implicando portanto que u~ =0
em IR", isto é, u > 0 em IR".
Iremos agora mostrar que u # 0 e conseqiiéntemente, u > 0 em IR", pela Desigual-

dade de Harnack. Do fato que F,(u,,) — ¢ > 0, obtemos facilmente que:
[ = lim / |V, |*dz > 0

m—oQ

Pelo Lema (6.1) vale que:

m—oo

lim )\/ k(ut)%dz = /\/ kulder (u=u')
JR" JR"
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Mostraremos a seguir que \ [, kudz # 0.

Suponha por absurdo que A er kuldx = lim,, o A fm . k(ul)?dz = 0, entdo teriamos

que:
[ = lim / K(uh)¥de >0 (pois { F.(um),ul ) — 0)
m—o0 R ’
Ademais:
N A Lo
. ml—lgc *(“m) = 5 B 2_* N ;
Por outro lado:
. 2 . 2 - ﬂ 5 = + 2* ‘:_
l= lim |Vug|;> S lim ||un|3 > S||K|los lim K(u, )" dx
m—o0 m—o0 mM—00 R™

n=2 5_, | o i 2 n—2
=9 K |2 I (pofs : /K(ufn)z dr < || K| /(”m)z dr e — = : )

n

]

isto equivale a:

n—: 2—n n 2-n
> S|K e o 12 SE|K|
_ S : :
e assim, ¢ > ——— | o que contradiz a desigualdade (£) «

n—2
n- || K|
Em virtude o Lema de Concentragio e Compacidade II existem medidas p1 e v €

M (IR"), um conjunto enumeravel J, uma sequéncia de constantes positivas {y;} e
{v;}, 7 € J e uma sequéncia {z;} C IR", j € J tais que ocorrem (7), (i) e ().
Seja x; um ponto singular das medidas p e v. Escolhemos ®;5 € Cj(IR") tal que
Ps=1lem |z —a| <8, Ps=0em |z —x%| >26,0< Ps < 1e |[DPs| < f em IR".

mM—00

Desde que ( F*’(u,,,_), U - Ps ) — 0 temos:

. 9% _
/ Vg - V(tun®s)dr — A [ kutu,, ®Psdr — / K(ul)* Yy Psdr =
IF mn = n Il{n

/ |V-11_T,,_|2(I>,5d.7")\/ A.'u;u.,.,,@(gd.?:—/ K(-u,fn)2*’1-11,,,,@5(1’.1?4— Vi, - VOst,
n H_}.”

JIR"™ JIR™

converge a zero, quando m tente ao infinito. Em vista disto podemos escrever que:

limsup/ V||t || V®s|dz > — 11111&5111)/ Vu,,Vosu,,dr =
R” R™

Mm—0Q m—oo
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. 9 - o
hm/ |V-u,,,|"¢>(\d.7:—/\/ A‘u;u,,,@,_sd.r—/ K(uth)* ", ®sdz
o - y -

— / (b(qd,u—)\/ A'ul')(bbd.r‘*/ K®sdv.
JR" R" JIR™

Reescrevendo a desigualdade acima, encontramos que:

/ Dsdp — /\/ ku’®sdr — / K®sdy < lim rsup/ |Vt ||t ||V s |dx
JIR" R" JR" JIR"

m—0CO

£ ¢ (/ 212|V(I)5I2(.i.1')
JR"

onde C' = sup,, ||Vn||2. Pela Desigualdade de Hélder ainda nés temos:

/ u?|V®s|2dx < (/ |ul? d.?*) : (/ IVQ)@[”(/.’:‘)
R" J |z —z|<26 J |z —xz| <26
2
2 n > . Pl
< [(3) ~¢u,,(2r5)"J : (/ |u|? d;;:)
- J |z —x| <26

— ]_6{.,4./‘;‘);/‘;' ) (/ ’UV‘d;T.‘) ‘- (62)
J g —x| <26

onde w,, é o volume da bola unitaria no IR". Fazendo § — 0 em (6.2), nés deduzimos

b3 =

N,

2w

que:

pe — K(zp)ve <0 o0 K(ze)ve > e

Nos podemos assumir que K () > 0, pois caso contrario, 2 nio seria ponto singular
(pr € v > 0).
Lembramos que o item (i7) do Segundo Principio de Concentra¢do e Compacidade,
(PCC-1I) nos diz que:

S(e)¥? < g, donde :

(a) v, =0, ou

n
2

(b)S(y;.)Q/T < pr < k(o) = v > ——,S (pois:1—2/2* =2/n)
B = = /
K(xy)

No intuito de considerar a possibilidade da concentragio das medidas ;e v no
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infinito, devemos introduzir as constantes fio, € Vo definidas na Proposicao (6.5).

Se denotarmos por: K(oo) = limsupy,_,, K (), obtemos:

1
R—00 moo

im lim sup/ K(2)|um|* dz < K(00)Vss (6.3)
J|z|ZR

Pelo Lema (6.1) nés temos:

}}im lim / k(z)(u})? - ®gr(x)dz =0 (6.4)
onde ®r € C'(R"), Pgrlar) = 0, Prlger+1) = 1, 0 < $g < 1. Desde que
( F;(um), UnPr ) — 0 deduzimos de (6.3 e 6.4) que:
lim limsup {/ [ch.m\g(bﬂ - /\/ k(x)ul u,®r — / K(z)|u} Tlu.mfl)n}
JIR™ JIR™

R—oe mooo JIR™

= limp o limsup / Vi, - Vegru,, = floo — K (00)Vso >0

m—00
Segue-se agora da Proposi¢ao (6.5), item (3), que:
(¢) Voo =0, ou
n

, S 2
(d) Voo > (K(:)C)) .

Para completar a demostragao do Teorema, mostraremos que Vo = 0e v =0, Vk €

J
Se ¥ € CYIR™), 0 < V¥ < 1, temos:

. 1 .,
c= lim |Fu(tuy,) — =( F,(Um), Um
2

m—0o0
1 : . - -4 N I* ] . .‘ ” + 3 2*
= — lim K(u')* dr> — lim VK (uy ) dz
1L m—0o0 JIR™ . n m—oo R™

Assumindo (b), obtemos que #.J < oo e tomando ¥ = W; nds obtemos, fazendo

6 — 0, que:

1 S2 S3%
c > —Klzp)v 2 — > —
n

(o B2 T s
nK(zk) T p||K|o2
o que contradiz (£). 10g0 Ve = o = 0.

*

e1n

Invocando o item (1) da Proposigao (6.5), adicionado ao fato que w;, — u
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L? (IR™) e da identidade 4+ = u encontramos:

” o - _ 38 -
] |u|* dz < lim inf / lut |* dr < limsup / lul|* de < / lu|* dx
R™ M=o JRn m—oo  JR" JIR™

pois v = |u|*"dz devido ao Segundo Principio de Concentragio e Compacidade.
Logo: U, — u em L* (IR"), uma vez que L* (IR") é um espago uniformemente

convexo. Ademais:

. . ' . > Q% _
0= 1l { E (tiz) 4. )= lim \V-u,,,_|2 - A kut u,, — K(u)*
m—0o0 m—0o0 n n ! “"n.n

€

0= lim ( F,(tp),u) = lim Vup - Vu — /\[ kujiu — / K(u:;)g*l'z.'}

m—oC m—0oo R" 1

:/ |V1¢2d;7.‘—)\/ A'uzd:?:/ Ku® dx
JR" JR" JR™

. = 9%
Finalmente, como u;, — u em L (IR"), segue-se que:

: 2 : A7 4N2% 1
lim / |Vt,|“de = lim A ku,t i, + / K@) un,
mMm—00 A IH n m—o0 i H-‘; n " H{'?

:)\] k'u,zd:r'—/ K'H.Q*d:.":/ |Vu|?dx
”'77 . ]I{”- . ]Rn

e assim, novamente usando a convexidade uniforme do espago D*(IR™), concluimos

que u,, — u em DY?(IR") m




Capitulo 7

Solucoes Positivas de Equacoes
Elipticas Nao Lineares Envolvendo

Expoentes Criticos de Sobolev

O primeiro importante trabalho envolvendo expoentes criticos, foi desenvolvido no
artigo devido a Brezis H. e Nirenberg L. [BrN]. Apresentaremos, uma abordagem

um pouco diferente da adotada em [BrN].

. : . : . 2n
Seja {2 um dominio do IR", n > 2. Consideremos o caso limite p = 2* = 5

n —

Dado A € IR, gostariamos de resolver o problema:

. :
—Au = du+ ulul* ~° em Q; (7.1)
u>0 em (Q; (T2)
u =10 em Of). (7.3)

Observemos inicialmente que o problema acima pode ser abordado via minimizacao
relativa do funcional

: 1 f ; ;
I(u) = 5 / |Vul|® — A|u|*dx
Q

&

sob a esfera unitdria do L?" (), i.e., sob o conjunto: M = {u € H}() : ||ju =1},

De fato, uma vez encontrado um u € H}(Q2) uma fun¢do que minimiza o funcional

134
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I, sob a variedade M, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, 3 B € IR tal
que I(w)( - ) = (| -

2 (w)( - ), isto é:

Liu)-v= / VuVv — duv = 3/ lu|* - v Y v e Hy(Q)
JQ JQ
Fazendo v = u, obtemos: 2I,(u) = 8 > 0 se A < Ay Definindo u = 3—_——1- -u obtemos:
L(u)-v— / lu 2u-v=0 Vove Hyf)
Ja

Ou equivalentemente, podemos minimizar o quociente de Sobolev:

Si(w; Q) = Jo IVul? = Mul?dz
(Jo |“|2*d:1:)2’/}

Observe que se A =0, Sy(Q2) = S (constante de Sobolev)

7.1 O Resultado de Nao Existéncia de Pohozaev

Teorema 7.1 Suponha que Q G IR™ é um dominio suave (possivelmente ilimitado),
n > 3, estritamente estrelado com respeito a origem e A < 0. Entdo qualquer solugao

u € H}(Q) do problema ( 7.1 ) e ( 7.3 ) € identicamente nula.

Prova: A prova baseia-se na seguinte "Identidade de Pohozavev”:
T S = (=]

Lema 7.2 Seja g : IR — IR continua com primitiva G(u) = _ﬁ]”g(T)d'r e seja

u € C*(Q) N CYAQ) solugdo da equagdo :

—Au = g(u) em §2
u=0 em Of)

no dominio Q0 CC IR". Entdo ocorre a sequinte identidade:

3 = r i | ¢ | 2
n = 2 / glw)udz—n / G(u)dz + l/ |% (z-v)de =0
Jao Q

2 Joa |0V
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Prova do Teorema 7.1: Seja g(u) = Au+u|u|* ~2 com primitiva G(u) = 5—'11'“)+7\u

%

Por resultados classicos que antecedem a teoria, qualquer solucao de (7.1) e (7.3) é

suave em 2. Assim pela Identidade de Pohozavev nés obtemos:

PR P 1 [ |0ul?
/ M? + |u|* dz — 2* L <2u2 4 Q—J”u") ) dzr + " |0-:i\ T - vdo

Q
m 1 | s .;2 4
A w?==2 ﬁ (z-v)de
Q 2 Joq |Ov '

assim:

Ademais, como (2 é estritamente estrelado com respeito a origem, z-v > 0, ¥V 2 € 99).
Qunado A < 0, segue-se imediatamente que u = 0

Quando A = 0, deduzimos que:

ou

— = 0 em 0f). Utilizando da Formula de Green, adicionado ao fato que u é solucao

ov
0= f—uk/Au/uz_l
Jog OV 0 Ja

de (7.4), obtemos
assimu=0 m
Prova do Lema 7.2: Multiplicando a equagao (7.4) por z - Vu:

0 = (Autg(u))(z-Vu) =

70112
= div(Au(z - Vu)) — |Vul? =z -V (V;L| ) +z - G(u)
ul® o, =2
= div <Vu(.r -Vu) —z }v;| +z G(u)) 01 g : |Vul? — nG(u)

Integrando sob {2 e observando que como u = 0 em 91 :

ou
r-Vu=2xz -v— em OS2
dv

o lema segue-se =
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7.2 O Teorema de Brezis-Nirenberg

Em contraste ao Teorema (7.1), se A > 0 o problema (1.1) — (1.3) admite solugao.
Contudo, uma sutil dependéncia da dimensao do ambiente ¢é observada. O principal
resultado desta secao é o seguinte Teorema:

Teorema 7.3 (Brezis-Nirenberg, [BrN]) Suponha que Q0 € um dominio em IR",
n > 3, e seja Ay > 0 o primeiro autovalor do operador —A com a condi¢ao de

homogéneidade.

T

(1°) Sen > 4, entao para todo X € (0, \,) existe uma solugao positiva de (1.1)—(1.3).

(2°) Se n = 3, existe A\, € (0, \;) tal que para todo A\ € (A, A1) o problema (1.1) —
(1.3) € soluvel.
(3°) Sen =3 e = By(0) C IR? entdo A\, = \1/4 e para A\ < \1/4 ndo existe

solucao para o problema (1.1) — (1.3).

Denotemos por Sy(2) = inf{ Sx(u;Q) :u € H}(Q)\ {0} }, onde

Jo [Vul? = A

Sy (u; ) = =—— =
(l(?‘”‘g-”}.l')

wl?dx

,

E claro que podemos ver S,(€2), mais convenientemente como:

S)(€2) = inf J / IVul? — Mul? :u € H} (), ||lull2s = 11-
1- Q J

assim vale que: S = Sy(Q) = inf { [, |Vu|* : v € Hj(Q), |Jullz- = 1} > S\(Q2) para

qualquer A € IR™, onde S denota a melhor constante de Sobolev.

Lema 7.4 Se Q é um dominio limitado em IR", n > 3, e se S5\(2) < S. Entao

existe u € H}(Q), u > 0 tal que S\(u) = Sy\(u; Q).

0\

Prova: Considere uma seqiiéncia minimizante {u,,} para S\, normalizada, isto é,

9+ = 1. Repassando u,, por |u,,|, podemos assumir que u,, > 0. Pelo mergulho

|| Um|

continuo L?*(Q)) — L?((?), obtemos:

2

v 4 \ 9 2 - 2 3
Six(um; §2) = / '\“.”mT' — AMu,,|“dx = / \Vu,,,\ —C
JO Jo
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logo |[|wm]| i < M e assim podemos assumir que U, — U €m H3(Q) & Wy —
w em L2(9). Pelo Teorema de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev adicionado ao Teorema
(1.50), novamente a menos de uma subseqiiéncia, u,, — u em L? eu,, — u q.t.p.,
portanto segue-se do Teorema de Brezis-Lieb (Teorema (1.49)) que

— ||t — ul|Z — ||u||3-. Ademais:

13+

/|'§-7{u-.m* /’VU,” /|Vuz /—7\_21,” Vu+ 2|Vul? — 0
Ja

uma vez que Uy, — U em HS(Q). Segue-se entao que:

(<€) /.W'u,,, = / IV (um — u)|* + / |Vu|* 4+ o(1)
Q JQ

onde o(1) — 0 sem — oco. Observando que também vale: [ lml? = [ lul*+o(1)

2
uma vez que u,, — u em L*({2) podemos escrever:

Sx(02) = Sa(tm; Q) + o1 / |Vt | = A |t |*dz + 0(1)

/ IV (tt, — u)|?dz +f |V112—/\/ |t |?dz + 0(1)
= / |V (t, — u)|dz + / |Vul|? — Mul|*dz + o(1).
9) Jo

Ou seja:

B({8)= / |\7(u,,,—u.)\2d.?‘ + / \Vu.|2—/\\ulgu’:H—o(_l) >
Ja Ja

2 SH“‘m - U‘Hiﬁ*(ﬁ) + SY/\ ‘UHL’* (£2) + O‘ 1}

Q) 2 Slltm —ulZiy + Sx@lullZer @) + o)

2* e
onde (¢¢) é justificado com os seguintes argumentos: U, — U em L* portanto,
llwll g2 () < liminf ||tml[g2e @) =1 - Ademais, pelo Teorema (1.53), para n suficien-

o« < 1. Uma vez que 2 < 2* podemos concluir entao que:

temente grande, ||t — ul

2% (Q)

H“H[Z‘ Q) = > H“HJ 2* (2) € |2m — ?"‘Hi'z*(Q) > ||wm — “‘If
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Desde que, por hipétese, S > S)(€2), a ultima desigualdade ( Sx(Q2) > S|um —
+ Sx(Q)]]s

rr||L2*(Q) 1720y + ©(1)) adicionado ao fato que

2 =S\ (Q)|Jull3 + o(1) (pelo Teorema (1.49))

S\(9) — Sx(R)

‘“m =

implicam que wu,, — u em L* (), pois substituindo encontramos:
/ O* ;
o(1) > (S = Sx(2)) - ||um — -u,H;‘.y(m > 0.

Em particular: u € M = {v € Hj(Q) : ||v||;2*(q) = 1}. Pela semi-continuidade fraca

da norma do H}(f2) temos:

Si(u; Q) < liminf Sy (um; 2) = SiA(£2).

m——-r0C

Ademais, um muiltiplo positivo de u satisfaz (1.1) e (1.3) e finalmente pelo principio
do méximo forte, nés obtemos que u > 0 em {} =

Passamos a introduzir o funcional diretamente associado ao problema (1.1) e (1.3) :
E\: H)(Q) — R, E\(u)= \V’u[z Nu|*dz — —/ lu|? ¢

Lema 7.5 Seja Q um dominio limitado em R", n > 3. Entdo para todo A € IR e
qualquer seqiiéncia {u,,} C H}(Q) satisfazendo:

n/2

Ex(un) — B < DE)(ty,) — 0

n

€ relativamente compacta.

Prova: Mostraremos inicialmente a limitacao de {u,,}: Para m suficientemente
grande vale:

Sri;’? i3
2 E 2 Bty )= HumH;ft%(Q)

Iium 2

L?"(Q)

e

|<DE)\( m m>‘ < HDEJ/\ Um |IH_ (£2) ”“HiHHl}(Q)' ou S(—J'j” :
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AMHUH'HHHE}(Q} < (DE/\{L!”,).'U»”J < HU-‘m“Hd{_Q)-

Logo:

n/2

2

P ) 2 -
+ |umllaz@) > 2 Ex(um) — (DE)(tim), tm) = (l - §> / |t |* d
JQ

o /0

>C (/ |'u.m|2d.7'>
Q

onde a tltima desigualdade foi obitida via o mergulho continuo L7 (Q) — L(2).

Finalmente:
H“‘m H?{é(ﬁ) =2 E)\('Um) =+ /\H Umn Hiﬂ(g) + ; H Um H?z* Q)
< C1+ (Cy+ Cs - ||umll 3@ )l Cal|tm|| 20
4 = .
e como - < 2 segue-se a limitagao da sequencia {um}!

Desta forma nés podemos asumir que u,, — u em Hj(2) e portanto fortemente em

LP(9) para todo 1 < p < 2*. Em particular, para toda ¢ € CZ° (€2) nds temos:

(DEx\(um), p) = / (Vg * Vo — Ay - @ — Upy, um|* 2 - p)dx

Ja

— / (Vu -V — Au- pdr — ulu* 72 - p)dx
Ja

= (DE(u),) =0

Assim u € HY(Q) e resolve fracamente (1.1). Ademais, escolhendo ¢ = u, nds temos:
0\84, @

0= (DE\(u),u) = / (|Vul> = Nu* = [u|* )dz
Ja

1 1 . i 15 -
Ex(u) = (5 — 2*) f lu 2dx = - lu|* dz > 0
Q - Ja

Procedendo como no Lema anterior, encontramos:

e assim:

\Vum\gd.rr = / IV (2 — u)|2dm + / ]Vu\gdm + o(1)
Jo Ja Ja
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(,‘
A o+ ) | ‘ ‘
/ |, |© dx = / (U, — u|* dz + / lul® dxz + o(1)
Jo Jo J
- . % 4 = (9% __« N [ ey% ’. =33
Usando o fato que u,, — u em L* (£2) e o fato que u|u|* =2 € L?") (Q) obtemos:

DL 0% _ 0

—9 192% 9 ’
/ ( Um|um|® ™ — u|ul ) (U, — w)dx =
JO

‘ 9% 0% _9 |2* i % _0o
= U |© — Um|u|* ~*u + |u Uy [ U | "“udz
J
12* | 0% _0
(U | - Uy [Um |© " “udx + o(1)
Jo
0* LL )*
= / lun [ — |lul® dz + o(1) / w,, —ul* dr + o(1)
Ja Jo

onde é claro, o(1) — 0 se m — oo. Assim:

E\(uy,) = E(u) + Eg(u, — u) + o(1)

o(1) = ( DEx(tum) , um —u ) = ( DE\(uy,) — DE\(¢) , um — u

' 19 |O* / \
= / Vi(u, — u)|© — U, — ul® dz + o(1)
J

Em particular, a ultima desigualdade nos diz que:

. 1 f 9 1 i o
Eo(um —u) = 5 / |V (upy — u)|* — = / Uy, — ul* dz =
2 Jo 2% Ja

1 1 ‘ o I ' 5
— (7 ) . / IV (tpm —u)|*+0(1) = —- / IV (tpm — u)|* + 0(1)
\ -2 2%, JO n  Jq

)

por outro lado:

ﬁ‘il‘:”m =) == j—{,\[”mJ = f":,\[”J T O\ 1'

)

)

B ) AH“H.”...
< Ej(um)+0(1) <C < — sem > myg
n

| 12 ¥ = v /2 .
Portanto: ||u,, — |50y < C < S™° se m > my, e assim podemos escrever:

m

(7~ ~ |l 112 a—2%/2 |y [12* —2
(6CG) 0< ‘”m 7“\|,1f=1‘|{£7)‘ (I —5 | Um — U '”,"f!?‘)
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G

N / |v{ tm — “)!2 o 5_2*'/2”“'7)7 - “-I
JQ

o+
H ()

< / IV (U, — u)|* = |t — u|* dz = 0(1)
Ja

2 o ST

uma vez que a Desigualdade de Sobolev nos diz que —S=2"/2||¥| Hi( Tt @

(CCC) é justificado da seguinte forma:

9% _9 ,{1"2“;'2 _ Oz __ w2t/2
||tton, — uHH[;(sz) <S¥T =52=5

logo —S%/2 ||u,, — 'z.zHi;f(?,) >—1 m
1@

O Lema acima motiva a introdugao do seguinte variante de (P.S):
Definicao 7.6 Seja V um espago de Banach, E € C'(V , R) e 3 € R. Diremos
que o funcional E safisfaz a condigdo (P.S.)s se qualquer seqiéncia {u,,} em V tal

que E(u,,) — B enquanto DE(u,,) — 0 € relativamente compacta.

Lema 7.7 Para A < Ay , o funcional E\ satisfaz as condicées do Teorema do Passo
da Montanha, a saber:

(1°) Ex(0)=0

(2°)3p>0, a>0 : lullgiy=pr = Ei(u)=a

(3°) Ju € Hy() : |lwillma) = p e Ex(wm) <a

Prova:

1 g Afsm 1 f
E\(u) = 3 / |Vul? — 5/ ul|* — = / |2
Ja Ja <" Ja

1 b O W S22 o+
2§ 1—)\—1 |.’U-HHDJ(Q)“ 9% H”"H[}(Q)

onde a ineguacao acima foi obtida via a Desigualdade de Poincaré e em seguida a

9%

Desigualdade de Sobolev. Segue-se diretamente da mesma que existem constantes
como em (2°).

Fixando up € H}(2) tal que |‘\'t_.'0|\f_,r01(9_) = 1 temos:

Y 2
EA(fllO) = E" S 3%2[

— =g

“0||iﬂ(m - ;HUUJ iz(m
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logo (3°) é satisfeito. m

511/2

\

PEP te(0,1] n

(=) B = inf sup E\(p(t)) <

onde para uma conviniente fungéo w; satisfazendo F(u;) < 0 nés pomos:

P={peC’([0,1], Hy(Q)) : p(0)=0, p(1) = u;}

Vale a pena observar que a condigéo (Z) esta estritamente relacionada com a con-
di¢ao S5(2) < S do Lema (7.4):

o+ = 1, nés podemos por p(t) =t-u, u; = t;-u

Com efeito, dado u € H}(€)) com ||ul

para tisuficientemente grande:

g i L ey
B < sup E\(tu)= sup (55,\(“, ; Q) — ) =—:8"(u; Q)

0<t<oo 0<t<oo 2*
onde a ultima igualdade foi obtida derivando a expressao igualando a zero e encon-
trando o ponto de maximo.

Por outro lado, para todo p € P, existe u = p(t) tal que:
u#0e (DE\(u), u)= / (|Vul|? = Aul? = |u|* )dz =0 (7.5)
Q

De fato, como A < A;, para u=p(t) com t perto de zero, nés temos:

ge
UH”S(Q) =

(DE\(u1) , u) > Hqu.;d(_Q) - XHUHFI[%(Q) —
Enquanto que para u = p(1) = u; nés temos:
(DEx\(u1) , u) < 2E\(u;) <0

Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe u desejado!! Mas para tal u é facil

computar:

: _ /9"
Sl §) = Vul? — Mul*dx =
|
JQ
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2/’ n

=(nExu))"<| n sup Ex(p(t))

te(0,1]
pois: Ex(u) = 2 iz |Vul?> = Auf? — o= [ |ul* = (1; - Tl) ([ I[Vul? = [ Au|?) pela
condicao (7.5).

Finalmente, tomando o infimo sobre p € P obtemos:

2/n
S\(Q) < inf (DE\(u) , u) =0S\(u, Q)= [n inf sup Ex(p(t)) = ng¥"
ueP PEP te0,1]
ou seja:
1
B = =85(Q)™?
n

Portanto a condicao (Z) é equivalente a condigao S)(£2) < S .

Prova do Teorema (7.3): (1°) E suficiente, pela observacao anterior, mostrar

que S) < S

Considere a familia:

1

:[M”*EFJ:, £>0. (7.6)

[e2+ 22 )T

W

de fungoes u} € D'?*(IR"). Note que :

e computando diretamente é facil verificar que u? satisfaz a equagao :
% __r - /
—Auf = ut|uf[* % em R". (7.8)

Afirmacdo : So(ur , IR™) = S, isto é, a constante de Sobolev é atingida pela familia

u*, & > 0. De fato, pelo Teorema de Lions, existe u € D"?(IR") satisfazendo
So(u , IR") = S. Usando a simetrizagao de Schwarz, podemos assumir que u €

radialmente simétrica, i.e., u(z) = u(|z|). Ademais u resolve (7) como vimos no

corolario do Teorema de Lions. Escolha €y > 0 tal que uZ, = u(0). ( Tal escolha
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1 I

n—2 (n—2)

é possivel pois u*(0) = [n(n —2) |"T -~z ).

Assim, nao é dificil verificar que

u e u}, sao ambas solugoes da equagao diferencial ordindria de segunda ordem em

=S 9 9
1—-n n—1
F e | A — = r>0
or ( dr’) /

f‘(o):U;U(O)

o.f (0) = Gyuz (0) =0
E o problema acima possui uma tinica solugao; portanto u = u? . Donde Sp(u, ; IR") =

_ —n 2—n o

So(u ; IR™) = S. Pela observacao (7.7), o fato que = = ey — B Primeira

&

Proposicao do Capitupo 3, segue-se a afirmagao.

Em Particular:

Vul -V = / w2 Yo € DY2(Q)
JIR™

Jre
uma vez que uma solu(;aio forte de (7.8) é uma solugao fraca. Fazendo ¢ = u}
obtemos ||uz||%: .2, @ = (R™)" Ademais, pela afirmagao:
2 o *
S||uz]| 7 2x ‘(RM) = [ 5% @

e assim:

e Y

HU HDlz Q) 2 (R™) — 92'_3 — n/z

Podemos admitir sem perda que 0 € €. Seja n € C>(Q) tal que n = 1 em B,(0).

Definimos u. = 7 - u}. Calculemos:

V) = ¥ (ur ) = =22 T 90 [ =2 )T (n=2) na) o
. o (e2+ |af2 )T (2 + a2 )%

<

Portanto:

|\7U'5l2 = / \Veaﬂgngdm R O( 5”_2 )
N JO

=/ |VutPdz + O( " 2)
R

=S 4 O(e?)
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Analogamente:

'J*”;z‘(i?_ o / |'1L;|2=({.I? o ()( 5” )
JIR™

/'|u.: = / |2
Ja Q

] v /2 o ()( e” )

n—2

' ; ' n(n—2)e2]2 -V
/ |, [*dz > / lut? > / [ n{ : ) }NJ liz +
Ja JB,(0) B.(0) (224 )"

2

n—2

[n(n—2)e*]7% -Vnp
+ - ‘ '-'J yn—2 G
J B, ho(0)\B:(0) (2 |=2+ )

lx

P
= C1e2 + Cope™ 2 - / T

ce? + 0(&?) sen>>5
=q O(®) +ce? Ine sen =4
O(?) + ce sen =3

com constantes positivas ¢, ¢;, ¢ > 0. Assim, se n = 5

nf2 _ ~2 o2
Sy (1) < S C/\b- +\O:(272*)
[ Srl/i} 4 ()(571) } /

=S—cA?+0(e*)< S

se € > ( é suficientemente pequeno.

Similarmente, se n = 4 nos temos:

Sa(ue) < S — cré’|ine| + O(e®) < S

para ¢ > 0 suficientemente pequeno =

A prova do caso n = 3, bem como uma extensao do Teorema (7.3), podem ser

encontrados em:




[
Hea
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