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RESUMO

Wormbholes sao estruturas exéticas que podem ligar regides longinquas do espaco e por
isso sao bastante visados como objeto de pesquisa. Pode-se mostrar que buracos negros
possuem modos de vibragao amortecidos, os chamados de modos quase-normais. Esses
modos sao responsaveis por irradiar as ondas gravitacionais para espaco. Isso se deve ao
fato de pequenas perturbagoes na métrica poderem ser descritas pelas equagoes de Eins-
tein, em forma de equagoes de onda. Esse comportamento é semelhante para wormholes,
onde devemos encontrar um potencial de Regge-Wheeler associado a equacao de onda.
Nosso objetivo nesse trabalho sera tentar ver se é possivel encontrarmos um potencial do
tipo Regge-Wheeler para um wormbhole, que se supoem ser sustentado pela matéria escura
na regiao dos halos galacticos. E por consequéncia, verificarmos se é possivel determinar
modos quase-normais usando o método W K B, para esse wormhole em particular.

Palavras-chave: Ondas Gravitacionais. Wormhole. Potencial de Reege-Wheeler. Modos
Quase-normais. Wormhole do Halo Central.



ABSTRACT

Wormbholes are exotic structures that can connect distant regions of space and therefore
are highly targeted as a research object. It can be shown that black holes have damped
vibration modes, The so-called quasi-normal modes. These modes are responsible for
radiating gravitational waves to space. This is due to the fact that small disturbances
in the metric can be described by Einstein’s equations, in the form of wave equations.
This behavior is similar for wormholes, where we must find a Regge-Wheeler potential
associated with the wave equation. Our goal in this work will be to see if it is possible
to find Regge-Wheeler potential for a wormhole, Which are supposed to be sustained by
dark matter in the region of galactic halos. And consequently, Verify if it is possible to
determine quasi-normal modes using the WKB method, for that particular wormhole.

Keywords: Gravitational Waves. Wormhole. Regge-Wheeler Potential. Quasi-Normal
Modes. Central Halo Wormhole.
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1 INTRODUCAO

A relatividade foi sem diivida um dos maiores feitos da histéria da humanidade
atribuida a um tnico homem. Essa teoria mudou radicalmente o modo de se pensar em
fisica e consequentemente o modo de se pensar de toda a sociedade. Isso se deu, pela
forma como a relatividade unificou os conceitos de espago e tempo, que outrora estavam
separados. Ja que, os trabalhos de Galileu, Newton e outros grandes expoentes da fisica
concebiam espaco e tempo como entidades separadas. Mais precisamente, o tempo era
algo imutavel para qualquer observador fisico, todos os observadores marcariam a mesma
duragao de tempo para um experimento que fosse realizado em quer referencial. Do mesmo
modo, comprimentos medidos em um referencial particular deve sempre ser mesmo em
qualquer outro referencial. Porém a luz, cujo comportamento é regido pelas equagoes de
Maxwell, parecia nao se ajustar as equagoes de Newton de um modo geral. Einstein foi o
primeiro a ter éxito em conciliar a dindmica de corpos em movimento com formalismo do
eletromagnetismo [I]. Inicialmente a relatividade, chamada de relatividade restrita, lidava
com o comportamento do espago-tempo de referenciais a velocidade constante. Posterior-
mente essa teoria foi generalizada para incluir referenciais acelerados de modo a incluir a
gravidade nessa familia, langando méao do principio da equivaléncia [2]. Com a teoria da
relatividade bem formulada foi possivel, além de permitir corre¢oes na teoria newtoniana,
mostrar existéncia de fennomenos novos. Um desse fenémenos, que corresponde a uma
solucao das equagoes de Einstein, descoberta pelo alemao Karl Schwarzschild em 1916,
mostra a existéncia de um buraco negro. Particularmente a solu¢cdo de Schwarzschild,
descreve uma métrica com simetria esférica e estatico [3]. Posteriormente, outras solugoes
foram encontradas, como a métrica de Kerr, que descreve um buraco negro em rotagao e
Kerr-Newman para um buraco negro em rotagao e carregado [4].

Uma das mais notaveis predigoes da relatividade foi a existéncia de ondas
gravitacionais, resultante diretamente da linearizacao das equagoes de campo de Eins-
tein. Basicamente as ondas gravitacionais sao perturbac¢oes no espago-tempo que se pro-
pagam na velocidade da luz, irradiando assim energia de sua fonte. Podemos tomar
o eletromagnetismo como exemplo, para o caso de termos cargas aceleradas e vermos
como estas emitem radiacao eletromagnética. Do mesmo modo, massas aceleradas po-
dem emitir ondas gravitacionais. Ainda de modo analogo a radiacdo eletromagnética, a
radiacao gravitacional possui polarizagoes, para uma escolha conveniente de gauge, o cha-
mado de T'T. Temos a polarizacio direta h, = A, e Wt=2/+¢+] ¢ polarizacao transversal

hy = Ayge lWlt=2/%0x] o efeito dessas polarizacoes podem ser vistos com um grupo de
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particulas teste [5]. Naturalmente, grandes corpos massivos em altas aceleragoes devem
produzir quantidades significativas de radiacao gravitacional. Tais como, sistemas binarios
de estrelas de néutrons, explosoes de supernovas, bem como alguns sistemas binarios de
anas brancas. De modo mais extremo, temos os binarios de buracos negros ou binéario
constituido de um buraco negro e uma estrela, como o sistema V404 Cygmﬂ Sistemas
esses podendo conter massa de alguns séis a bilhoes de séis. Sistemas binarios desse tipo
constituem as mais poderosas fontes de ondas gravitacionais do universo atual. Como foi
dito antes, corpos acelerados devem irradiar energia em forma de ondas gravitacionais,
logo esperamos que os sistemas binarios tenham os periodos de suas orbitas reduzidos,
como no famoso caso do sistema bindrio PSR 1913+16 [6]. Entdo com base na teoria,
temos dois modos de observar as ondas gravitacionais, de modo direto e indireto. Indire-
tamente, pela observacao da taxa de decrescimento do periodo das orbitas, devido a perda
de energia por irradiacao de ondas gravitacionais. Diretamente, pela construcao de detec-
tores sensiveis a elas. Basicamente ha dois tipos de detectores de ondas gravitacionais, sao
eles: detectores de massa ressonante e detectores de feixe interferométrico. Detectores de
massa ressonante foram os primeiros tipos de detectores a serem construidos para tal fina-
lidade. Detectores de massa ressonante, constituem de uma massa metélica, geralmente,
conectada a sensores, cujos os modos de ressonancia de quadrupolo sao sensibilizados
pela onda gravitacional. Joseph Weber em 1960 foi o primeiro a construir detectores de
massa ressonante, utilizando um cilindro de aluminio com sensibilidade de 1660 Hz [7].
Atualmente, os modernos detectores de massa ressonante sao constituidos de por uma
esfera metélica resfriada a temperaturas utralcriogénicas (da ordem de mK), isso reduz
o ruido térmico ao maximo. Os mais proeminentes detectores de massa ressonante até
recentemente sao Auriga e o Nautilus, ambos na Italia, e o Mdrio Schenberg no Brasil.
Esses modernos instrumentos estao habilitados a detectar ondas gravitacionais das diver-
sas fontes que j& citamos, com amplitudes esperadas de até h ~ 10721, O outro tipo de
detector é o de feixe interferométrico. O principio por traz desses detectores, reside na
forma como um feixe de luz fica fora de sincronia com seu feixe irmao devido a acao direta
das ondas gravitacionais. o feixe é recombinado com o feixe irmao, surgindo dai as franjas
de interferéncia. A sensibilidade dos inteferométros de feixe esta diretamente relacionada
com o tamanho da cavidade de confinamento do feixe, AL = hL. O Ligo é o expoente
atual da detecg¢ao de ondas gravitacionais, sendo o responsavel pela primeira detecgao de
ondas gravitacionais, o conhecido evento GW150914[8], devido a fusdo de dois buracos
negros.

De um modo geral, temos maos tecnologias funcionais para detec¢do de ondas

1SpaceToday.com.br
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gravitacionais proveniente de diversas fontes do cosmos, isso implica que podemos analisar
fontes mais exdticas. Algumas fontes peculiares sao as ondas gravitacionais primordiais,
resultantes das grandes flutuacoes na densidade da matéria e da energia, Cordas césmicas
e wormholes. Nesse trabalho focaremos sobre apenas sobre os wormholes e como detecta-
los. Os wormholes sao tuneis hipotéticos no espago-tempo que conectam duas regides
do universo. As primeiras descri¢gdes sobre wormholes forma os wormholes de Schwarzs-
child, também conhecido como “ponte Einstein-Rose”[9]. Contudo em 1962 J.A.Wheeler e
R.W.Fuller, mostram que essa tipo de wormhole ¢ instavel e intransponivel [10]. O artigo
de M.S.Morris, K.S.Thorne de 1988 [I1], mostra como é possivel a existéncia de wormho-
les transponiveis. Para se chegar a esse tipo de solu¢ao, Morris e Thorne partiram de uma
métrica que a principio permitiria ser transponivel, para em seguida obterem as condigoes
para tal. As condig¢oes encontradas, mostram que wormbholes transponiveis possuem ao
longo de toda sua extensao uma tencdo radial que supera densidade de energia 7 > pc?.
Qualquer sistema com essa propriedade viola as condi¢oes de energia classica, que implica
a necessidade de uma matéria exodtica, funcionado como fonte. A exigéncia de matéria
exOtica nao necessariamente inviabiliza a existéncia de wormholes. O feito Casimir, por
exemplo, também viola a condigao forte de energia, assim como os wormholes, o problema
reside em se determinar a natureza dessa matéria exotica [12].

Como ja discutimos, massas aceleradas produzem ondas gravitacionais de na-
tureza quadrupolar. Podemos generalizar essa afirmacao, para regides do espaco-tempo
em que a densidade de momento e energia estejam flutuando. De fato, para a solucao
de Schwarzschild, ou o buraco negro esférico e estatico, a métrica pode ser perturbada
por algum campo de matéria e de energia. Como sabemos pequenas perturbagoes so-
bre sistemas em equilibrio estavel, produzem oscilagoes em torno do ponto de equilibrio.
T.Regge e J.Wheeler (1957) foram os primeiros a analisar a estabilidade do horizonte
de eventos para solugdo de Schwarzschild [13]. Nesse trabalho Regge e Wheeler, mos-
tram que o comportamento das ondas gravitacionais, obedece a uma equacao do tipo de
Schrodinger, (g—; — %32 + V(r, l)) ¢(r,t) = 0, reduzindo o problema ao espalhamento de
ondas por barreira de potencial. Onde a coordenada tortoise ¢ uma fungao r* = r*(r)
univoca, para o intervalo de (400, —00). Ainda nesse trabalho as perturbagoes sao divi-
didas em polares e radiais, e estas podem ser pares ou impares, onde cada setor possuem
um potencial associado. Posteriormente F.J. Zerilli, (1970) expandiu um pouco mais esse
trabalho, deduzindo corretamente o potencial efetivo para paridade par[14]. E V.Moncrief
contribuiu para essa linha de pesquisa ao considerar a estabilidade do buraco negro carre-
gado de Reissner-Nordstrom [I5]. Resta perguntarmos qual a natureza das oscilages das

ondas gravitacionais?. Sabemos que sistemas simples e isolados ao serem perturbados,
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vibram apenas em frequéncias distintas ou frequéncia de ressonancia. As frequéncias de
ressonancia, também chamada de modos de vibragao. De sorte que as vibragoes podem
ser tomadas como superposic¢ao linear, finita ou infinita dos modos normais do sistema,
formando assim um conjunto completo. Se o sistema for um sistema dissipativo, o que
ocorre na maioria dos casos, temos que considerar um fator de amortecimento. Estrelas
de Neutrons, buracos negros, etc, sao sistemas dissipativos, portanto quando irradiam
energia na forma de ondas gravitacionais, suas frequéncias de oscilacao tém que ser amor-
tecida. C.V.Vishveshwara foi o primeiro a observar oscila¢bes amortecidas para o buraco
negro, os chamando de modos quase normais (MQN)[16]. Naturalmente que wormholes
sdo sistemas dissipativos e desse modo podem ser caraterizados pelos (MQN). Nesse ponto
se tentarmos encontrar os (MQN) para um wormbhole, é possivel tratar de modo anélogo
aos (MQN) para solucao de Schwarzschild. Nesse trabalho a motivacao para se determinar
os (MQN) reside nos trabalhos de Farook Rahamana, P. Salucci [17]. Trabalhos esses, que
tentam modelar a existéncia de wormholes na regiao dos halos centrais de matéria escura.
A fungao forma b(r) do wormhole esta relacionada com a densidade de matéria e energia,
no nosso caso especifico a maior contribuicdo provem da densidade de matéria escura.
Ja a fungao redshif A(r) pode ser relacionada com as configuracoes das velocidades em
funcao da distancia. Entao a proposta de que o halo central da nossa galaxia sustenta
wormholes instiga a busca de seus possiveis modos quase normais. Essa proposta sera
o objetivo desse trabalho, para tal intuito precisamos determinar uma equagao de onda
com base na métrica do wormhole especifico. Isso pode ser feito utilizando o formalismo
de S. Chandrasekhar [I§], for ser relativamente mais simples que outras abordagens. Ba-
sicamente utilizamos uma métrica suficientemente geral para permitir qualquer tipo de
perturbacao e isso permite deduzirmos as equacoes de onda para os setores radiais e po-
lares. Uma vez em maos das equagoes de onda, podemos utilizar a aproximacao WK B
de terceira ordem, dada por S.Iyer e C.M.Will [19], para extrair os modos quase normais.

Esse trabalho, esta dividido em quatro capitulos, mais as conclusoes e pers-
petivas. No primeiro, temos a introducao, onde expomos os argumentos inicias que nos
motivaram a desenvolver todo trabalho. O segundo capitulo traz uma introducao a re-
latividade restrita e geral, com leve discurso da trajetéria de Einstein nesse campo. No
terceiro capitulo, intitulado de ondas gravitacionais e wormholes, trazemos uma discussao
sobre as principais fontes de ondas gravitacionais e dispositivos para detecta-las e por
ultimo fazemos uma introducao basica sobre wormholes. No quarto capitulo apresentamos
os rudimentos para calculo dos modos quase normais do wormhole galéctico, utilizando o

caso de Schwarzschild feito por S.Chandrasekhar como exemplo.
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2 FORMALISMO DA RELATIVIDADE GERAL

2.1 Relatividade Restrita

A teoria geral da relatividade é uma das mais bem comprovadas teorias fisicas
atuais, devido a exaustivos experimentos que a comprovaram com grande precisdo. Sua
origem remonta ao ano de 1905, em Berna na Suica, onde na ocasiao Albert Einstein
(Ulm, 14 de margo de 1879-Princeton 18 de abril de 1955) trabalhando no escritério de
patentes suico, elaborou uma série de quatro artigos impactantes que mudaram o curso
da fisica, o annus mirabilis. Esses artigos eram, primeiro o efeito fotoelétrico, Einstein
argumentou que a luz concebida como onda até entao, se comporta como particulas,
implicando em uma distribuicao discreta do espectro de energia, fazendo uso direto da
teoria quantica de Marx Planck (Kiel, 23 de abril de 1858-Gottingen, 4 de outubro de
1947). O segundo artigo sobre consequéncias do movimento browniano, que tratava de
um método mecanico-estatistico para se determinar o tamanho de atomos, ajudando a
consolidar a teoria atémica. O terceiro artigo, intitulado de teoria especial da relatividade,
Einstein mostrava como o espaco e o tempo depende do observador, ao invés de o tempo e
0 espaco serem invariantes e independentes um do outro, devido a concep¢ao newtoniana
(vamos focar nesse ponto mais adiante). O quarto artigo era uma consequéncia do artigo
da relatividade especial, que ele mostrava que existe uma equivaléncia entre energia e a
massa inercial, £ = mc? [2], sendo esta a mais famosa equagio da fisica devido as suas
tremenda implicagoes para o desenvolvimento de novas tecnologias do século XX.

O terceiro artigo de Albert Einstein, sendo o mais importante e revolucionario
para fisica, nele Einstein mostra que a percepcao de tempo e de espaco depende do referen-
cial inercial adotado. Para mostrar isso Einstein estabelece dois postulado, o primeiro diz
que as leis da fisica sdo as mesmas para qualquer referencial inercial adotado e o segundo
diz que a velocidade da luz é invariante também para qualquer referencial inercial, isso
garante que as chamadas transformagoes de Lorentz represente corretamente movimentos
a velocidade constante entre os referenciais inerciais. Para ficar mais claro as implicagoes
que levam a teoria da relatividade como um todo, vamos fazer uma pequena digressao ao
contexto historico da fisica do final do século XIX. Em meados de 1666, Isaac Newton
(Woolsthorpe 4 de janeiro de 1643 - Kensington 31 de margo 1727) concebeu os rudi-
mentos da teoria da gravitacao e as trés leis de movimento, posteriormente publicadas na
principia, constituindo a obra mais fundamental e poderosa da ciéncia até entao[20]. A

mecanica desenvolvida por newton foi capaz de descrever desde a dinamica de fenémenos



19

cotidianos, a dinamica do corpos celestes, sendo que junto com as leis da termodinamica
constituem as ferramentas tedricas para revolucao industrial. As leis de Newton estabe-
leceram que nao ha referencial absolutamente em repouso, no qual podemos medir todo
movimento no universo. Ainda pelas leis de Newton, vemos que um particula material
pode-se se mover com velocidade arbitraria e que o tempo é o espaco sao parametros
independentes. Nada fugia a essa regra, até os trabalhos sobre o eletromagnetismo no
século XIX.

Em 1865, o fisico britdnico James Clerk Maxwell (Edimburgo, 13 de junho
de 1831 - Cambridge, 5 novembro de 1879) unificou as teorias parciais que até entao
descreviam os fendmenos elétricos e magnéticos em um conjunto de quatro equagoes.
Onde Maxwell define o conceito de campo eletromagnético, de modo mais matematico.
Pelas equacoes de Maxwell, podemos derivar uma equacgao de onda para propagacao de
campos eletromagnéticos a uma velocidade especifica, que depende exclusivamente das
constante permissividade elétrica ¢ e magnética y, ¢ = 1/,/e11. Essa equacao mostra que
a velocidade da ondas eletromagnéticas é sempre uma constante no meio em que se mede
as constantes € e p, isso implica na ndo dependéncia do referencial. Maxwell percebeu
que a velocidade de propagacao dos campos eletromagnéticos ¢ mesma que a velocidade
da luz, logo uma constante. Entao as leis do electromagnetismos estdao claramente em
desacordo com a mecanica Newtoniana. Para tentar conciliar isso, foi proposto o conceito
de éter, uma substancia hipotética que preenchia todo o espaco, eliminado o vacuo, na
qual a velocidade da luz se propaga e é uma constante. Desse modo temos um referencial
em que a luz tem velocidade constante, mas que obedece a composi¢ao de velocidade de
Galileu. Em outras palavras o éter representava uma referencial absoluto.

Contudo em 1887, Albert Michelson, posteriormente o primeiro americano a
ganhar o prémio Nobel, e Edward Morley [21], realizaram um experimento bem meticu-
loso e complicado. Usando um interferémetro a eles foram capazes de medir qual deveria
ser a velocidade com a qual a terra devia ter em relacao ao éter. O experimento foi
realizado em diferentes épocas do ano, ja que a terra se move a diferentes velocidades
ao executar sua trajetoria ao redor do sol. Eles constataram que nenhuma alteracao no
padrao de interferéncia foi produzida. Mesmo quando se orientava o experimento de di-
versos modos possiveis, nao se observava qualquer influencia da composicao de velocidade
da trajetéria da terra com a velocidade da luz. A velocidade da luz era constante em qual-
quer direcao do espago, claramente o conceito de éter devia ser revisto. Varias propostas
foram apresentadas entra 1887 e 1905 para salvar o éter, entre elas temos a contracao de
Lorentz-Fitzgerald[22], propunha-se que os comprimentos deveria se contrair na diregao

paralela ao movimento do corpo em relagao ao éter. Desse modo, Lorentz introduziu a
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expressao de para mensurar essa contragao;

[ — lpy/1—0v2/c2, (2.1)

essa proposta se ocorreu em 1904. Em 1905, Einstein assumiu que a hipotese do éter
era supérflua, ja que em sua teoria da relatividade restrita preserva-se a contragao de
comprimento de Lorentz. Admitindo-se que a velocidade da luz é a mesma em qualquer
referencial e isso ainda leva ao feito adicional da dilatacao do tempo.

Einstein consegui sintetizar toda sua teoria da relatividade especial, através
do grupo de Lorentz, obviamente devido aos trabalhos de Lorentz discutido acima. As

transformacoes de referencias, no formalismo da relatividade restrita ¢ da forma;
’
B AV
xt=Ax (2.2)

. . . ’
onde z¥ representa as coordenadas do referencial inercial em repouso e x” representa
as coordenadas do referencial inercial se movendo com velocidade v constante. Onde

definimos as coordenadas como:
r=ct, T =z, x°=y, T =2 (2.3)

Percebemos que tratamos o tempo como uma nova coordenada analoga as coordenadas

espaciais. Agora A¥ é definida como,

¥y =By 00
- 0 0

A= 57 g 10 (24)
0 0 0 1

, onde tomamos v = 1/y/1— %2 e B = v/c. A equagio (1.4) presenta corretamente o
grupo de transformacoes de coordenadas de um referencial para outro, admitindo-se os
dois postulados proposto por Einstein. Fica evidente que, pelas novas leis da cinematica
da relatividade restrita, eventos que sao simultaneos para observadores em um mesmo
referencial, ndo o sao entre observadores em referenciais distintos que se movem com
velocidade constante com relagdo aos demais. Curiosamente o grande matematico francés
Henri Poincaré (Nancy, 29 de abril de 1854 - Paris, 17 de junho de 1912) apresentou
poucas semanas depois da publicacao dos trabalhos de Einstein e de forma independente,
o mesmo grupo de Lorentz. Em uma trabalho de 1900 Poincaré discutia o recuo que
um objeto sofre ao emitir um jato de radiacao, como prediz a teoria eletromagnética de

Maxwell, ele constatou que jato emitido possui uma massa inercial de u/c* [2]. Apesar



21

disso, Einstein foi o primeiro a dar a interpretacao fisica correta para as transformagoes
de Lorentz, Poincaré nunca aceitou o conceito inerente a relatividade restrita.
Com a relatividade restrita de Einstein, podemos definir uma quantidade que

¢ invariante sobre as transformacdes de Lorentz, definida como:
ds® = dt* — da® — dy* — d2* (2.5)

que representa um deslocamento no espaco-tempo, podendo ser escrito de modo mais
compacto comoEL
ds? = napdr®da”. (2.6)

Estamos escolhendo as letras gregas u, v, k, A para representar os sistemas de coordenadas
gerais e as letras gregas «, [3, 7, 0 para sistema de coordenadas locais, ou x, y, z, t. Entao
de modo geral;

ds® = n,,dxtdx”, (2.7)

onde 1), representa a métrica de Minkowski, ou métrica plana devido a Hermann Min-
kowski. Hermann Minkowski (Kaunas, 22 de junho de 1864 - Géttingen, 12 de janeiro
de 1909) foi um matematico alemao que por volta de 1907, concluiu que a relatividade
restrita podia ser entendida de modo mais geral e simplificado, introduzindo um espago
de quatro dimensoes. E naturalmente, as transformacoes de Lorentz (equagao 1.2) repre-
sentam rotacgoes nesse espaco de modo que todos os eventos observados em um referencial

inercial estao dentro ou na hipersuperficie do cone.

CONE DE LUZ
DO FUTURO

OBSERVADOR

EsPA¢0

/CONE DE LUZ

( ~ "DO PASSADO

Figura 1: Cone de luz em um espacgo bidimensional, mais uma dimensao temporal

De modo geral, o espago-tempo continuo representa uma variedade pseudo-
riemanniana, onde nesse espago todos os pontos sao eventos que podem estar ou nao
fisicamente conectados. Se imaginarmos que um evento Fj se inicia em um instante ¢y e

em ponto Py e evolui temporalmente para um evento £; em um instante t;, num ponto

L Aqui estamos usando a notacdo de Einstein, onde os somatérios sdio omitidos quando houver indices
repetidos



22

Py, entao dizemos que existe uma linha(chamada de linha mundo) que conecta esses dois
eventos. Uma rapida olhada na equacao 1.5, mostra que podemos distinguir trés casos
possiveis: ds? > 0 é dito ser um intervalo do tipo tempo, todos os eventos desse tipo sdo
conectados por linhas mundo causais. Esses eventos, usualmente representam particulas
massivas e estao todos contidos no interior do cone de luz. ds? = 0 é um intervalo do tipo
luz, onde as linhas mundo que uni os eventos causais desse tipo estao contidas exclusiva-
mente sobre a hipersuperficie, particulas sem massa representam esses eventos. E por fim
ds? < 0, representam eventos que ocorrem fora do cone de luz, portanto sdo eventos que
nao estao ligados por relagoes de causa e efeito. Em outras palavras, suas linhas mundo
nao estao relacionadas com nenhum evento fisico em nosso universo. Minkowski definiu
ainda pela equagao (1.5) o conceito de tempo préprio, dado por, ds = cdt e escolhendo

¢ = 1 por convencao, ficamos:
dr? = dt* — da® — dy* — d2>. (2.8)

O tempo propio é o tempo medido pelo observador que executa a trajetoria que liga um
evento Fy ao evento E7, logo para eventos do tipo luz, o tempo préprio é nulo, isso significa
que tempo nao passa para um observador que se move na velocidade da luz.

Embora brilhantes, o artigo de Einstein sobre a relatividade teve pouco desta-
que, obviamente a comunidade cientifica em geral nao entendia as implicagoes revolucio-
narias do trabalho de Einstein. Apenas Max Planck consegui mensurar a importancia da
relatividade, como uma maneira inteira nova de se ver a realidade. Como vimos, embora
Einstein nao tenha sido o tnico a chagar a teoria da relatividade, Lorentz e Poincaré
também desenvolveram sua propria teoria da relatividade, apenas Einstein deu a devida
interpretacao fisica. Lorentz simplesmente nao consegui abandonar o conceito do éter e
Poincaré nao podia aceitar as implicagoes filosoficas mais profundas da relatividade. O
diferencial de Einstein, foi a maneira radical de abandonar as concepgoes classicas. E em
1907 Einstein escreveu um artigo de revisao sobre a relatividade para o jornal de ciéncias
Jahrbuch, acontece que Einstein sabia que a teoria da relatividade tinha uma limitacao,
ela nao se aplica para referencias acelerados, essa falta de generalidade era ruim para uma
teoria fisica. Ja que em seu entendimento Einstein buscava teoria completa da dinamica
relativista e nao somente do ponto de vista cinematico. Ele ja considerava isso desde 1905
apoés completar seus artigos, de modo que uma teoria da relatividade que inclua corpos
acelerados, obrigatoriamente incluiria a gravidade. Porém, ele ndo tinha, como é de se
esperar, nenhuma no¢ao de como generalizar sua teoria para incluir referenciais acelera-
dos até 1907. Foi somente nesse ano que lhe ocorreu o que ele chama de "o pensamento

mais feliz da minha vida”. Einstein imaginou o que acontece com uma pessoa que esta
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em queda livre. Para essa pessoa ela nao sentiria a for¢a da gravidade, ou seja, para
um referencial com aceleragao equivalente ao campo gravitacional, observa-se auséncia
de forcas gravitacionais. Imediatamente Einstein percebeu que poderia generalizar esse
raciocinio, que todo referencial acelerado é equivalente a presenca de um campo gravi-
tacional. Desse modo podemos sempre encontra um referencial acelerado na presenca
de campo gravitacional, tal que o campo localmente seja nulo. Esse é o principio equi-
valéncia, que deu uma forma de incluir a gravidade dentro da tentativa de generalizacao

da teoria da relatividade.
2.2 Relatividade Geral

Com o principio da equivaléncia em maos Einstein, pode concluir que campos
gravitacionais devem curvar um raio de luz. Se imaginarmos um referencial S” comple-
tamente isolado(um elevador por exemplo) e este esta se movendo com uma acelerag¢ao
de modulo a com relacdo a um referencial S. Se um raio de luz for emitido dentro do
elevador, para o observador no referencial S’ o raio se propaga em linha reta, vai de um
ponto A a um ponto B de mesma altura sem nenhuma alteracdo. Mas para um obser-
vador no referencial S’ observa-se que o raio atinge um ponto ligeiramente abaixo B. Ja
que a luz leva um tempo AB/c para se deslocar, mas nesse mesmo intervalo de tempo o
elevador ja se deslocou por uma certa distancia. Pelo principio da equivaléncia, podemos
substituir o elevador acelerado por um campo gravitacional equivalente, ai Einstein con-
clui que um campo gravitacional deve curva a trajetoria de raio de luz que passa por ele.

Ainda em 1907, Einstein trabalhava em um problema que mostrava como a gravitacao

0 que levou Einstein a pensar na Relatividade Geral

Percurso de um o de luz, quando sujeito a
um campo gravita

Figura 2: No referencial S’ o raio de luz se propaga em linha reta, no referencial S o raio
se curva

se relaciona com sua nova teoria. Ele salienta que um campo eletromagnético é a fonte
nao apenas de energia, mas também de uma quantidade igual de energia gravitacional [2].
Em sua argumentacao, Einstein considera que um corpo sofra um acréscimo de energia

E, segundo a relatividade restrita devido esse acréscimo de energia o mesmo corpo sofre
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um aumento de massa inercial de F/c?. Entdo é razodvel supor que hd um aumento
correspondente na massa gravitacional. Se esse nao fosse o caso teria de haver uma lei
de conservacao da massa gravitacional que levaria a nao conservagao de massa inercial,
e nao é o que acontece. Seguindo essa mesma linha de raciocinio, Einstein mostra que
um campo gravitacional influi no fluxo de energia de um ponto emissor para um ponto
receptor. Para verificarmos isso, suponhamos que haja um receptor de luz S; na origem
de um referencial ¥ e considere um emissor S5 a uma distancia h ao logo do eixo z também
em Y. Considerando agora um referencial ¥’ em repouso no instante em que radiacao
luminosa FEs é emitido de Sy para 57, essa radiacao chegara a S; apdés um intervalo de
tempo h/c(consideramos que o tempo em ¥ é verificado no referencial inercial ¥’ ). Mas
nesse instante a velocidade de S; em relagdo a X' é v = yh/c, portanto a energia que

chegara em S7 nao é mias F, é uma energia maior F; dada por
v vh
c c

Agora se trocarmos a aceleragao do referencial > por um campo gravitacional, obviamente

podemos substituir vhA por A®, que resulta finalmente,

AP
C

em que AP = ¢y — ¢1. O primeiro fator do segundo termo da equagao (1.10) representa
uma massa gravitacional, mostrando desse modo o efeito gravitacional da energia. De
modo analogo Einstein lida com o desvio para o vermelho, onde uma fonte emite uma
frequéncia v, que é captada por receptor 1

A®

vy = Vo 1+ 5
C

(2.11)

Einstein mostra como calcular a deflexdo de um raio de luz proveniente do infinito, pela
influencia de campo gravitacional;

2GM
Dc?’

o =

(2.12)

onde a ¢ medido em radianos e D e a distancia de maior aproximagao da fonte do campo
gravitacional. Quatro anos mais tarde Einstein multiplica a equagao acima por um fator
de dois. Pela equagao (1.12) Einstein escreve para véarios observatérios astronomos. A
proposta era tentarem medir essa deflexao do raios de luz de estrelas préximos do sol no
momento de eclipse, ja que o brilho reduzido do sol permitiria essa observacao. Em 1914

uma expedicao foi realizada, mas devido a eclosdo da primeira guerra mundial, ndo pode
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ser concluida, somente em 1921 que os primeiros resultados foram obtidos.

Em 1912, ja em Zurique, Einstein sabia que para generalizar a teoria da re-
latividade teria que se valer da geometria diferencial, mais especificamente a geometria
riemanniana. Ele mostrou que uma descricao genérica de referencias acelerados necessi-
tava de dez potencias, isso mostrava que ele devia usar o formalismo tensorial, ao invés dos
escalares. Agora com base na geometria riemanniana, a equacao (1.7) pode ser reescrita
como:

ds® = Gudartdx”, (2.13)

onde as quantidades g,, devem ser consideradas campos dinamicos, que de algum modo
devem descrever a gravitagao. Einstein buscou equagoes que dependiam da métrica
dindmica e continham a informagado sobre a geometria curva do espago-tempo. Essas
equagoes foram conseguidas atrevés da colaboragao com o mateméatico Marcel Grossman
(Budapeste, 9 de abril de 1878 - Zurique, 7 de setembro de 1936). Na colaborac¢ao Einstein
e Grossman, as duas principias referencias foram o artigo de 1901 de Ricci e de seu aluno
de Levi-CivitaP] e o trabalho ”On the transformation of homogeneous differential forms of
the segund degree”, de Christoffel [23]. Grosmann apresenta o formalismo pormenorizado
da geometria de Riemann e do seu célculo tensorial, de modo que Einstein é apresentado

a derivada covariante

ovH .
VA = 5 + 5V (2.14)
onde a quantidade I'y,, é um nao-tensor, chamado de simbolo de Christoffel;
1 690)\ agal/ 89)\11
'Y = —gh — . 2.15
w = 59 ( oxV * ox*  0x° (2.15)

Uma consequéncia da deriva¢ao covariante que prendeu Einstein por algum tempo:
Guvip = 0. (216)

E interessante notar que a equagao acima mostra que a forma como medimos distancias
no espaco-tempo ¢ invariante sobre derivacao covariante. Um outro resultado importante
obtido em 1914, foi a equagao geodésica do movimento, para isso considere uma particula
se movendo exclusivamente sobre a influencia do campo gravitacional. De acordo com o
principio da equivaléncia existe um sistema de coordenadas £ livre de forgas, no qual;

d2£a
7 =0, (2.17)

Considerando agora um observador em outro sistema de coordenadas z*, vemos que a

2G.Ricci e T.Levi-Civita, Math. Ann.,54,125,1901.
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particula obedece a equagao de movimento, E|

2z, dxtdz”
i + 17, I dr = 0. (2.18)

Podemos interpretar essa quantidade ( chamada de simbolo de Christoffel ou conexao
afim) como o quao ndo-inercial é o referencial em que observamos a forga atuando sobre a
particula. Ainda sobre a equagdo (2.18), nos chama a atengao que essa equagao descreve a
dindmica de uma particula em um campo gravitacional do ponto de vista da relatividade.

Aqui podemos fazer uma conexao com a teoria Newtoniana. Usando a equagao
(2.18), considerando um campo fraco estacionario, onde uma particula se move a velo-
cidades nao-relativista. Entao dt/dr predomina sobre o termo dx/dr, (lembrando que

¢ =1), logo obtemos;

A2 dt\?
+Th | — ] =0. 2.19
dr? 00 <d7’> ( )
Como o campo é supostamente estacionario, entao as derivadas temporais sao nulas, logo
ficamos;
1 o990
Iy =—=9" 2.20
00 29 0z’ ( )
a métrica pode ser escrita como;
Gaps = Nag + haﬁ' (221)
Logo, reescrevendo a equagao (2.20) fica,
1 dgoo
I =——n'° , 2.22
00 277 Oro ( )

podemos ver facilmente que dt/dr é uma constante, e dessa forma obtemos apds dividir

a equagao (2.19) por d?z/dr? e inserindo na equagao (2.22)

d*x 1
7d7‘2 — —§Vh()0. (223)
A equagao classica de newton é dado por;
d*x
— =—-V 2.24

comparando as duas tltimas equacoes concluimos que,
hoo =20+ k (2.25)

como o campo vai a zero no infinito, &k se anula, entao da equagao (2.21) temos finalmente

3Para uma demonstracio detalhada veja S.Weinberg, Gravitation and Cosmology, Nova York, Wiley,
1972, pag 70
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que,
goo = 1+ 2¢. (2.26)

As tultimas equagoOes tratadas, nos mostra como encontramos o limite newtoniano como
um caso particular da teoria da relatividade. Isso é fundamental para qualquer teoria que
tente uma explicacdo mais ampla da natureza de algum fendmeno. O fato da equacgao
(2.18) se reduzir ao caso especial newtoniano, evidencia que a formulac¢do covariante da
gravitagdo, era o caminho certo para inclui-l4 no dominio da relatividade. Ainda sim
Einstein precisava determinar as equagoes de campo da gravitacao, que teriam de cumprir
a forma genérica:

G = KT, (2.27)

Onde G, ¢ um tensor de segunda ordem, composto por termos de derivada primeira e de

segunda ordem do tensor fundamental g,,. E o termo 7},,, chamado de tensor momento-

Qs
energia multiplicado por uma constante k. O tensor momento-energia representa a fonte
do campo gravitacional, podendo ser qualquer tipo de matéria, inclusive outros campos,
como o campo eletromagnético. Naturalmente o termo G, contem a configuracao do
espago-tempo, como sua curvatura. Era exatamente o que Einstein precisava, campos
tensoriais que contem a informacao sobre a curvatura. Em seguida a essas argumentacoes,
Marcel Grossman apresenta a Einstein o tensor mais importante da futura teoria, o tensor
de quatro indices hoje conhecido como tensor de Riemann-Christoffe]ﬁ

o, o
R, = — 2, —I7 (2.28)

HVE T Ay o uE= vn ]

O tensor de Riemann-Christoffel descreve a curvatura do espaco-tempo, sendo esse uma
generalizacao da curvatura de Gauss [24] em dimensoes mais altas, isto ¢, em dimensoes
D > 3 nao se pode representar de modo simples um ponto da variedade por um tunico
nimero. Portanto, para um espago de dimensao arbitraria, sua curvatura sera completa-
mente discreta pelo tensor de quatro indices de Riemann-Christoffel. Podemos contrair o

indice contravariante do tensor Riemann-Christoffel com tensor métrico, que resulta [25];

goARzy,@ = R,uw:o- (229)

Esse tensor é simétrico com relagdo a permutagao de dois indices,

Ruuna = RHU;LV) (230)

4An Introduction to GENERAL RELATIVITY, R. Aldrovandi and J. G. Pereira, March-April /2004,
pag 53
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e ainda anti-simétrico com relagao a uma permutacao de um indice,
Ryvke = —Rupwe = —Buvor = Ruypro- (2.31)
Observamos também a ciclicidade,
Ruvko + Ruovr + Rupor = 0. (2.32)

Embora o tensor de Riemann-Christoffel contenha toda a informacao que necessitamos
sobre o espago em consideracao, tensores desse tipo, sao demasiadamente complexos para
se trabalhar. Para contornar isso, Einstein usou um tensor mais simples obtido a partir
da concentracao tensor de Riemann-Christoffel. Um tensor mais simples pode ser obtido

pela contracao do indices contravariante e covariante, esse ¢ tensor de curvatura de Ricci,

d

B o 81“2” B 7N
YT A T G oxV

Sendo o tensor de Ricci uma simplificacao, é natural que ele contenha menos informacao

+ ngrﬁa — FZ‘AF% (2.33)

que o tensor Riemann-Christoffel, por sorte ele ainda contem a curvatura do espaco em
termos de derivadas primeira e segunda do tensor fundamental. O tensor de Ricci ainda
pode ser contraido com o tensor métrico contravariante para obter o escalar de curvatura,

que aparece de modo explicito nas equacoes de Einstein
gle,tw = Rﬁ = R. (234)

Finalmente Einstein tinha como obter a forma das equacdes de campo da

gravitacao, onde obviamente se reduziria a equagao de Newton-Poisson,
V3¢ = 47Gp, (2.35)

como caso limite de campo fraco. Contudo inicialmente Einstein comente erros de argu-
mentacao, ao afirmar que como a derivada covariante é generalizacao do operador gradi-
ente e a generalizagao de ¢ é g,,. Mas da equacdo (2.16) mostra que o tensor métrico é
nulo sobre derivacao covariante, de modo que o tensor de Ricci nao pode compor o lado
esquerdo da equagdo equagao (2.27). Essa dificuldade pode ser evitada pelas identidades
de Bianchi, onde sao dadas em termos do tensor de Ricci e pelo escalar de curvatura.
Para mostrarmos isso considere o tensor de Riemann-Christoffel escrito como:

}E 8g)w i agm/ . ag}\n + agum
20n \ 0 '

(2.36)

R)\,uz/nm - rROLH 8:5)\81-11 oxtOxY (‘3x/\ax”

5Geometria Riemanniana, notas de aula, Rodney José Biezuner, UFMG, departamento de matemética,
pag 122
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Permutando v, k e 7 ciclicamente obtemos as identidades de Bianchi;
R)\,u@{;n + R)\,Lml/;n + R)\;mn;u = 07 (237)
se contrairmos a equacgao acima sucessivamente com o tensor métrico obtemos;
1
(R~ SouR) —o. (2.38)
g
Quando Einstein deduziu suas equacgoes ele ainda nao conhecia as identidades de Bian-
chi, ele adotou uma abordagem diferente que resultava em termos do tensor de Ricci e o
escalar de curvatura. Antes da versao final oficialmente anuncia por Einstein, ele teve de
enfrentar sérios problemas com sua teoria. Suas equagoes nao contabilizava corretamente
o movimento de rotacao e além disso nao eram inteiramente covariantes. Essas falhas se
traduziam no fato de suas equagoes nao serem capaz de explicar a anomalia do periélio
mercurio. Nesse periodo, Einstein encontrava-se na Alemanha e lutava para corrigir sua
teoria. La o grande matematico Devid Hilbert (Kénigsberg, 23 de janeiro de 1862-Gottin-
gen, 14 de fevereiro de 1943) ap6s ver algumas palestras de Einstein, tentou buscar a sua

propria versao da teoria. Mas Einstein foi bem sucedido em reparar as falhas da sua

teoria. E finalmente 25 novembro de 1915, Einstein chegou ao resultado:

R, — ;gu,,R = 871G . (2.39)
Aqui observamos que derivagao covariante do lado esquerdo da equacgao implica na con-
servagdo do tensor momento-energia. E como se queria, a equacao (2.39) se reduz a
equacao de Newton-Poisson, para campo fraco Toy =~ p e goo ~ 1+ 2¢. As equagoes (2.39)
descrevem satisfatoriamente os campos gravitacionais, como uma curvatura do espaco-
tempo devido a presenca de campos matérias ou de energia, tais como planetas, estrelas,
galaxias etc. Devido ao caracter nao linear, podemos mostrar que a curvatura do espago
em si produz gravidade, mesmo na auséncia da matéria. Podemos ainda escrever o tensor
de Ricci em termos do tensor momento-energia, tomando o trago da equagao (2.39) dado
por,
R = —8nGT, (2.40)

resulta que

1
R,, =8rG (Tuu — 2gWT) . (2.41)

Se estivermos considerando uma regiao do espago livre de fonte da campos, teremos que

o tensor de momento-energia ¢ nulo, isso implica diretamente da ultima equacao que o
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tensor de curvatura de Ricci seja nulo,
R, =0. (2.42)

Esse caso particular simplifica os problemas nos quais temos de calcular os campos gra-
vitacionais pelas equagoes de Einstein. Onde também teremos como consequéncia, que

R = 0. Podemos mostrar que, mesmo que tensor de Ricci seja nulo, ndo necessariamente
A

2w S€ja nulo. Em outras palavras, mesmo com auséncia de fonte o espago-

quer diz que R

tempo pode ser curvo, como consequéncia do caracter nao linear das equacoes de campo.

A

Nos casos em que R,

= 0, estamos lidando obviamente com espagos sem curvatura,
e como sabemos sdo os espagos de Minkowski. Vale ainda ressaltar que as equacoes de
Einstein sdo na maioria dos casos muito dificeis de se resolver, pois estamos lidando com
sistemas de equagdes diferencias parciais nao lineares, com poucos exemplos de soluc¢oes
analiticas.

O tensor momento-energia, membro direito da equagcao (2.39) representa, como
ja vimos, a fonte do campos gravitacionais. Com Tyg = p representando a densidade de
energia e os outros termos sao Tj;, representando as componentes de cisalhamento. O termo
Tiy = To; representa o fluxo de massa relativistica pela hipersuperficie 2! equivalente a
densidade da i-ésima componente da densidade linear. E T}; representa as componentes
da pressao. Algumas semanas depois de Einstein completar sua teoria, Hilbert apresenta
a sua propria versao da teoria. Mesmo que muitos e inclusive o proprio Hilbert tenha
atribuido a Einstein a criacao da teoria de relatividade geral. A solucdo proposta por
Hilbert tem uma importante contribui¢do para formalismo da relatividade geral. Sua

abordagem consiste numa formulagdo variacional das equagoes, onde tomamosﬁ;

Slg] = /\/—_g R+ L] d'a, (2.43)

onde g é o determinante da métrica e L,, representa o lagrangiano dos campos de matéria.

Fazendo a variacao dos temos em relacao a métrica, obtemos

0S  [0v=g . A / g A / o OB 4 /5(\/_g£m)
o = / S 0 Bt [ V=T Rt [ mgg e+ i .)
2.44

Considerando o primeiro termo,
/=g 1 d(—g) 1 d(exp|tring]) 1 J [tring]
0gr”  2y/—g 097 2y/—g  og” 2\/—9(%19[ ring) 0g°?

6An Introduction to GENERAL RELATIVITY, R. Aldrovandi and J. G. Pereira, March-April /2004,
pag 79
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1 olng 1 L G
s—(=g)tr —~ ( (—9) |¢" 22| =
2./—g Sgre 2= g°
1 g 1
2 \/—( ) |f];w 1 - 2 vV gpa
. Podemos mostrar que o terceiro termo da equagao (2.44) consiste de uma divergéncia
total e por isso se anula na fronteira, e o tltimo termo podemos desenvolve-lo do seguinte

modo;

5 (V=3Ln) _ V73, mw—é 2 “_l L

oL
69[’0 (5ng ’

0gr°
Esse tultimo resultado é atribuido ao tensor momento-energia, reunindo todos termos

resultantes, obteremos;

— /=5 |Ru = Lq T,W.] =0 (2.45)

(5 g“” 99

Que sao as equagoes de campo de Einstein. A equacao (2.43) é conhecida como agao de
Einstein-Hilbert |Z|, e é natural que as equacoes de campo de Einstein possam derivar do
principio variacional. J& que do ponto de vista fisico, elas tentam descrever a dindmica dos
campos gravitacionais. Logos apds completar suas equacoes, Einstein viu a necessidade
de se adicionar um termo extra. Uma vez que suas equagOes apontavam para expansao
ou contracao do universo. Esse termo extra teria o papel de torna as equacoes de campo
estaticas, sendo esse termo dado por uma constante multiplicada pelo tensor métrico, e
desse modo as equacoes de campo ficam,

1
Ry = SR+ Mg = 87GT,,. (2.46)

Podemos dizer que a constante cosmologica A tem a equivaléncia da energia intrinseca de
vécuo que é definido como [}

811G
)\ = 7pvac (247)

Devemos observar que a constante deve ser bem pequena para que o limite newtoniano seja
satisfeito. Sabemos que Einstein abandonou essa constante, apds as primeiras observagoes,

devida a Edwin Powell Hubble (Marsfield, 20 de novembro de 1889 - San Marino, 28 de

setembro de 1953) que indicavam que o universo estava em expansao.

TAqui omitimos a constante que aparece na equagio (2.39), mas pode ser introduzida facilmente nas
equacoes
8www.if.ufrgs.br /thaisa/cosmologia/ConstanteCosmologica
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3 ONDAS GRAVITACIONAIS E WORMHOLES

Nesse capitulo, mostraremos como as equacoes de campo de Einstein, natu-
ralmente preveem a existéncia de ondas gravitacionais e como a natureza dessa radia¢ao
¢ quadripolar. Veremos quais sao os principias tipos de fontes de radiagao gravitacional
do universo e suas caracteristicas. E definiremos por quais processos essas radiacoes sao

geradas. E os principais dispositivos que permitem detectar as ondas gravitacionais.
3.1 Ondas Gravitacionais

Ondas sao perturbacoes de qualquer natureza que se propagam transportando
energia e informacao, com a condi¢do de que a onda deve se propagar a uma certa veloci-
dade. Maxwell, ao unificar eletricidade e magnetismo mostra que suas equacoes implicam
em uma equacao de onda, com velocidade de propagacao da luz. De modo mais formal,

as equagoes de Maxwell escritas na forma covariante [20];
14 1 v
O = =] (3.1)
c

onde F,, = 0,A, — 0,4, e J, = {cp, ju, Jy. J»} é a quadricorrente. Pode-se mostrar que

o tensor momento-energia sera dado

1 o 1 R,
T = = |FurF) = i Fep F™ (3.2)

Expondo os temos da equagao (3.1),

1

0,0"'A, — 0,0"A, = -7, (3.3)
c
e fixando o gauge de Lorentz, 0J,A% = 0 obtemos a equagdo de onda do campo eletro-
magnético,
1
0, 0"A, = —j,. (3.4)
c

No caso particular onde nao ha correntes e cargas a equagao de onda se torna,
0,0"A, =0 (3.5)

onde 9,0" = §%/0t* — V* é o D’Alambertiano. Naturalmente a equagao (3.5) tem como
solucao,
A, = C,ehe" (3.6)

Das equagoes de Einstein podemos mostra que eles derivam uma equacao do
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tipo onda, anédloga as equagoes de Maxwell. Comumente devemos lineariza as equagoes de
Einstein para chegarmos nas equacoes de onda. Para isso, consideramos uma perturbacao

da métrica do espago plano, de modo que podemos escrever,

Guv = Nuw + h,u,l/ (37)

onde sabemos que 7,,, ¢ métrica de Minkowski e h,, ¢ perturbagao da métrica. E conve-
niente ressaltarmos que o espago de Minkowski é caracterizado por uma regiao de campo
fraco. Isso pode ser generalizado para o caso de campo gravitacional qualquer [3], onde
|huw| << |mu|. A intencdo é reescrever as equacgOes de Einstein em termos do fator

perturbativo h,,. Considerando que a métrica covarianteﬂ,
g =" =W, (3.8)

substituindo as equagoes(3.7) e (3.8) na equagao (2.15) chegamos a,

P = 1 4 ((%W Ohgy Ol

2
7\ Tt ax0>+h(o ). (3.9)

Esse ¢é forma linearizada da conexao afim, onde os termos do membro esquerdo sao todos
de primeira ordem e desprezamos os termos de ordem mais alta [27]. Agora do tensor de

Ricci, equagao (2.33), substituindo na equagao acima, vem que;
1
1) a B B
R’l(uj) o i(aaa huy+h7uy_hu’lgy_hy76“). (3'10)

O indice superior do tensor de curvatura, indica que estamos tomando até a primeira
ordem da expansdo. Do resultado da equagao (3.10) obteremos por contra¢ao o escalar

de curvatura até primeira ordem,
_p_ a B
R, = R = 0,0 h—h/’jﬁ. (3.11)

Tomando a equagao (2.41) e substituindo na equagao (3.10) obtermos

1
(00 By + by — 15, = B2 5,) = 167G (TW - 2gu,,T/\)‘) (3.12)

comummente €SCrevemos;

1
Sy =T — 5gWT;. (3.13)

Observamos que a dinamica das flutuagoes da métrica dependem diretamente da fonte,

(a0 + oy = iy 5, = h 5,) = —167G S, (3.14)

W, B

1FUND,OS ESTOCASTICOS DE ONDAS GRAVITACIONAIS GERADOS POR BURACOS NE-
GROS PRE-GALACTICOS, INPE-15221-TDI/1314, Eduardo dos Santos Pereira pag 137
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essa equacao, na forma que esta, se torna dificil de resolver, mas podemos simplificar o

problema através da mudanca de coordenada;
ot — ot =t + et (x). (3.15)

Devemos considerar, por questdo de coeréncia, que £”(x) tem a mesma magnitude da

perturbacao h,, e a métrica nesse novo sistema de coordenadas é;

Ox #ox"

MY = P, 3.16
g oxr OxP (3.16)
Entao a perturbacao sera dada,
Oet(x) Oe¥ ()
h#* = hH — pY — PH 3.17
vl ! (3.17)

Agora os termos covariantes da perturbagao sao;

Jeu(r)  Oey(z)

h
ox? oxr '

= Ry — (3.18)

%
a equacao (3.18) representa uma transformacdo de gauge, como sabemos tais trans-
formagoes mostram que determinadas grupos de equagodes sao invariantes sobre essas
transformagoes. Logo, a equagdo (3.14) é invariante sobre a transformagao de gauge
(3.18), mas essa escolha nos permite adicionar infinitos graus de liberdade, permitindo
assim infinitas solugdes. Contudo se fixarmos um sistema particular de coordenadas, po-
demos eliminar esse problema. O sistema harmoénico de coordenadas, constitui uma das
possibilidades e é expressa por:

9T, =0. (3.19)

Pela condi¢ao harménica expressa acima, temos da equagao (3.9)
W= h, (3.20)

observamos que a equacdo (3.18) néo satisfaz a equacdo (3.20), mas se introduzirmos a

relacao;

_ ke 10k
T Oxt 20xv

Entao h,, satisfaz a equacdo (3.20), aplicando isso a equacao (3.14) obtemos uma equagao

Le,

(3.21)

de onda;
Ohy = —167GS (3.22)

claro que no vacuo teremos;

O, = 0. (3.23)
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As solugbes que satisfazem as equagoes (3.22) e (3.23) admitem o principio da super-
posi¢do, pois agora as equagoes estao linearizados [28]. De modo andlogo as equagoes
classicas do eletromagnetismo que tratam de cargas aceleradas, as chamadas equacoes de
Jefimenko dos potencias retardados [29]. Entao a solucdo geral da equagao da equagao
(3.22) sao: / /

hy (%, 1) = 4G / gy St = X = x ) (3.24)

[x — x|

Mostraremos que a equagao (3.24) representa uma emissdo quadripolar de
ondas gravitacionais, uma vez que o termo de monopolo é nulo devido a conservac¢ao
de massa da fonte e o termo dipolo também ¢é nulo devido a conservagao de momento.
Considerando as dimensoes da fonte como, R = |x/\, sao muitas pequenas em comparacao

com a distancia da fonte, r = |x|, até o ponto de recepgao, logo obtermos;
x — x|~ [x| —2x - X (3.25)
Onde consideramos que |x | << |x/|, desse modo podemos escrever;
B (1 %) = —4TG / BT (¢ — 1, %), (3.26)

Levando em conta a conservagao do tensor momento-energia [30],

79+ 7% — (3.27)
T+ T =0, (3.28)
e ainda que
/(Tikxj) kd?’x = /Tf}jxjd%—i—/Tijd%. (3.29)
Pelo teorema de Gauss o lado esquerdo da equagao acima ¢ nulo,
. 0 0 10 . o
i 43, 30,0 43, — — 30 ,.7 70 .3 3
/de—at/Txdm—2at (T3 + T &z, (3.30)
de modo analogo, temos ainda,
/(TOk:Ei$j) kd3x = /T?kkxi:vjd?’:v + / (TOixj + TOj:Bi) d*x. (3.31)
Aplicando novamente o teorema de Gauss;
107 00,1 k3 Ik 73
§%/T xxdx:/T d’z, (3.32)
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como sabemos para campo fraco T% ~ p, de imediato podemos escrever,

2
hlr = —QS l;/p(x/)x/lx/kd?)x/] . (3.33)

t—r
Pela definicao de tensor de quadrupolo vem,
Q" = / (Sx,lx,k - 7’125”“) p(z)d*z (3.34)
e finalmente podemos escrever h'* como;
Bk _ _2G [ 0?

26O oy i O / 2 (x’)d?’x’] (3.35)
3r | Ot2 P ' '

ot?

Para descrever a energia irradia pela fonte de ondas gravitacionais, devemos considerar o

tensor momento-energia do campo gravitacional:

oL
t=0,h? = 5L 3.36
H M0 (0,heB)y (3.36)
onde a densidade lagrangiana sera dada por;
1
L= (P OB — 207 By, OB + 20"y, @ h — 0,h0"h) (3.37)

Considerando que nao hé fluxo de massa na fonte, entao o segundo termo do segundo
membro da equagdo (3.35) se anula; agora o fluxo radial através de um superficie sera

dado por:

G
ton° = — - 3.38
U T 362 |2 08 o o " Ta\ o (3.38)

19°Qud*Qu  °Qud*Qun | 1(83%)2]

A energia total emitida por unidade de angulo sélido por unidade de tempo é dado por

240,,s
—r“t;n’, logo teremos,

LB _ G 1PQudPQu PQudQun 1 (PQu)’ (3.30)
dtdQ) 367 |2 O3  Ot3 o3 o3 4 ot3 ' '
Levando em conta as identidades abaixo;
1 1
e que
]'/nlnmnmnon _ i (5kl5km _'_5km§lo + 5k05lm) (3 41)
4 15 ' '
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Diretamente da equagao (3.39) podemos escrever em unidades relativisticas;

_dE G PQu P*Qrm
dt — 45¢5 o3 O3

(3.42)

essa ultima equacao mostra a poténcia de uma fonte emitindo ondas gravitacionais e

vemos também a natureza quadripolar dessa radiacao.
3.2 Polarizacao de Ondas Gravitacionais

Mostraremos agora que as ondas gravitacionais admitem dois estados polariza-
dos de modo analogo as equagoes do electromagnetismo. Sao esses estados de polarizacao
pelos quais podemos medir diretamente suas amplitudes e também como esses estados
afetam a matéria. Para determinarmos as polarizagdes tomaremos uma solucao genérica
dada por:

hyw = R [Ae™] (3.43)

onde estamos considerando a parte real da solucao. Por simplicidade, mas sem perda de
generalidade, consideraremos a onda gravitacional se propagando apenas na dire¢ao z,
disso vem que;

k" = (k,0,0,k). (3.44)

Por essa defini¢do e substituindo a equacdo (3.43) na equagao (3.23) encontramos a ex-

pressao:

Ak, =0 5 Ak =0 (3.45)

Claramente a equagao (3.45) mostra que as componentes da amplitude sdo todas orto-
gonais as componentes do quadrivetor de onda, com isso podemos obter relagoes entre

alguns termos,

A/LO = Au?)- (346)

Agora, pela escolha de gauge que estamos adotando, equagao (3.18), nos permite intro-

duzirmos um quadrivetor arbitrario U* de modo que podemos impor,
A, UM =0. (3.47)

Se atribuirmos a U* um quadrivetor velocidade representado uma particula teste e se
considerarmos que essa particula esteja sobre a influencia de uma onda gravitacional. E
em seguida procurando um referencial onde a particula esteja em repouso, o quadrivetor
velocidade é escrito como;

U" = o (3.48)
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Disso pelas equagoes (3.46) e (3.47) concluimos
A,U,O = AN3 = O (349)

O significado fisico da ultima equacao diz que, ndo ha perturbagdo dos componentes
da métrica na direcao de propagacao, ou seja, as perturbacoes da métrica sempre sao

transversais a dire¢ao de propagacao. Aplicando a condi¢ao de gauge sobre A" vem,;
AP = AP MY — VR 4 (e%,) € (3.50)
pelas equagoes (3.44) e (3.49) encontramos as relagoes;

AW = (0% A =AM — k(0 4 &%)

A0 = ke A2 = A2 (3.51)
A2 — ke, A2 = A2 (0 — 3,
com base na escolha do gauge, podemos fazer, el =2 =0, +e3=0 e &%= &%

Entao resolvendo o sistema (3.51), determinamos que;
A4 A2 = ¢ AZ= A" (3.52)

pelo fato de termos A'M + A?? = 0, implincando diretamente em traco nulo Trh =
hgﬁ . Mostrando mais uma vez que as perturbagoes sao transversais a direcao de pro-
pagacao. Como a matriz das perturbacoes possui trago nulo, denominamos isso de calibre
"Transverse-traceless Gauge” conhecido como calibre T'T. Mais explicitamente, expressa-

mos as componentes perturbadas da matriz como:

[0 0 0 0]
0 Ay Ap 0
1| = o (3.53)
0 A —A; 0
00 0 0|

Reescrevendo agora a equacao (3.44) como;

By = R (hyeu(+) + hxeup(x)) ™™ (3.54)
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onde a componente de polarizacao e, (+) ¢é chamada de polarizacao direta e e, (x), é

chamada de polarizacao transversal, cujos os termos sao dadas por;

() = L ewlx) = (3.55)

0
0
1
0

00 0 (0000
01 0 0010
00 -1 0 0100
(00 0 | (0000

Se tivermos um conjunto de particulas, das quais nao estejam na mesma direcao
de propagac¢ao das ondas gravitacionais. Iremos verificar que essas particulas serdao afeta-
das de dois modos distintos. Essa constatacao é fundamental para medirmos a existéncia
dessas ondas. Para visualizarmos isso de um modo mais simples, tememos duas particulas
contidas em plano transversal a direcao de propagacao. Quando a onda gravitacional passa
por elas, esperaremos que elas comecem a oscilar devido a proépria oscilacao do espaco
tempo. Que podemos entender como a presenca de uma forca de maré, dada por;

&
d:_]g = Rjs,v0'y, (3.56)

onde n* é o quadrivetor posicao das particulas testes. Pelo referencial em que as particulas
estao em repouso e levando em conta o limite newtoniano, encontramos;
d277i
dt?

= Réoﬂj, (3.57)

Pelo gauge adotado e pela teoria linearizada, o tensor de Riemann é escrito como;

RIT — —la—QhTT 3.58
0j0 = T 5 gp2 g ( )

desse modo a equagao (3.57) pode ser reescrita como

a2 2012

(3.59)

Concluimos que a for¢a que duas particulas experimentam pela passagem de uma onda

gravitacional transversal é dada por;

k 1O prr
fr e~ _m§@hj 7. (3.60)

Com base na equagao (3.54) podemos expressar as componentes da for¢a para o caso da

polarizagao direta, que resulta em;

1 1
fr~ §h+w2003 [w(t—2)]n* | fY~ —§h+w2cos [w(t—2z)]nY. (3.61)
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Obviamente como estamos considerando que as particulas estao livres de acoes externas,
com excecao da acao das préprias ondas gravitacionais, eles devem oscilam com a mesma
frequéncia das ondas interagentes. Notamos que o divergente das forcas de polarizacao
direta sdo nulas. De modo andlogo obteremos o mesmo resultado para a polarizacao
transversal. Na figura 3 temos uma representacao grafica do efeito da polarizacao de

ondas.

e 3 {1 e
L L

Figura 3: Representacao de como anéis de particulas sao afetados pela presenca de uma
onda gravitacional, que se propaga de modo perpendicular ao plano das particulas. Na
parte superior temos a influencia da polarizacdo direta h,, e na parte inferior temos a
influencia da polarizacao transversal h

Ainda é interessante observarmos as caracteristicas da energia que as ondas
gravitacionais transportam. Contudo ndao podemos determinar a densidade de energia
apenas com o comprimento de onda, mas podemos considerar um conjunto amplo de
comprimentos de onda em um regiao. Com isso, podemos provar que o tensor momento
energia da teoria linearizada no gauge TT é dado por [27];

= L (0,087) (87)) (362

Ali estamos considerando o valor médio dos varios comprimentos de onda em consideracao.
Por simplificacao levamos em conta apenas o caso especial em que a onda se propaga na

dire¢ao z e das componentes nao nulas, nos leva a;

aw M ' 1 ¢
tog = - =——— = 2(h P 3.63

t&M & a densidade de

como sabemos t5V ¢ a densidade de energia, consequentemente
momento do fluxo e t§M é a energia propagada na dire¢io z por unidade de area e tempo.
Nao podemos deixar de observar que a densidade de energia depende diretamente das
polarizagoes direta e transversal. Em outras palavras, a densidade de energia irradiada

pela fonte de ondas gravitacionais carrega informagcao da fonte.
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3.3 Fontes de Ondas Gravitacionais

Na secao anterior mostramos que de modo andlogo as cargas elétricas acelera-
das emitindo ondas eletromagnéticas. As massas aceleradas tendem a causar flutuagoes
no espago-tempo como ondas que se propagam no proprio espago. Naturalmente que
grandes e massivos corpos celestes, como sistemas binarios de estrelas ou buracos negros
devem emitir, grandes quantidades de radiagdo gravitacional. Sendo desse modo locais
ideias para se detectar ondas gravitacionais. Com essa motivagao, é que nessa se¢ao ire-
mos conhecer os principais modos de detectar as ondas gravitacionais de modo direto e
bem como as enormes dificuldades inerentes de se realizar essas medidas?

Temos que determinar quais as frequéncias tipicas que devemos esperar para
fontes mais comuns de ondas gravitacionais. Considerando alguns corpos celestes, os
movimentos associados com as massas desses corpos sao responsaveis por contribuir para
emissao de ondas gravitacionais, tais como pulsagdo e rotacao. Contudo, muitas vezes
podemos determinar a frequéncia de oscilagdo considerando a frequéncia natural auto-
gravitacional do corpo, dada por;

_ [cp
fo=1/52

onde p representa a densidade do corpo. Embora essa férmula seja claramente do dominio

(3.64)

Newtoniano, ainda representa uma boa aproximacao para se determinar sua frequéncia
natural [31], com isso reescrevemos (3.64) como;

1 /3GM\Y? 10M,
fo=1 <R3> ~ 1kH> <M@> (3.65)

Com base na equagao (3.65), encontraremos para uma estrela de néutrons de 1,4Mg e
raio de 10km uma frequéncia de fy = 1,97kH z, ja para um buraco negro de 10M e raio
de 30km, teremos uma frequéncia de 1kHz. A frequéncia cai com o aumento da massa,
tanto que para um super buraco negro de 2,5 - 105M,, teremos fy = 4mHz. Para os
corpos mais comuns, como as estrelas gigantes, estrelas de néutrons e buracos negros, as
frequéncia de oscilacdo devem estar entre 1a10* Hz. Estando esse intervalo ao alcance
da maioria dos detectores terrestres. Olhando a equagao (3.42), notaremos que a ordem
de grandeza do fator de escala é de Ly = ¢®/G = 3,6-105%, uma luminosidade milhares de
vezes maior que a luminosidade de todas as estrelas do universo observavel. Embora essa
luminosidade na verdade seja uma fracao de Ly. Por exemplo o evento detectado pelo
LIGO tinha uma luminosidade no instante da colisao de 7 vezes toda a energia produzida

pelas estrelas do universo [32]. Pode-se estimar a luminosidade aparente de fonte de ondas

2Surpreendentemente, no dia 12 de Fevereiro de 2016, foi anunciado que um sinal de ondas gravitaci-
onais foi encontrado pelo LIGO nos Estados Unidos, comentaremos isso posteriormente nessa se¢ao
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gravitacionais, se olharmos para equagao (3.35) podemos reescreva-la como;

o 2dQu
kT

(3.66)

Em seguida combinando isso com a equagao (3.39) chega-se a equagao da luminosidade

aparente, .
|f?
167"

A relagao acima pode ser usada para se determinar a amplitude da radia¢ao gravitacional,

F (3.67)

se conhecermos a taxa de emissao de energia da fonte em forma de ondas gravitacionais.
Considerando que a fonte esteja a uma distancia r, emitindo uma energia £ durante um
periodo T e com frequéncia determinada f. E notando ainda que h = 27 fh, mas F' pode

ser dado de modo alternativo como F ~ E/4mr?T, isso leva a;

b~ mlﬂf\/E/T. (3.68)

E mais conveniente, contudo utilizarmos a amplitude efetiva, levando em conta a soma

1
hes ~ —\E/f. (3.69)

Notamos que a amplitude efetiva é inversamente proporcional frequéncia de emissao.

sobre todos os ciclos;

Como o fluxo a uma distancia grande pode ser muito fraco, esperaremos que a amplitude
seja pequena.

Podemos imaginar que até corpos acelerados tipicos do nosso cotidiano possam
produzir ondas gravitacionais. Mas intuitivamente devemos saber que a intensidade dessas
ondas sejam bem fracas. Por exemplo, tomemos duas massas com 103 kg cada, conectadas
por um eixo de 10m. Onde as mesmas podem girar de modo assimétrico em torno do
eixo com frequéncia de 20Hz, com isso estima-se que a amplitude desse sistema seja
h ~ 5-107% [31I]. Esse valor é muitas ordem de grandezas menor que a sensibilidade
dos instrumentos. Mas se tivermos massas da ordem de estrelas massivas e rapidas o
bastante, teremos como medir as amplitudes eventuais ondas gravitacionais. Se a estrela
entre em colapso de modo assimétrico e em alta rotagao, as simulagoes preveem que super-
novas desse tipo devem consumir entre 10~7 a 107 de sua massa. Sendo que uma parte
significativa serd emitida em forma de ondas gravitacionais. Entao podemos estimar a
amplitude com base na equagao (3.68), para tomemos uma super-nova conhecida de nossa
galaxia. Estando a uma distancia de 10kpc e emitindo uma energia de 10~7 com frequéncia,

de 1kHz. Sabendo-se que essa super-nova teve um burst com duracao de 1ms, logo por
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comparacao outro super-nova tera uma amplitude aproximada;

E V2 ims\ V2 [ 1kHz 10kpc
~6-1072 [ —— () ) .
fore 610 (10_7M@> T f r (3.70)

Pulsares sdao eventos extremos o bastante para produzir ondas gravitacionais com am-

plitude perceptiveis para os instrumentos atuais, desde que estejam préximos o sufici-
ente. Para estimar a amplitude para esse tipo de evento, utilizamos agora uma estrela de
néutrons de massa M e raio R que rotaciona assimetricamente com frequéncia f. Essa
assimetria esta diretamente associada aos jatos de emissao do pulsar. Podemos considerar
a assimetria como um tipo de colisao de uma massa m sobre a superficie da estrela de
néutrons. Desse modo se uma estrela possui um momento de inercia de 2M R?/5, entao

a fracdo assimétrica serd dada por € = 5m/2M Usando uma aproximagao grosseira dada

por;
2Mv?
oo O (3.71)
T
entao para o pulsar teremos;
16 T2 R? f2e M
h~——-—— 3.72
ST (3.72)
com respectiva luminosidade dada por;
16 6 2772 pd

Estima-se que a crosta de estrelas de néutrons nao suportem um fator de assimetria maio
do que € ~ 107° [33]. As equacoes (3.72) e (3.73) ainda podem ser usadas para ondas
gravitacionais produzidas por processo de acre¢ao sobre a superficie da estrela de néutrons.
Um exemplo bem conhecido ¢ o pulsar do caranguejo, com uma amplitude esperada de
h ~1,5-1072* a um distancia de 20 kpc [34]. Para um sistema bindrio de estrelas, ambas
com mesma m com uma separagao orbital R, a radiacao gravitacional para esse sistema
sera emitida, como nos outros casos ja citados, pelo movimento de massa nao esfericamente
simétrica. Considere que a massa em movimento nao esfericamente simétrica seja expressa

pela relagao:
> M
R Y

com {2 sendo a velocidade angular orbital e M ¢é massa da parte nao esférica, E por

(MU2)TL&0 esférica — M<QR) (374)

simplificagdo estamos considerando as orbitas circulares. Se olharmos a equagao (3.71)

obteremos a amplitude da onda gravitacional para o sistema binario de estrelas;

2
h ~ ZMPBQO3, (3.75)
r

Um dos pulsares mais famoso é o pulsar das binarias PSR B1995+16 [6], que rendeu um
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prémio Nobel para seus descobridores, Russell Hulse e Joseph Taylor pela sua descoberta
em 1974. Sendo um dos pulsares mais brilhantes que se conhece. O pulsar PSR 1993+16
constitui um laboratorio ideal para se testar efeitos relatividades, entre eles a verificacao
indireta da emissao de ondas gravitacionais. Segunda o que vimos até aqui, é de se esperar
que o sistema perda energia por emissao de ondas gravitacionais. E por consequéncia

tenha o seu periodo de orbita diminuido, cuja variacao com tempo ¢ calculada por;

5/3
1927 (2%/\/1) 7 (3.76)

P — 1927
b 5 P,

com M = M35 onde p é a massa reduzida. O tempo de duracdo da orbita do

sistema, o chamado de tempo chirp, é dado por;

5M 1 (M)‘4 (3.77)

chirp — %; E
com v = pu/M. O tempo . esta relacionado com periodo da orbita P, e a taxa de
variacao do periodo da orbita B,. Pelo fato de o tempo total da existéncia da orbita ser

a razao da energia cinética pela luminosidade emitida tcpirp = M v /1Ly,

P
tenirp = — ~1,9-10'%s. (3.78)
P,

Com isso podemos inferir que B, = 1,5- 10715, mas se compararmos com o valor obser-
vado Py = —(2,4184 4 0,00009) - 107!2, essa discrepancia se deve ao fato de estarmos
considerando um orbita circular dentro do regime Newtoniano. Mas podemos refinar o

célculo levando em conta a excentricidade da orbita e, e com base na referencial6] teremos;

: 192 /27 MN\°/3 73 37 —7/2
P =—-— 1+ —e?4+ = 4) 1—¢? . .
b 57T< Pb) <+24e +906 ( e) (3.79)

Usando uma excentricidade observada atualmente de e = 0,62, computamos para a
equacdo (3.79) um valor de Pp = —(2,40242 4 0,00002) - 102, Sendo esse um valor
muito mais preciso que obtido para a orbita circular. Ainda é possivel melhorar esse valor
tedrico levando em consideragao que o sistema de bindrias estao se movendo de modo
acelerado em dire¢do ao centro da galaxia. Plotando os dados para mudanca de periodo
da orbita com tempo [35]; Um forte candidato para fontes observaveis de ondas gravitaci-
onais sao os MACHOS “Massive Compact Halo Objects”, sendo estes um dos possiveis
contribuinte para a matéria escura. Acredita-se que os MACHOS sejam constituidos
de mini-buracos negros com massa inferior a 1M compondo sistemas binarios. Esses
mini-buracos negros devem ter surgido no universo primordial, numa época de elevadas

densidade de matéria e energia. Estima-se que devem existir cerca de ~ 5 - 10® sistemas
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Figura 4: Diminuicao orbital do PSR B1913 + 16, os pontos indicam a mudanca do
periodo da orbita em varias épocas distintas. A curva representa os valores tedricos
calculados pela relatividade geral

binarios de mini-buracos negros com massa entre 0, 5M, e 1M no halo da nossa galaxia.
Porém a taxa de coalescéncia é prevista como sendo baixa, com tempo estimado da or-
dem da idade do universo. Resultando num evento de fusdo de binario de um a cada
500 anos!, isso torna uma detecgdo dentro de nossa galaxia improvavel. Mas se conside-
ramos os mini-buracos negros no espaco intergalatico, dentro de um volume esférico de
1.6 Mpc de raio, espera-se uma taxa de eventos 3 por ano. Melhorando bastante a chan-
ces de se registrar esses eventos [36]. Podemos citar também as estrelas quarks, objetos
hipotéticos mais extremos que as estrelas de néutrons que estdao na iminéncia de colapsar
para um buraco negro. Acredita-se que esses objetos sejam resultantes de super novas do
tipo I ou ainda de hipernovas. logo como vimos, processos que dao origem as estrelas
quarks deverao emitir pulsos de ondas gravitacionais. Tornando os detectores de ondas
gravitacionais poderosas ferramentas para estudar objetos astrondémicos exéticos.

Para distancias muito grandes, da ordem da escala cosmoldgica, as fontes dis-
cretas de ondas gravitacionais se superpoem, de modo a formarem um fundo estocastico
de radiacao gravitacional. Isso é semelhante a radiacao césmica de fundo. Os modelos cos-
molbgicos mostram que ondas gravitacionais sugiram a partir do Big Bang, constituindo

um fonte isotrépica de radiacdo gravitacional primordial. Outra possivel contribuicao
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para fontes isotropicas, sao as chamadas cordas cosmicas e sistemas binarios de estrelas
de néutrons em fusdo, bem como super buracos negros. Os discos de acre¢ao de estrelas
de néutrons sdo os representantes mais comuns de fontes nao isotrépicas [37]. E comum
relacionarmos a intensidade da ondas gravitacionais primordiais de fundo com a densi-
dade critica do universo p..;. Escrevendo primeiramente uma parametrizacao que leva

em conta a densidade critica p..;; = 3Hac?/87G e o logaritmo da frequéncia:

1 dp(f)
Quu(f) = ) 3.80
g (f) pcrl’t dln(f) ( )
A amplitude de oscilagao das ondas gravitacionais de fundo h(f) esta relacionada com a
chamada densidade de potencia espectral h(f) = (Sgu(f )2
SHZAQ(f)
Sow(f) = =2 . 3.81
wlh) = Jorz o (3.81)
Disso, devemos obter para a amplitude;
100 Hz\*?
h(f) = (5.6 - 107)hago (U f))"/? (fz> Hz'/? (3.82)

com hygo = Hy/(100Km/s/Mpc). Devemos ter em mente que h(f) é um valor médio,
devido as flutuagoes para as diversas fontes que compoe a radiacao gravitacional de fundo.
Podemos construir um grafico para distribuigao dos valores de Q(f). A partir desse gréafico
(figura 5), vemos que linha vermelha continua representa a densidade de energia das ondas
gravitacionais em relacao a abundancia de elementos predito pela nucleossintese do Big
Bang (BBN). Essa curva ainda coincide ampla gama de valores para a densidade de
energia da radiacdo de micro-ondas de fundo. Temos ainda duas outras regides, onde
as pesquisas com LIGO se concentram. Outra linha interessante apresentado no grafico,
¢ o comportamento de Q(f),, para a influencia da inflacdo césmica e como essa esta
relacionada com a radiagdo césmica de fundo (CMB). Vale ainda comenta uma possivel
fonte isotrépica exotica, as chamadas de cordas cosmicas. As cordas coésmicas foram
preditas teoricamente por Tom Kibble em 1970. Definidas como um defeito topolégico
unidimensional resultante da quebra de simetria por transicdo de fase, semelhante as
racharas que aparecem na cristalizacdo de muitas substancias [38]. Os modelos tedricos
mostram que cordas césmicas apesar de muito finas sdo muito extensas e incrivelmente
massivas, por isso acabam por distorce o espago ao seu redor. Ainda é possivel mostrar que
oscilagoes de cordas coésmicas, por conterem uma enorme densidade, produzem poderosos
pulsos de ondas gravitacionais. Uma ampla distribuicdo do espectro estd concentrada

num intervalo de poucos décimos de milionésimos de Hz. Mas acima de 2, ~ 107°
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teremos uma distribui¢do sobre uma faixa ampla de frequéncias EL
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Figura 5: Nesse grafico temos a comparacao entre diferentes fontes de ondas
gravitacionais de fundo estoucastico. Vemos duas regioes de pesquisa S4 e S5, para os
experimentos do LIGO na faixa de 100 Hz. O futuro projeto de interferometro no
espago, o LISA, deve cobrir uma distribuicao espectral mais diversificada para uma

grande fixa de frequéncia. Além de vermos as predi¢des para os modelos inflacionérios,
CMB, BBN.

3.4 Detectores de Ondas Gravitacionais e a Sensibilidade dos Métodos

Nessa secao discutiremos os principais métodos que sao utilizados para se de-
tectar os sinais de ondas gravitacionais das mais diversas fontes provenientes do cosmos.
Como sabemos a intensidade da for¢a gravitacional é muito fraca em comparagdao com as
outras forcas. Tornando as impressoes de ondas gravitacionais muito ténues, como vimos
na sec¢ao anterior. Os detectores devem ser construidos com alto refinamento, para serem
sensiveis o bastem, além de terem de eliminar muitas fontes de ruido equiparaveis ao sinal
de interesse. Existem basicamente dois tipos de detectores de ondas gravitacionais, ape-
sar que para cada tipo termos varios modos de arquitetura. Sao os detectores de massa
ressonante e os detectores de feixe. Os detectores de massa ressonante registram a energia
ressonante de vibracao do aparelho devida as ondas gravitacionais. J& os detectores de

feixe, as ondas gravitacionais interagem diretamente com feixes de luz em interferéncia.

3http://inspirehep.net /record /1184320 /plots
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3.4.1 Detectores de Massa Ressonante

Os detectores de massa ressonante, consistem em uma massa solida de forma
esférica ou cilindrica que funcionam como antena para o sinal. Sempre que uma onda
gravitacional for capaz de impressionar a antena, sera quando a onda tiver a mesma
frequéncia dos modos quadripolares da antena. Formalmente esses tipos de detectores
podem ser descritos como uma oscilador harménico amortecido e for¢cado. Relembrando

das equagoes (3.58) e (3.60):
1
& o0+ 27€ 0 + Wil = ilohfzoo + I (3.83)

sendo que a funcao £ nos diz o intervalo de deslocamento que antena experimenta. As
forcas de amortecimento advém da propria tendéncia da estrutura de dissipar a energia
absorvida. O termo forcado constitui a contribuicdo da onda gravitacional mais um termo
fn, representando os termos de ruido [5]. As primeiras geragoes de detectores usavam
cristais piezoelétricos, para tentar extrair os possiveis sinais presentes na antena, operando
a temperatura ambiente. Na geracao mais recente a massa ressonante esta conectada
por varios transdutores de sinais elétricos, que convertem as vibracoes mecanicas em
sinais elétricos amplificados para serem processados e analisados posteriormente. Para
ps
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Figura 6: Aqui temos uma representacao esquematica de um detector de massa

ressonante. Onde vemos um oscilador harmonico )y de massa M com frequéncia wy
acoplado a um ressonador Qi de frequéncia wy que atual como um amplificador para
&n. Por sua vez o sistema de massa ressonante esta acoplado a um transdutor elétrico

os detectores lidarem com sinais extremamente infimos, devem se eliminar os ruidos de
diversas fontes, para isso, costuma-se resfriar o sistema a temperaturas ultra-baixas (
da ordem ~ mK). Veremos adiante as diversas fonte de ruido[39]. Um dos primeiros
a elaborarem detectores de massa ressonante, foi o fisico Joseph Weber da universidade
de Maryland em 1960 [40]. O dispositivo consistia de um cilindro de aluminio com 2m
de comprimento e 1 m de didmetro com frequéncia de ressonancia 1660 Hz. Utilizando
sensores piezoelétricos de precisao, para época, o dispositivo de Weber tinha sensibilidade
de captar amplitudes de vibracdo da ordem ~ 107'm. Em 1969 Weber usando dois
detectores separados por uma distancia de 1000 K'm, registrou um sinal em ambos os

aparelhos condizente, segundo Weber, a uma onda gravitacional. Mas todos os testes
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feitos, por outros centros de pesquisa deram resultados nulos [41]. A moderna geragao de

Figura 7: Nessa imagem vemos Joseph Weber configurando seu detector cilindrico, com
modo de ressonancia sensivel a ondas gravitacionais com frequéncia proxima a 1660 H z.
Esse dispositivo funcionava a temperatura ambiente e utilizava cristais piezoelétricos
para transmitir os possiveis sinais de ondas gravitacionais pressentes no detector

antenas de massa ressonante em barra, utilizam sofisticas transdutores de sinal com baixo
ruido térmico e 6timos isolamentos ante-vibragoes externa. Além disso é fundamenta
que os detectores sejam confinados e resfriados as menores temperaturas possiveis, para
reduzir o ruido térmico. Os principais detectores de massa ressonante em barra foram
Allegro, localizado na Lousiana (USA) constituido de uma massa de 2296 kg de aluminio
resfriada a 4,3 k. Niobe, Perth (Australia) constituido de uma massa de 1500 kg de niébio
resfriado a 4 k. Nautilus, Roma (Italia) com massa de aluminio de 2260 kg resfriado por
hélio liquido a 130mk. Auriga Padova (Italia) também constituido de uma massa de
aluminio 2230 kg resfriados a 200 mk. Esses grandes detectores de barra juntamente com
outros tipos de detectores formavam uma rede de colaboracao de pesquisa. Infelizmente
sem evidencias de medigoes de ondas gravitacionais, levou boa parte desses experimentos
a serem encerrados nos anos 2000, Apenas o Nautilus e Auriga continuam operando em
conjunto com os experimentos LIGO e Virgo.

Pode-se mostra que massas esféricas representam melhore configura que outros
design, pois ela maximiza a energia absorvida pela antena. O fisico Robert Lull Forward,
foi o primeiro a propor a construgao de detectores esféricos no inicio dos anos 1970. Ape-
sar de os detectores esféricos serem superiores aos detectores de barra, as dificuldades
técnicas para sua construcao sao bem maiores. Tanto que os primeiros s6 entraram em
operac¢ao no inicio dos anos de 1990. Os detectores de massa esféricos tem seu principal
componente um esferéide, onde basicamente as oscilagoes das ondas gravitacionais efeti-
vas sempre vao ser a superposicao dos cinco modos quadrupolares degenerados. O fato

de o modos serem degenerados significa que ambos tem a mesma frequéncia de oscilacao.
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Podemos dessa forma tratar os modos como antenas distintas em diferentes dire¢oes. logo
necessitamos de pelo menos cinco transdutores de sinais para serem capazes de mensurar
a informacao contida na onda gravitacional, devido aos modos de vibragao. Quando a
onda interage com detector, ela transfere energia para seus modos de vibragdo. mesmo
que o pulso da onda cesi, o sistema ainda continuard vibrando. Permitindo uma melhor
andlise para amplitude e a fase da onda, ja que com isso diminuimos o ruido aleatério.
Existem ainda os ressonadores associados a antena de massa ressonante, que funcionam
como amplificadores do sinal captado pela antena. Eles compoem sistemas que vibram a
mesma frequéncia que antena, como tal representa uma possivel fonte de ruido para as
medicoes. Inevitavelmente todo o dispositivo esta sobre a influencia de flutuagoes rando-
mica da matéria, o chamado de movimento browniano. Além dos proprios transdutores
e ressonadores acoplados contribuirem para o ruido. Devemos levar em conta também as
vibragoes provenientes de abalos sismicos que produzam sinal dentro do intervalo de sen-
sibilidade dos detectores. Como sabemos o ruido browniano é proveniente das vibracoes
térmicas da rede cristalina que acabam por excitar os seus modos normais. E possivel
expressar a dimensao do ruido térmico em termos da amplitude das ondas gravitacionais
[41]:
k’TTZ‘ 1/2

hrp ~ | ————
B Muwl?

(3.84)

Onde 7; é o chamado de tempo de integragao, que esta associada aos periodos de oscilagao
da rede cristalina. L é o comprimento caracteristico, que depende da forma do detector.
Observamos que o ruido, com era de se esperar, cai com a temperatura e também o ruido
serda menor quanto maior a massa. Pode-se evitar termos de trabalhar com 7;, tomando

a raiz quadrada da media da amplitude do ruido;

kT 1/2

SV o |
(o) 42 M f? ’

(3.85)

sendo 0/ = hgL. Usando como exemplo um detector de massa ressonante tipico, com
massa M ~ 1000 K g, comprimento L ~ 3. Dentro de um intervalo de frequéncias entre
500 Hz a 1500 H z, operando em temperaturas ultra-criogénicas de 100 m K. Disso encon-

12 ~ 6-1078m. Esse valor é muito maior que o valor

tramos uma valor de ruido de (§/?)
esperado para muitas fontes conhecidas, tornando a deteccao inviavel. Mas felizmente
podemos levar em conta o fator de qualidade ). O fator de qualidade é uma propriedade
do material, definido como proporcionalmente a razao entre a energia armazenada no
ciclo e a energia dissipada no ciclo. Ou como a razao entre a frequéncia de ressonancia e

largura de banda Q = fy/Af. Considerando (3.84), com fator de corre¢ao @) e para um
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valor tipico de Q = 106, teremos;

1/2

kT
~6-1072'm, (3.86)

21/2
(%) 472 M f2Q

representa um valor dentro do esperado. Obviamente ha um limite tanto para ) como
para M, limitando desse modo a melhoria na resolucao do sinal que se pode medir. Desse
modo também, mesmo que possamos fazer a temperatura proxima ao zero absoluto, ha
um limite de natureza quantica que impede de sempre podermos melhorar a precisao do
instrumento. De fato o principio da incerteza garante que mesmo hé temperatura nula
havera flutuacoes aleatérias presente nos instrumentos de medida, essa ruido é estimado

para os mesmos parametros de antes;
1/2
B /

2\1/2 _
(o) 2n M f

~4-107%"m (3.87)

. O 1ltimo resultado mostra o limite de resolucao para o detector com as configuragoes
que definimos antes. Mesmo assim ainda podemos determinar outras viraveis associadas

as ondas gravitacionais que podem ser mais refinadas "espremendo-se”a incerteza nos

dados.

3.4.2 Detectores de Feixe

Os detectores de feixe sao constituidos de bracos perpendiculares, onde feixes
de laser proveniente de uma mesma fonte sdo cruzados para ocorrer interferéncia. Mais
precisamente, temos um emissor de feixe laser, sendo este dividido em dois feixes per-
pendiculares. Por sua vez esses feixes sao refletidos e combinados de modo a sofrerem
interferéncia, na qual o padrao de interferéncia é devidamente registrado. Como sabe-
mos, se uma onda gravitacional atua sobre um dos bragos do detector o caminho que o
feixe percorre deve se alterar, produzindo uma variacao da fase e por consequentemente
leva uma oscilagao no padrao de interferéncia. Vale salientar que detectores desse tipo
nao se limitam a feixes de luz visivel, qualquer tipo de fonte de radiacao eletromagnética
coerente pode ser utilizada. Inclusive ,em principio poderias utilizar de feixes de onda de
matéria. Ha dois modos de se posicionar os detectores de feixe: os detectores baseados
na superficie da terra e os detectores orbitais. Os detectores orbitais tém a vantagem
de serem menos suscetiveis aos ruidos tipicos da terra, embora estando em orbita esses
detectores sofrem uma maior influéncia de raios césmicos que também podem ser fontes
de ruido. Atualmente, ha apenas exemplares terrestres, mas ha projetos para se langar
futuramente sondas sensiveis as ondas gravitacionais, com o projeto LISA [42].

Podemos achar uma relacao que mensure o efeito da passagem da onda gra-
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vitacional sobre o detector. Considerando que haja um relogio sincronizado com o feixe
emitido por um dos bragos de comprimente L sobre auséncia da ondas gravitacionais.
Suponhamos que esse relégio associado ao feixe emitido mega um tempo préprio ¢ e o re-
ceptor do feixe meca um tempo préprio t,., na auséncia de ondas gravitacionais os tempos
t e t, serao iguais. Mas se uma onda gravitacional incide com polarizagao h, com angulo
0 em relacao ao plano que contem os bracos do detector, a taxa de variacao do feixe de
chegada dt, em relagdo a taxa do feixe saida dt é dado por [31];

dt, 1

== 1+ 3 (14 cos) {hy[t+ (1 —cosd)L] —h,}. (3.88)
Como ja dissemos a interferéncia ocorre quando os feixes sao refletidos, devemos entao
considerar o efeito da onda gravitacional sobre o feixe refletido ou de retorno, que serd

dado por;

CW =1+ ; {(1 = cosO)hy(t+2L) — (1 + cosO)hy + 2cosbh [t + L(1 — cosh)]} .

(3.89)
Claro que se a onda gravitacional afeta os bragos do detector do mesmo modo nao veremos
qualquer impressao da onda, felizmente isso ocorre somente para uma geometria muito
espacial. Quase sempre a onda observada contem polarizacoes e direcoes distintas para
os dois bracos. Como esse sistema depende da medida de infimas variagoes nas franjas
de interferéncia, isso implica na necessidade de relogios de alta precisao. Atualmente
os melhores relégios possuem uma imprecisao de 1 parte em 10'6, isso possibilita uma
medida de amplitude h ~ 107'°. Se o comprimento L do detector for aproximadamente
do mesmo tamanho que o comprimento da onda, como é o caso da maioria dos detectores
desse tipo, a equagao (3.89) se reduzird a;

dtre orno 7
# =1+ sen®0Lh(t),. (3.90)

Ainda podemos usar uma forma mais compacta de escrever a taxa de retorno do sinal de

modo que podemos relacionar o sinal de retorno para os dois bracos e como este depende da

R

direcao da fonte da onda. Para isso, consideramos um sistema de coordenadas unitérios é;

e éf, sobre o plano que contém a fonte e definindo a amplitude em termos das polarizagoes;

h(t) = hy(t)es + hy(t)ex. (3.91)

Onde as polarizacoes em termos das coordenadas sao dados por;

e = (efoel—cfwefl), ey = (fwef +ef @ell) (3.92)



93

logo a equagao (3.89) serd dada por;

dt’/‘e orno A A
Zoretorno =1+ Lé;h(t)é, (3.93)
dt z-brago
de modo analogo para o braco y;
dtre orno A A
“rretorno =1+ Leyh(t)ey. (3-94)
dt y-braco

As duas tltimas expressoes nao depende da escolha de coordenadas e do posicionamento
dos bracos do detector. Disso vemos que a resposta do detector por interferometria é

dada por;

datretorno dtretorno dtretorno A~ A~ ~ ~
_ _ [ Hretorno = Lé,h(t)é, — Lé, h(t 3.95
( dt ) ( dt )z-bmgo ( dt >y-bmgo ‘ ( )6 o ( )ey ( )

compactando essa tltima expressao, ficamos

détretorno ]
— | =d:h 3.96
(e (3.96)

A equacao (3.39) constitui uma poderosa expressao para o tempo de resposta do detector.
Sendo valida para qualquer tipo de interferometro, dependendo apenas da orientacao com
as ondas atuam. Detectores desse tipo constituem as chamadas antena padrao. Vale
citar ainda o LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) constituindo
dois aparatos, um localizado um em Livingston, Louisiana e outro perto de Richland,
Washington, cada um com bragos em forma de L com 4 km de comprimento. O ligo foi o
primeiro instrumento humano a detectar ondas gravitacionais. Descoberta anunciada em

11 de fevereiro de 2016 [43].
3.5 Introducao aos Wormbholes

Wormbholes sdo uma das solugoes possiveis das equagoes de Einstein, onde
duas regioes do espaco estao conectadas por um tinel. Tunel esse resultante da propria
deformagao do espago. Mais precisamente, wormholes podem ser definidos com um defeito
topolégico, que torna duas regices conexas [12]. J& em 1917, poucos meses da publicagao
da teoria da relatividade geral de Einstein, Schwarzschild apresentou uma solucao para
equacoes de campo da relatividade. Notou-se que esse tipo de solucao presenta duas
regides unidas por um tinel. Posteriormente, Einstein em colaboragao com Nathan Rosen,
descreveram como uma singularidade podia ser tratada por um por uma particula no
espaco-tempo. Eles notaram que essas solucoes sao como duas folhas unidas pela particula,

que nesse caso se comporta com o uma ponte, as chamadas “pontes de Einstein - Rosen”.
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Figura 8: Representagdo esquemética do funcionamento do LIGO, (FONTE: LIGO
collaboration)

Uma descrigdo mais detalhada dessas estruturas pode ser encontrada em [44]. Contudo
mostrou-se, que as “pontes de Einstein-Rosen”sao instaveis demais, para existirem. E em
1957 foi com que o termo “wormholes”, foi cunhado por Jonh Archibald Wheeler. Wheeler
imaginou como a métrica plana, exceto em duas regides, que se conectavam. Ainda em
seus trabalhos, sobre gravitacdo quantica, os wormholes surgiam como uma consequéncia
natural das flutuagoes quanticas de vacuo.

Foi somente em 1988, Michael S. Morris e Kip S. Thorne, publicaram um artigo
sobre a viabilidade de wormholes atravessaveis. Artigo esse influenciado diretamente da
novel de Carl Segam, contato [II]. Ao contrario de outros trabalhos, que focavam em
buscar diretamente solucoes das equacbes que represente tuneis no espaco-tempo. O
trabalho de Michael S. Morris e Kip S. Thorne, supdéem uma solu¢do que descreve um
wormhole atravessavel, e desse modo apenas analisam as condi¢oes para se ter tal métrica.

Entao eles propuseram uma métrica esférica e estatica na forma:

2
ds® = M dt? — 1d7“b — r2(d6? + sinb?) (3.97)

r

onde A(r) e b(r) sao funcoes arbitrarias, conhecidas como fungao forma é redshift. Essa
solucao deve ser livre de singularidades, para que seja possivel viagens pelo wormbhole.
Por isso ¢ necessario que gy = €2* # 0, ou seja, é possivel estabelecer geodésicas de

causa e efeito ao longo do wormhole. A funcdo forma garante que haja uma garganta
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com raio minimo 7o, de modo que b(rg) = ry. Sendo assim , r varia de +o00 até um valor
minimo r( e depois tende a —oo. Por outro lado, o observador é descrito pela coordenada
radial propria [, que varia de +[ nas regides assintoticamente planas a [ = 0 dentro da

garganta, como mostra a figura 9. Ainda é necessario que wormhole tenha a caracteristica

- " _-‘L

-ihroat of
wormhole

\~~-ather
: unIverse

Figura 9: Visao esquematica do wormhole de Morris-Thorne. O wormhole é descrito por
uma métrica esférica e estatica. [ é coordenada propria do observador. O trajeto que vai
de +00 a —o0, representa o processo de viagem de um observador em uma regiao do
espago, até o mergulho no wormhole e sua emersao em outra regiao Fonte
Morris-Thorne, 1988

de alargamento de barreira r > rg, satisfeita por;

@er Pr b—br
- ou —— =
dz? dz? 2b2

> 0, (3.98)

que é como ji vimos a condi¢ao de raio minimo. Em outras palavras, as fungoes b(r) e
b(r)’, devem satisfazer a equacio (3.98), para que wormhole seja estavel. Substituindo as
componente da métrica do wormhole nas equagoes de Einstein (2.39) e considerando que

as componentes do tensor momento-energia sao Ty = p(r), T, = 7(r), Tpg = Tpy = p(7),

obtemos: /

=20 (3.99)

PAT) = 8w r2’ '

1[0 b\ A

= |5 -2(1—--) = 1

7(r) S l?“?’ ( T) T], (3.100)
1 7 ’ b/T—b ’ b/'f’—b / A/

= — |A A)?— — —1. 3.101
p(r) SW[ LA ST R Te Ty ] (3.101)

As equagdes (3.99) a (3.101) nos diz como a densidade p(r), tensao radial 7(r) e pressao
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p(r) estao relacionadas diretamente com as fungdes A(r) e b(r). Se definirmos a quanti-
dade:
T(r) — p(r
£(r) = (r) = plr)
| p(r) |

e pela equagao (3.98), concluimos que £(r) > 0. Logo o wormhole é dominado por tensao

(3.102)

que excede a densidade de energia, e como consequéncia violam as condi¢oes de energia
classica da relatividade. A matéria que sustentam os wormbholes, portanto ndo deve ser

composta de matéria ordinaria mas de uma matéria exotica.
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4 POTENCIAL DE REGGE-WHEELER DE WORMHOLES
TRANSPONIVEIS

Nesse capitulo, nosso objetivo sera encontrar a equacao de onda de Regge-
Wheeler para a métrica do wormhole em analogia aos buracos negros de Schwarzschild
[13] e de Kerr. Primeiramente mostraremos o caso da equagao de Regge-Wheelr para
um campo escalar sem massa tendo como background a métrica do wormhole de Morris-
Thorne. Em seguida aplicaremos o método para perturbacao geral das equagoes de Eins-
tein, dado por CHANDRASEKHAR [I§]. Isso nos permite encontrar uma equacao mestra da
qual derivamos a equacao Regge-Wheeller. Na secao seguinte, apresentamos as condicoes
pelas quais nos permite definir as fungoes b(r) e A(r) dos wormholes nos halos centrais da
galaxia. Por fim definiremos o método W K B que permite calcularmos os modos quase-
normais. Investigaremos se esse método ¢é satisfatério para o intuito de se determinar os

modos quase-normais dos wormholes dos halos centrais da galéxia.
4.1 Potencial de um Campo Escalar

Nosso objetivo em todo essa capitulo sera encontrar uma equagao do tipo onda
para equagoes da perturbacao e com isso determinar um expressao para o potencial asso-
ciado. Um vez que possamos encontrar o potencial V' é possivel determinar as frequéncias
de oscilacao w. Explicitamente a métrica de um wormhole transponivel é;

2

ds* = *dt? — — r(d6? + sin®0 dp?). (4.1)

b

- T
Tomemos como exemplo um campo escalar ®, onde a equagdo de onda na auséncia de

massa serd dada por: [17]

oL
~ vV

representando um espalhamento de onda. Admitindo uma solugdo com variaveis separadas

O 8, [\/—_g gwaycp} =0, (4.2)

do tipo:
U, t
¢ = §/lom (97 ¢) M’ (43)

r

e substituindo a equagdo (4.2) na equagao (4.1) obteremos ap6s uma trabalho algébrico

que;
1 0 o 1 o2
— | sinf— | + —==— | Yigm = lo(lo + 1)Yigm. 4.4
Lin@ 00 (Szn (99) T sin20 agbgl lom = lo(lo + 1)Yiym (4.4)
E para a parte radial;
. 82Ulo
Ulo—i_i _‘/loUlo- (45)

or+2
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E facil ver que a equacao (4.4) é uma equacgao de onda do tipo de Schridinger, onde

usamos a transformacao de coordenada tortoise

0 b 0

A
= 1— = 4.
o © ror’ (4.6)
e com o potencial representado por;
lh(lo+1) br—>b 1 b\ .
1) = e |2 - “(1-=]A. 4.
Virl) =e r2 2r3 + r r (47)

Esse potencial associado permite que possamos determinar as frequéncias de oscilagao
dos modos quase normais do campo P, posteriormente veremos como calcular esses

frequéncias.
4.2 Perturbacao de uma Métrica Geral

Ha muitos tipos possiveis de métricas na relatividade geral, e muitas delas sao
assimétricas e nao estaticas. Porém, as mais conhecidas e obviamente as mais faceis de
se analisar sao as métricas com simetria e estaticas. Como sabemos solu¢ao de schwarzs-
child representa uma métrica estatica e com simetria esférica e as solugoes de Kerr e
Kerr-Newman sendo métricas estacionarias e assimétricas. Se tivermos que lidar com
perturbagoes sobre métricas quaisquer, até das mais simples, iremos necessitar de uma
formulagdo geral da métrica. Essa métrica geral é dada, na notacdo de Chandrasekhar,

por [1§]:
ds® = e (dt*)* — eV (d¢ — qoda? — gzda® — qldt>2 — e?H2 (dx2)2 — %K (d:c3)2 . (4.8)

essa métrica ¢ claramente dindmica e assimétrica devido aos termos q1, g2, g3 € v, U, g, ji3.
Logo esses termos sao responsaveis pelas perturbacoes que ocorrem sobre uma métrica.

Tomemos como exemplo a métrica de Schwarzschild nao perturbada, nessa caso;

2M A
=1 2t =0 e = =l—-—=,¢%=n, eV = rsind,
r r
com 1=@=qg=0 e A=2Mr—r (4.9)

E razoavel considerarmos que as pequenas flutuagoes dos campos de energia e matéria iram
produzir termos nao nulos q;, g2, g3. E também, essas flutuacoes resultam em pequenos
incrementos nas funcées v, us, us, e1). Podemos diferenciar dois tipos de perturbagoes,
as perturbagoes radias e as angulares. As perturbacoes radias sao caracterizadas pelos

termos ¢, ¢q3, ew nao nulos. Tais perturbac¢oes podem ser interpretadas como um tipo
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de arrasto que um observador em ponto do espacgo caraterizado pela métrica perturbada
sofre, contudo esses termos nao tem efeito algum sobre a rotagdao. Ja as perturbagoes
angulares além do feito de arrasto possuem feitos sobre a rotagao. Contudo nesse trabalho
investigaremos apenas a perturbacoes polares.

Ainda no exemplo da métrica de schwarzschild vamos determinar a equacio
de tipo onda para as perturbagoes radiais. Isso servird de base para calcular as equagoes
de onda para a perturbagdo da métrica do hormhole. Segundo [I8] as componentes do

tensor de Ricci de uma métrica geral responsaveis pela perturbacao radial sao:

1 oy Y iy — vt ps—

R12 = 56 29 Hs [(€3w+ He M3Q32),3 - (e3w Tha M2Q02)70} ’ (410)
1

Rys = 56721/)71/7#2 [(e3w+vfuzfu3Q23)’2 _ (631/’*’/+“2*”3Q03)70} ) (4.11)

Logo as equagoes que descrevem as perturbagoes radiais sao:

(e3¢+”_”2_“3Q23),3 — _(63w—v+u3—u2Q02>70 com 6Rjp =0, (4.12)

(63w+y_“2_“3Q23),2 _ (63w—u+u2—u3Q03)70 com O0R;3=0, (4.13)

onde definimos Qap = qa.5—qB, 4 € Qa0 = qa,0—q1,a para (A, B=2,3)ou (A, B=r, 0)
e o indice 0 é referente a derivada temporal. Se substituirmos os termos da equacao (4.9))

nas equagoes (4.12) e (4.13) e adotando a seguinte convencao Q = A sin0 Q23 obteremos;

1 0Q

m@ = —(Q1,2 — Q2,0),0 (4~14)
A 0Q

i g gy = (@3~ 4s.0)0: (4.15)

Considerando que agora os termos perturbativos possuam dependéncia temporal, na forma

et desse modo as equagoes (4.14) e (4.15) sdo reescritas como;

1 0Q

_ - 2
risindg 09 2T @@ (4.16)
A 0Q )
Tsinig gy Wt W, (4.17)

Agora se derivarmos a equacao a equagao (4.16) em relagdo a 0 e a equagdo (4.17) em

relacao a r e somando ambas equagoes, eliminamos a dependéncia de ¢; e obteremos a
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equacao diferencial mestra:

0 (A0Q . 0 1 0Q r
4 Y [ 2V 39 Y oY 2T 4
r . (7"4 T) + sin°0 0 (sm?’@ 0) +w'—Q =0. (4.18)

Uma vez que a funcado () depende somente das variaveis 6 e r; podemos tentar uma

separacao de variaveis da seguinte forma;
-3/2
Q(r,0) = Q(r)C(0), )3 (4.19)

onde C} sao chamadas fungoes de Geguenbauer, definidas por:

d . 22U d - 2U v o
Lw (sm d@) +n(n+2v)sin 91 Cr(0) =0. (4.20)

Substituindo a equacao (4.19) na equacgao (4.18) obteremos;

Aa(mmg

A
_— 2 — 2— =
o \ 87“) +w'Q —p 7’4Q 0, (4.21)

aqui a expressao ju ¢ escrita em termos do momento angular [, como p? = (I — 1)(I + 1).

Para encontrarmos uma equagao do tipo onda, temos que fazer a seguinte mudanca de

fungdo Q(r) = r Z(r) e introduzindo a coordenada tortoise -& = 54 logo a equacio
(4.21) fica:
d*Z 9 A%,
W“’ZJH«T[(“ +2)r — 6M]| Z =0. (4.22)
O que corresponde de fato a equagao de onda do tipo;
d*Z 9 A%,
dr*2+<w —V)Z:O com V:_F{(M +2)r—6M}, (4.23)

o potencial, nesse caso depende dos parametros [ e M. Interpretamos o Z, tanto do setor
radial como polar, como sendo ondas que se propagam no espaco-tempo transportando
energia do buraco negro para infinito E] Se variarmos esses parametros, podemos obter
o comportamento dos modos quase normais em funcdo de [ e M. A equacao (4.23)
representa a equacao de onda de Regge-Wheeler que descreve as ondas gravitacionais

radiais para horizonte de eventos do buraco negro de Schwarzschild
4.3 Equacao de Regge-Wheeler Para Métrica do Wormbhole

Nesse secao tentaremos obter a equacao de onda do tipo Regge-Wheeler que
descreve o comportamento das ondas gravitacionais de um wormhole. Tentaremos fazer

isso de modo analogo ao que fizemos para caso da métrica de Schawarzschild.

Ymodos quase-normais e a correspondéncia ADS/ CPF, tese de doutorado, Alex dos Santos Miranda,
universidade federal de santa Maria, 2008
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- =2 =3 =4
r/M n=2 n=>5 n=9
2.0 0 0 0

2.1 0.03394 0.09872  0.18511
2.2 0.06147  0.17417  0.32443
2.3 0.08362 0.23156  0.42881
2.4 0.10127  0.27488  0.50637

Tabela 1: Valores do potencial V' (r) radial para diversos [ e n

Iniciaremos nossa argumentacgao fazendo a relagdo entre a métrica de Chan-
drasekhar e a métrica do wormhole. Da equagao equagao (4.1) e da equagao (4.8), encon-

tramos;

b A
o2 — €2A(r)’ eV =rsind, e 22 = (1 — (7")> =, eMs — 2 (4.24)
r r

logo diretamente desses termos e pela as equagoes (12) e (13) obteremos;

(rsin®0vVAerQqs) 5 = —(rsin®0vVAe ™ Qua) 0 com Ry =0 (4.25)

(rsin®0vV et Qqs) o = (7 32713976 2Qu3)0 com SRz =0. (4.26)

Fazendo a convencio @ = rsin®0v/Ae’Qq3, para facilitar a manipulacdo dos termos,

encontramos que;

eh Q)
e T~ Aan - 4.27
r3sin30v/A 00 (012 = @2,0).0 (4.27)
VAer 9
e = (@13 — 43,0),0- (4.28)

r3sin30 or
Novamente assumindo que os termos perturbativos possuem dependéncia temporal na
forma ¢! e derivando (2.27) em relagio 6 e (2.28) em relacdo a r, obtemos;

et 9 1 0Q
r3yv/A 00 \ sin30 00

) = —Z.quQ,g — WQQQ73, (429)

sin30 Or r3  Or

Agora somando a (4.29) com a equagao (4.30), encontramos que:

1 (\/_68Q> eA1a<1aQ

sin30 Or 73 3 /A 00 \ sin30 00

1 (\/_eAaQ

) = ’iwa73’2 + (.L)ZQ&Q. (430)

_ 2
+ 3 /A 00 ) = (—q2,3 + q3,2)w". (4.31)

Apoés alguma manipulacao algébrica, encontramos a equacgao diferencial mestra para per-

turbacao radial da métrica do wormhole;

VA et 0Q 0 1 0Q
AVA n3 2
( r3 87“) 989 <sm39 89) =0 (4.32)
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Essa equagao é fundamental para encontrarmos a equacao de onda de Regge-Whiller,
como ja vimos. Olhando para as equagdo (4.18) e (4.32), nao ¢ dificil ver que as duas
possuem os mesmos termos dependente de 6, devido a simetria esférica das métricas de

Schwarzschild e wormhole. Com isso a equagao mestra pode ser reescrita como;

r3  Or 72

re* VA <\/Z6A 8@) - ﬁ/ULQQ +w?Q =0, (4.33)

onde usamos a mesma separacao de variaveis da equagao (4.19). Lembrando que o termo
p? = (I —1)(I +2) provém das fungoes de Geguenbauer, sendo [ os termos de momento
angular como ja haviamos discutido. Para encontrarmos uma equac¢ao do tipo onda, a

partir da equagdo mestra (4.33) temos que fazer a seguinte muda de fungao Q(r) = r Z(r).

d
dr*

Apoés fazermos isso e introduzindo a coordenada tortoise = eh A%d%, € com um pouco

de algebra podemos mostrar que encontraremos a seguinte equacao;

d*Z A T3A ;o1
mﬁ+&2—i3FT—AA—2A+M%Z—Q (4.34)

Essa ¢ a equagdao de onda de Regge-Whieeler que queriamos encontrar para métrica do

wormhole com o potencial explicitamente dado por:

2 [3A ;1
V(T’l)_i:)’lg’f;ﬂ_AA—2A —i—/f?"},ou (4.35)
I(1+1) br—5 1 b\ .
RN [ FRUEL R YA 30

Em esséncia esse potencial é que nos permite determinar se é possivel calcular diretamente
os modos quase-normais de qualquer wormhole, em especial usando o método WK B.
Para isso, primeiro devemos construir as fungdes b(r) e A(r) e com isso termos uma
expressao particular e explicita do potencial. Com esse intuito é que introduziremos

como o wormhole do halo central da galaxia pode ser definido.
4.4 Wormhole do Halo Central da Galaxia

Nessa secao, tentaremos definir as condi¢des que devem sustentar wormholes
nos halos centrais da galdxia, com base nos trabalhos Farook Rahaman, P. Salucci[17],[45].
Com isso poderemos construir as fun¢oes A(r) e b(r) necessarias para uma expressao
explicita do potencial.

Das varias partes que compoem a Via Lactea que podemos distinguir, a regiao
dos halos é uma das maiores estruturas. Os halos sdo regioes esféricas que se estendem

para além do disco de rotagao. Essa regiao contém poucas estrelas e bem como gés é
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poeira formando os aglomerados globulares. Apesar da pouca matéria visivel, os halos
contém umas massa estimada em (1, 2235 - 10" M) quase 90% de toda a massa da Via
Lacteald6]. Essa imensa massa s6 pode ser explicada pela a existéncia de matéria escura.
Cuja presenca s6 pode ser mostra por efeito gravitacional sobre a matéria baridnica. A

figura (10), mostra esquematicamente a posicao dos halos com relagao a galdxia.

Halo galactico

* Aglomerados globulares
do halo

Disco galactico Disco galactico

- -

Galaxia Ané de§ j Sistema Solar
Sagitario Bojo central

Figura 10: Via Lactea, vista do plano de rotagao, nesse esquema vemos a extensao dos
halos, sendo regioes em forma esférica que irradia a partir do centro da galaxia. A maior
parte da matéria que compoe a galdxia, se concentra nessa regiao, com uma massa
estimada em mais ou menos 1,2 - 102 M

Sao nesses halos que um dos ultioms trabalhos de Farook Rahaman, G.C.Shit,
Banashree Sen, Saibal Ray, sobre a possivel existéncia de wormholes na regiao dos halos
se concentra [47]. Dito de outro modo, descreveremos como a geométria do espago-tempo
dessa regiao da galaxia pode ser dada por um hormhole. Para tentar responder essa
pergunta, vamos primeiro definir o perfil de densidade da distribuicdo de matéria escura.

Segundo Navarro, o perfil de distribuigdo da matéria escura fria (CDM) é dado por [48]:

plr) = —"—) (4.37)

2
A

onde p; e ry sao a densidade de escala e o raio de escala, usados nas simulacoes para

delimitar as condigoes iniciais. A equagdo (4.37), serve como base para analisarmos o

comportamento da matéria escura em diversas regides dos halos. Entretanto podemos

utilizar outros perfis aproximados, segundo a regiao dos halos que temos interesse de

considerar. Para as regioes centrais do halos, podemos usar um perfil de densidade baseado

na curva universal de rotacao, ((UCR), na sigla inglesa), que prediz uma densidade em



64

funcao de r:

_ POT3
p(r) = ETSCET) (4.38)

Essa tltima expressao se baseia intrinsecamente na analise observacional do movimento
orbital de estrelas poeira e gas dessa regiao. Tanto as equagoes (4.37) e (4.38) podem
ser usadas para construir a fun¢do forma b(r) do wormhole. Nessa abordagem inicial
usaremos apenas a equagao (4.37), como sabemos a fun¢ao forma b(r) esta relacionada

com a densidade de matéria por:

’

bir) _ 8mp(r), (4.39)

r2

onde b/(r) = dflir) e lembrando que estamos adotando a convencao G = 1, ¢ = 1. Entéo

integrando a equacao (4.39), obteremos;

_ 3 r 1
b(r) = 8mpsr; [ln (1 + 7”5> + n 11 +C, (4.40)

Ts

onde C' é uma constante de integracao. Pode se mostrar que a constante de integragao
C' nesse caso ¢ nula, com base [45]. E ainda nesse artigo, se quisermos especificar com-
pletamente a fungao forma b(r), podemos usar p; = 0.05, rs = 1 Kpc. No caso estamos
considerando que o raio da garganta r é diferente do raio de escala r,. De fato, no artigo
[45] encontramos ry = 1.7192, que satisfaz a condi¢do b(1.7192) = 1.7192. Para esses

valores, (4.40) fica explicitamente definida:

1
b(r) = 1.2566 ] +in(r+1)|, (4.41)

+r
cujo comportamento pode se visto no grafico da figura 11. Precisamos agora determinar a

br
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Figura 11: O grafico mostra o comportamento da fungao forma b(r) dada pela equagao
(4.41), com os parametros definidos for p, = 0.05, r, = 1 Kpe.
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fungao redshift A(r), isso pode ser conseguido através das caracteristicas do movimento da,
matéria dos halos. Isto é, o movimento dos corpos em torno galdxia depende estritamente
da distribui¢do da matéria que compoe a galaxia. Vale a pena, dizer que o movimento dos
corpos que orbitam a galdxia compde um movimento diferencial, ou seja, a velocidade de
rotagao é diferente para cada valor de r, ao contrario se fosse um corpo rigido. Embora o
sistema solar também apresente movimento diferencial, a forma como os corpos orbitam
a galdxia é bem distinta da do sistema solar. Isso se deve pela forma como a matéria
da que compde a galaxia afeta o movimento corpos que nela orbitam. As figuras 12 e 13

exemplificam isso. Novamente, segundo Chandrasekhar [18], a velocidade tangencial v®

M) —
x

200 \erbltas keplerianas

101D

Velocidade de rotacéo (km/s)

L __|__{ ....... - | I T R

20,000 10,000 60,000
Distancia ao centro galatico (anos-uz)

Figura 12: Vemos o gréafico da velocidade de rotacao dos corpos que orbitam a Via
Lactea, em funcao da distancia com relagao a distancia como é observado. E o gréfico
tedrico da orbitas keplerianas, claramente vemos como a distribuicao da matéria
barionica e da matéria escura muda radicalmente os valores predito pela mecanica
newtoniana. (Extraido de astro.if.ufrgs.br)

de corpos que seguem uma geodésica, esta relacionado com a fungao redshift por:
e* = Br, (4.42)

com [ = 2(v?)? e a constante de integracio é dada por B = 1/r!. Entao, para encontramos
uma expressao explicita de A(r) é necessrio tentarmos encontrar uma expressao que
relacione a velocidade de rotagdo com distancia radial. Uma das solucoes possiveis é
plotar um polinémio das velocidades em fungao da distancia, com base na tabela (2), de

modo que obtemos um polinémio de quinto grau para as velocidades:
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Figura 13: Nesse grafico vemos a distribuigao de velocidades de rota¢ao de um corpo (no
caso o sol) em funcdo da distancia radial. O grafico mostra ainda o que deviamos
esperar para o caso se houvesse apenas matéria comum e o que é realmente observado,
devido a presenga de matéria escura. (Extraido de astro.if.ufrgs.br)

v? =3-107° (1, 1-1077° —=3-107°r" +3.1- 1072 — 1.47% + 28 + 64) : (4.43)

Porém os autores, Farook Rahaman, P. Salucci, [17] deduzem uma expressao analitica

para a distribuicao de velocidades, dada por:
v? = arexp(—kir) + B[l — exp(—kyr)] . (4.44)

Ao se construir o grafico da equagao (4.44) e comprando com a curva observada da figura
13, concluimos que a equagao (4.44) representa uma boa aproximagao. Com base na
equagao (4.42) e B = 1/r,, podemos escrever;

e = <r>l, (4.45)

Ts
logo a func¢ao A(r) fica definida for:

r

A(r) = () In () . (4.46)

T's

Temos que mencionar que a equacao (4.46), nao se aproxima do eixo dos r de maneira
assintética, (na verdade A(R), cresce ilimitadamente com r), de modo que e** também
nao o faz. Como sabemos a métrica do wormhole se torna assintoticamente plana com
r — 0. Entdo devemos aqui sugerir um corte para expressao (4.46), onde a partir de uma

A

certa distancia a funcao e** cai suavemente. Para os valores particulares dos parametros
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R(kpc) v®(Km/s) R(kpc) v®(Km/s)

0.1 10.053 34.1 234.623
1.1 74.467 36.1 233.891
2.1 118.223 38.1 233.390
3.1 151.113 40.1 232.918
4.1 196.099 43.1 232.873
5.1 211.331 45.1 232.910
8.1 231.975 48.1 233.078

10.1 243.475 51.1 233.313
12.1 249.072 55.1 233.652
15.1 250.930 57.1 233.811
18.1 248.817 60.1 233.886
21.1 246.519 68.1 234.295
24.1 241.671 70.1 234.334
27.1 238.589 73.1 234.347

Tabela 2: Correspondes velocidades v? em Km/s, para seus respectivos raios r em Kpc
com base em uma massa de Virial total de 3 - 102M,

¥
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Figura 14: curva de rotagao previsto pela equagao (4.44), onde os pardmetros sdo dados
por: a = 0.0006, 5 = 0.00082, k1 =1, ky =1

Kpo

definidos na figura 14, permite encontrarmos uma expressao explicita de A:
2
A(r) = [0.0006 7 €™ +0.00082(1 — €")] " In(r). (4.47)

Entao com as equagbes (4.41) e (4.47), temos uma construcao razoavel para as fungoes
forma b(r) e a funcdo redshift A(r), que a principio nos permite construir o potencial de
Regge-Wheeler. Claro que esses expressoes sao bem particulares e que nos servem como
demonstragao. Tanto que poderias livremente escolher novos parametros para a equagoes

(4.39) e (4.42) segundo a conveniéncia.

4.5 Método WKB e os Potenciais de Regge-Wheeler do Wormhole do Halo
Central

Os modos normais de oscilacao sao de enorme importancia para estudo de cor-
pos em vibracao, devido a perturbacao de alguma natureza, em muitas areas de pesquisa.

A astrofisica e cosmologia sao algumas delas. Buracos negros experimentam vibracoes
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ressoantes, quando sao levemente afastado do equilibrio. E como sabemos essas vibracoes
sao de natureza gravitacional que se propagam pelo espago. Pelo fato de corpos como
os buracos negros irradiarem sua energia, eles devem constituir um sistema amortecido,
e como tal devem ser caracterizado por frequéncias complexas. De modo que, o espec-
tro de oscilagao é discreto e por isso comummente chamado de modos quase-normais.
Onde a parte real das frequéncias complexas representam a oscilagdo propriamente dita
e enquanto a parte imaginaria da conta do amortecimento do sistema das ondas gravi-
tacionais. Desse modo ¢ interessante termos em maos um método, que permita calcular
os modos quase-normais para sistemas como, buracos-negros e por analogia wormholes.
Um método particularmente simples, porém muito poderoso, é o método W K B ( Wentzel-
Kramers-Brillouin), este constitui uma método aproximado para resolugao de equagoes
diferencias. E também oferece uma algoritmo semianalitico, para determinar os modos
quase-normais. Nas secoes 4.2 e 4.3 vimos que as perturbacoes da métrica de Schwarzs-
child e de wormhole, podem ser descritas por equacgoes de onda semelhante a equacgao de
Schrédinger da mecéanica quantica;

d*(z)

da?

+ Q(z)Y(x) =0 (4.48)

Vimos que essas equagoes sao conhecidas como equagoes de Regge-Wheeler. O método
W K B é construido com base na expansao de Taylor do potencial Q(x) em torno do ponto
de maximo xy. Onde a variavel x é associada a coordenada tortoise r*, com dominio
de —oo, correspondendo ao horizonte de eventos, a +oo, correspondendo a espaco. O
potencial Q(x) deve satisfazer a condi¢ao de contorno, na qual Q(x) = costante, em oo
e ter um ponto de maximo em xy. Logo os coeficientes da expansao de Taylor de terceira
ordem de Q(x) ¢ dado por [19]:

B Y

(2Qq)'/2 2

0, 1,2 .., Rew>0
n = (4.49)

-1, =2 .. Rew<0

onde os termos;
(4) (3)
1 1 1 1

An) = ——— |= | =0 [ 2}— “0_| (7 + 6002 4.50
(n) (2Q0)1/2 [8 [Qo 4+0‘ 288 | Q) (7 +60a%) ( )

e
4
n4+ 1 5 (3) 1 Q(3)2 (4)
Qn) = —2 O 1 (77 +188a?%) — — |20 __*0 | (51 + 100a?
() =57 6912[@0 (TT+18807) — oy |~ qr | (L +1007)
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o )
— | (5+4
9304 g | O F4e)
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288 288

2 3
Z0_ | (674 68a%) + — | L0
Qo

(19 + 28a?) — 1 [

(1.51)

Aqui os dois tracos e os superindices da forma (n) representam deriva de () em relagdo

a coordena tortoise r* no seu ponte de maximo xy. O termo a = % + n, com sendo n
um inteiro que representa os modos de ressonincia. No caso especial, em que Q(z) é da
forma:

Q(z) = w?* — V(x), (4.52)
ou seja, no caso do potencial ser independente das frequéncias. Quando isso ocorre, pode
se mostrar que as frequéncias de oscilagao complexa sao escritas como:

w? = [Vo—i(=2V)) 2 A(n)] — i (n + ;) (—2V,)/? [1 + m] . (4.53)

Uma vez que o potencial V' for bem definido, podemos diretamente através de um método
computacional calcular as frequéncias dos modos quase-normais, dado pela equagao (4.53).
Notemos que, quando se implementa a equagao (4.53), junto das equagdes (4.50) e (4.51)
em algum programa de calculo, como no SageMath, podemos trocar a derivada em coorde-

nada tartaruga df* , pela derivada original d%. Onde ambas as derivadas estao relacionadas

1/2
por df* =t (1 — M) P4 ou seja basta fazer a regra da cadeia. Contudo antes de ser

T dr?
possivel aplicar o método W K B, devemos verificar se o potencial V' satisfaz as condigoes

de contorno assintética e se o potencial apresenta maximo.

Substituindo as equagoes (4.41) e (4.47) na equagao (4.7) e com ajuda do Sage-
Math, podemos tragar os potencias, para o caso da pertubacgao escalar, com os respectivos
valores | =0, [ =1, 1= 2, [ = 3. Observamos que o potencial para [ = 0 é essencialmente
negativo, sendo que V' — —oo para r — 0, enquanto V' — 0 para r — +o0. Ja para os
valores de | = 1,1 = 2, el = 3 os potencias apresentam o mesmo comportamento. Onde ha
uma regiao na qual o potencial é praticamente paralelo ao eixo vertical e outra em que o
potencial decresce suavemente para r — 0. Agora temos que construirmos o potencial V
em funcao da coordenada tartaruga r*. Para isso basta construirmos um conjunto grande
o bastante de pontos (V(r*),r*(r)). J& que a rela¢do entre a coordenada de r* e r é dada
por:

1
P 4.54
/eA /1 — b(r) (4.54)
logo para um respectivo valor de r podemos encontrar um ponto (V(r*),r*(r)). Agora

expressando os graficos o potencial V' com relagao a r*; observamos que pelas figuras 20
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Figura 15: Potencial de Regge-Wheeler Figura 16: Potencial de Regge-Wheeler
para [ = 0, devido a uma pertubacao para [ = 1, devido a uma pertubacao
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Figura 17: Potencial de Regge-Wheeler Figura 18: Potencial de Regge-Wheeler
para [ = 2, devido a uma pertubacao para [ = 3, devido a uma pertubacao

escalar. escalar.

a 23, o potencial é de fato um potencial sino, com excecao do potencial para [ = 0, que
é um sino invertido. Aplicando a equagao (4.53) para calcular os modos quase-normais,
obteremos paraos! =1, [ = 2, [ = 3, sendo que para cada [ encontraremos uma frequéncia
para cada valore n. Por sua vez os valores de n, associamos aos modos de oscilagao, sendo
que usaremos os para em nosso calculo apenas os valores n : —2, —1, 0, 1, 2. Entao
encontramos os modos quase-normais que podem ser vistos na tabela 3. Do mesmo modo
se substituirmos as equagoes (4.41) e (4.47) na equacao do potencial para perturbagoes
tensoriais, equagao (4.36), encontraremos os potenciais para os (I = 0,1 = 1,1 = 2,1 = 3),
como podemos observar nos graficos das figuras 25 a 28. Vemos que os graficos das figuras
25 e 26, tém o mesmo comportamento de V' — —oo a medida que r — 0. Porém para
um certo ponto o gréafico da figura 26 se torna positivo e passa por um maximo e tende a
zero com r — +00. Enquanto que o grafico da figura 27 cresce rapidamente até atingir
um maximo para em seguida decrescer suavemente com r — +o00. Ja para o grafico da
figura 28 temos uma regiao do grafico paralelo e para um outra temos que o potencial
decresce suavemente. Observamos que apds construirmos os graficos do potencial V' em

fungao da coordenada tartaruga r*, representados pelas figuras 30 a 33, o grafico da figura
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Figura 19: Gréfico da superposi¢cao do potencial de Regge-Wheeler para pertubagao
escalar, com [ =0,l=1,1=2,1=3

30 representa um sino invertido. Ja gréafico da figura 31 representa uma curva semelhante
a um sino invertido, mas com duas concavidades, enquanto que os graficos das figuras 32
e 33 representa o potencial sino de fato. Com auxilio da equagao (4.53) calculamos os

modos quase-normais para o potencial da perturbacao tensorial equagao (4.36).
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Figura 21: Potencial de Regge-Wheeler
Figura 20: Potencial de Regge-Wheeler para para [ = 1, devido a uma perturbacao
[ =0, devido a uma perturbacao escalar, escalar, com relacao a coordenada

com relagao a coordenada tartaruga r*. tartaruga r*.
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Figura 22: Potencial de Regge-Wheeler
para [ = 2, devido a uma perturbagao
escalar, com relagao a coordenada
tartaruga r*.
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Figura 23: Potencial de Regge-Wheeler
para [ = 3, devido a uma perturbacao
escalar, com relacao a coordenada
tartaruga r*.
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Figura 24: Superposicao dos potenciais V' para perturbacao escalar em funcao de r*,

coml[=0,l=1,1=2,1=3

=0

Figura 25: Potencial de Regge-Wheeler para
[ =0, devido a uma perturbacao tensorial.

Figura 26: Potencial de Regge-Wheeler
para [ = 1, devido a uma perturbacao
tensorial.
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=3

1.57790 4+ 0.42117+¢
1.42223 + 0.18172+

- =1 [ =2
n=—2|0.98476 + 0.20764 ¢
n=—1|0.80675+ 0.141354

n=>0 0.79503 — 0.034774% 1.41640 —
n = 0.97106 — 0.127807 1.55220 —
n = 1.24622 + 0.18683 ¢ 1.74232 —

2.14284 + 0.49885 1
2.01437 + 0.19207 ¢
2.00980 — 0.13590 ¢
2.11821 — 0.37903 ¢
2.28418 — 0.47992 ¢

0.128381¢
0.31903¢
0.30410¢

Tabela 3: Modos quase-normais do potencial devido a um perturbagao escalar para os

valores [ =1,1=2,1=3
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Figura 27: Potencial de Regge-Wheeler
para [ = 2, devido a uma perturbacgao
tensorial.
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Figura 28: Potencial de Regge-Wheeler
para [ = 3, devido a uma perturbacao
tensorial.
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Figura 29: Grafico da superposi¢do do potencial de Regge-Wheeler para perturbagao

tensorial, com [ =0,l=1,l=2,1=3

=3

- [=2

n = —2|1.28599 4 0.33985 1
n=—1|1.147374 0.14801+
n=>0 1.14440 — 0.12291¢
n = 1.27333 — 0.28826 %
n=2 1.44805 — 0.26665 %

1.96292 + 0.46312+¢
1.83603 + 0.17997 4
1.83203 — 0.13318%
1.94197 — 0.36423 %
2.10780 — 0.45198 ¢

Tabela 4: Modos quase-normais do potencial devido a um perturbagao tensorial para os

valores [ = 2,1 =3



Figura 30: Potencial de Regge-Wheeler para
[ =0, devido a uma perturbacao tensorial,

com relagdo a coordenada tartaruga r*.

Figura 32: Potencial de Regge-Wheeler
para [ = 2, devido a uma perturbacao
tensorial, com relagao a coordenada

tartaruga r*.
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Figura 31: Potencial de Regge-Wheeler
para [ = 1, devido a uma perturbacao
tensorial, com relacao a coordenada
tartaruga r*.
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Figura 33: Potencial de Regge-Wheeler
para [ = 3, devido a uma perturbacao
tensorial, com relagao a coordenada
tartaruga r*.
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Figura 34: Superposicao dos potenciais V' para perturbacao tensorial em funcao de r*,

com!l=0,l=1,1=2,1=3
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

A proposta desse trabalho, como vimos, foi determinar os potencias de Regge-
Wheeler para wormhole hipotético localizado nos halos centrais de matéria escura. Para
em seguida determinar os modos quase-normais, pelo método WKB. Desse modo, utiliza-
mos o modelo de (Navarro-Frenk - White) para o perfil de distribui¢do de matéria escura.
Com isso, conseguimos determinar uma expressao para a fun¢ao forma b(r) do wormhole,
equagao (4.41). Em seguida utilizando a equagao (4.44), que nos diz a distribuigao de ve-
locidades de rotacdo v® da matéria que orbita o centro da galaxia em funcdo da distancia.
Obtivemos a funcao redshift A(r) a partir de (4.44), resultando a expressao (4.47). A
equagao (4.44) como dissemos antes, representa um boa aproximagao para 0s corpos em
rotacao ao redor do centro da galdxia. Por isso essa expressao deve proporcionar uma
melhor aproximagao para se determinar A(r). No pago seguinte, definimos o método se-
mianalitico WBK, que no permite calcular numericamente os modos quase-normais dado
algum potencial. Sendo que o potencial em questao devia satisfazer as condi¢oes de con-
torno. Tais condigoes exigem que potencial deva ter um comportamento assintético no
intervalo —oo, +00. Mesmo que tenham valores distintos para o eixo x e possuir um
maximo nesse intervalo. Apods construirmos os graficos dos potencias de Regge-Wheeler,
para as fungoes b(r) e A(r) e montamos os graficos dos potenciais tartaruga correspon-
dente. Observamos que os potencias possuem o requisito de serem assintotico em ambos
os lados e possuem um maximo, mais precisamente obtivemos um potencial sino, para a
maioria dos casos. No caso do potencial para perturbacao escalar, equagao (4.7), cons-
tatamos que apenas o potencial para [ = 0 apresenta uma curva sino invertida, por isso
nao possui maximo. Contudo para os valores seguinte, [ = 1, [ = 2, [ = 3, observamos
que os potenciais cumprem os requisitos para determinarmos os modos quase-normais.
Do mesmo modo para o potencial resultante da perturbagao tensorial, equagao (4.36),
apenas os casos de [ = 0 e [ = 1, os potencias tartaruga nao representam uma curva sino
com um maximo unico. A partir de [ = 2 os potencias tartaruga representam uma curva
sino. Com isso podemos aplicar o método WKB, de modo que obtivemos alguns valores
dos modos quase-normais para o caso da perturbacao escalar, tabela 3, e para perturbacao
tensorial, tabela 4.

Entao cumprimos a proposta desse trabalho, sobre a investigacao dos modos
quase normais do wormhole do halo central da galaxia. Observamos assim, que os modelos
de distribuicdo de matéria escura fria de Navarro e distribui¢ao de velocidades dos corpos

na regiao dos halos, nos permitiram determinar os modos quase-normais satisfatoriamente.
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Embora, como ja haviamos discutido, os modos quase-normais nao carreguem toda a
informacgao contido pela fonte emissora, ainda assim possuem informagdes crucias sobre a
natureza da fonte. Isso motiva a investigacao dos modos quase-normais como ferramenta
de exploracao de varias estruturas exoticas. Muito recentemente com a deteccao de ondas
gravitacionais por parte do LIGO, a pesquisa com ondas gravitacionais tem aumentado
consideravelmente. De modo que a determinagao dos modos quase-normais servira de guia
para construcdao da astronomia gravitacional. Como propostas futuras continuaremos
a tentar investigar os modos quase-normais para outras métricas bem como tentarmos
construir o potencial de Regge-Wheeler para o setor polar da nossa métrica do wormbhole.
Uma proposta um pouco mais ambiciosa serd determinar os modos quase-normais para

estruturas construidos a partir do formalismo da gravitagao quantica em loop.
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