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“All powers of mind, all force of will
May lie in dust when we are dead,
But love is ours, and shall be still
When earth and seas are lead.”

(James Clerk Mazwell)



Resumo

Nos ultimos anos é crescente o interesse pelo estudo de teorias em espacos nao-
comutativos. As teorias de campos nao-comutativas sao relacionadas com compactifi-
cagoes da Teoria M, teoria de cordas em cenarios nao-triviais e no efeito Hall quantico.
Por outro lado, o papel da nao-comutatividade em teorias de uma particula encontra gran-
des aplicagoes quando analisado em cenarios de mecanica quantica e mecanica quantica
relativistica. Nestes contextos os estudos das equagoes de Schrodinger e Dirac com massa
dependendo da posigao (MDP) tem despertado muita atencao na literatura. Sistemas
dotadas de MDP constituem modelos tteis para o estudo de muitos problemas fisicos.
Em particular, eles sao usados para estudar a densidade de energia em problemas de
muitos corpos, determinando as propriedades eletronicas de heteroestruturas semicondu-
toras e também para descrever as propriedades de heterojungoes e pontos quanticos. A
investigacao de efeitos relativisticos, em particular, é importante para sistemas contendo
atomos pesados ou dopagem por ions pesados. Para esses tipos de materiais, o estudo das
propriedades da equacao de Dirac, no caso em que a massa torna-se variavel é de grande
interesse. No presente trabalho analisamos a equacao de Dirac com massa dependendo
da posicao, na forma de potencial tipo-Coulomb mais um termo de confinamento, num
espaco nao-comutativo e calculamos as corre¢oes no espectro de energia devido a presenca
do termo de massa modificado.



Abstract

In recent years, there is growing interest in the study of theories in non-commutative
spaces. Theories fields of non-commutative are related with compactifications of M theory,
string theory and the quantum Hall effect. Moreover, the role of the non-commutativity of
theories of a particle finds large applications when analyzed in scenarios quantum mecha-
nics and relativistic quantum mechanics. In these contexts studies the Schrodinger and
Dirac equations with mass depending on the position (MDP) has attracted much attention
in the literature. Systems endowed with MDP models are useful for the study of many
physical problems. In particular, they are used to study the energy density in problems
of many bodies, determining the electronic properties of semiconductor heterostructures
and also to describe the properties of heterojunctions and quantum dots.The investigation
of relativistic effects, in particular it is important for systems containing heavy atoms or
doping by heavy ions. For these types of materials, the study of the properties of the Dirac
equation, in the case where the mass becomes variable is of great interest. In this paper
we analyze the Dirac equation with mass depending on the position, in form of potential
like-Coulomb added a term of confinement in a non-commutative space and calculate the
corrections to the energy spectrum due to presence of the mass term modified.
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1 Introducao

A fisica no século XX passou por uma grande revolugao. O surgimento da teoria da
Relatividade Especial e da Mecénica Quéantica proporcionou uma descrigdo consistente
dos fendémenos fisicos além dos limites das teorias classicas vigentes. A teoria da Relativi-
dade Especial proposta por Einstein em 1905 explica eventos fisicos que ocorrem quando
objetos se deslocam com velocidades préximas & velocidade da luz [1]. J4 a Mecéanica
Quéntica desenvolvida por Bohr, Heisenberg, Schrodinger e outros [2], consegue descrever

o comportamento de objetos muito pequenos, com dimensoes proximas as dos atomos.

A unido dessas duas vertentes da fisica levou a formulacao da Mecanica Quantica
Relativistica. A Mecanica Quantica Relativistica propoe o estudo das func¢oes de onda
que obedecem as equagoes relativisticas de Klein-Gordon, para particulas de spin-0, e as
de Dirac para particulas de spin-1/2. Existem outras equagoes relativisticas conhecidas
na literatura que sdo vélidas para particulas massivas de spin maiores, como por exem-
plo a equacao de Proca para particulas de spin-1 e a equacgao de Rarita-Schwinger para

particulas de spin-3/2.

O sucesso da Mecanica Quantica Relativistica é verificado pela teoria de Dirac. A
equacao de Dirac consegue descrever naturalmente o spin intrinseco e a helicidade dos
elétrons. A helicidade esta relacionada a direcao de movimento de uma particula. Objetos

de spin-1/2, possuem helicidades —1 e +1, por exemplo.

A equacao de Dirac prevé que para cada particula de energia positiva existe uma
antiparticula com mesma massa e spin, porém com energia negativa. Além disso, quando
uma particula carregada entra em contato com sua antiparticula hd uma aniquilacao de

ambas, gerando uma energia que produz fétons.

No entanto, uma descri¢ao mais completa e mais coerente das particulas elementares
estd no contexto da Teoria Quantica de Campos (TQC). Para a TQC as particulas sao
interpretadas como modos de vibracao de campos fundamentais que preenchem o espaco-

tempo.



11

Recentemente, tem surgido um grande interesse no estudo de teorias no espago nao-
comutativo. As teorias de campos nao-comutativas estao relacionadas a teoria de cordas,
a gravitacao quantica, ao efeito Hall quantico na matéria condensada, e hé ainda varias
explicacoes no contexto da mecanica quantica e mecanica quantica relativistica. A ge-
ometria ndo-comutativa teve origens nos trabalhos de Weyl e Moyal [3], que estudaram
métodos de quantizacao do espaco de fase. Mas foi Snyder o primeiro a desenvolver uma

teoria consistente para coordenadas de espagos nao-comutativos. [?]

A idéia de Snyder era que se pudesse encontrar uma descri¢do coerente para a estrutura
do espaco-tempo de modo que as divergéncias em teoria quantica de, campos pudessem
ser eliminadas. Ela deve ser equivalente a um “cut-off” ultravioleta A, em integracoes
no espago dos momenta para calcular diagramas de Feynman, que implicitamente leva
a uma escala de comprimento fundamental A~! abaixo do qual todos os fenémenos sio

ignorados.

Por outro lado, uma vez que o programa de renormalizacao da teoria quantica de
campos provou ser bem sucedido em prever, com precisao, valores numéricos para obser-
vaveis fisicos na Eletrodindmica Quéantica (EDQ), essa idéia de nao-comutatividade foi
abandonada. Seu retorno aconteceu apenas em meados dos anos 1980 quando a nogao de
estrutura para um cenario de nao-comutaividade foi generalizado por Connes, Woronowicz
e Drinfeld [4], [5]. Juntamente com a definigdo de uma integragao generalizada, isto levou
a uma descricao algébrica do operador espaco-tempo, nao-comutaivo, permitindo definir
uma teoria de calibre (gauge) de Yang-Mills em uma classe de espagos nao-comutativos

(NC). A teoria de Yang-Mills é um exemplo concreto de fisica em espagos NC.

Outro exemplo de aplicacao fisica de teorias em espacos NC é o uso de uma forma
modificada do mecanismo de Kaluza-Klein em que as dimensoes escondidas sao substitui-
das por estruturas nao-comutativas. Neste contexto, o campo de Higgs é um campo de
gauge discreto Zs em um espago NC, considerado como um tipo de excitacao interna de
Kaluza-Klein. Isto leva a uma prova automatica do mecanismo de Higgs, independente
dos detalhes do potencial de Higgs. Os parametros de entrada sao as massas de todos os
quarks e léptons, enquanto a massa de Higgs é uma previsao do modelo. Contudo, esta
abordagem acabou sendo esquecida. No entando, o modelo levou a um renascimento da
idéia de Snyder de que a relatividade geral classica iria quabrar na escala de Planck por-
que o espaco-tempo nao seria mais descrito por uma variedade diferencial. Nessas escalas,

flutuacoes quanticas gravitacionais tornam-se grandes e nao podem ser ignoradas.

Uma evidéncia tedrica mais concreta para a nao-comutatividade do espaco-tempo
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veio da teoria de cordas, uma forte candidata para uma teoria quantica da gravidade. As
cordas, da teoria de cordas, tém comprimento intrinseco finito [;. Baseado na analise de
amplitudes de espalhamento de cordas em altas energias [6], as relagoes de incerteza de

Heisenberg de cordas modificadas tém sido postuladas na forma
Az = L 2a (1.1)
T= 3 Ap il D :

onde = é o operador posi¢ao, p o operador momentum e l% ¢ o comprimento de Planck.
Quando [; =0 a relagdo acima d& a predigdo da mecénica quantica usual. Porém, (1.1)
sugere que o tamanho de uma corda cresce com sua energia. Além do mais, minimi-
zando (1.1) com relagao a Ap se produz um limite inferior absoluto na mensurabilidade,
(AZ)min = 12. Dessa forma, teoria de cordas dai uma realizacao explicita da nogao de coor-
denadas espalhadas do espago-tempo. Geralmente, relagoes de incerteza do espago-tempo

tém sido postuladas na forma

Ar'Ax? =1

Assim, as configuragoes do espaco-tempo sao espalhadas e a nogao de ponto torna-se
sem sentido. No limite de baixa energia [, — 0, se recupera o espago classico usual com

coordenadas comutantes em escalas de grandes distancias.

Veremos no capitulo 2 uma descricao da equacao de Dirac e como ele conseguiu evitar
a ocorréncia de densidades de probabilidades negativas que apareciam na equacao de

Klein-Gordon, além disso foi possivel prever a existéncia de antiparticulas.

Estudamos no capitulo 3 como se da a quantizacao de Weyl e suas propriedades e como
sao as relagoes de comutagao entre as coordenadas do espago nao-comutativo. Também
estudaremos o produto de fungoes nesse espaco, que é chamado de produto estrela (ou
produto Moyal). Ainda nesse capitulo, veremos uma forma de transformacdo de um
campo de gauge nao-comutativo em um campo de gauge comutativo através do mapa de
Seiberg-Witten.[7]

No capitulo 4 buscamos o limite nao-relativistico do Hamiltoniano de Dirac, no con-
texto de uma teoria de massa efetiva bastante discutida em fisica da matéria condensada,
através de uma transformacgao de Foldy-Wouthuysen. Estendemos essa transformagao
para o caso do Hamiltoniano modificado devido a nao-comutatividade do espago. Dessa
forma, encontramos o limite nao-relativistico do Hamiltoniano de Dirac no cenario em
que consideramos a massa dependente da posicao no espaco nao-comutativo. Usando
a representagdo de Foldy-Wouthuysen (FW) obtemos um termo adicional referente &

nao-comutatividade do espago. Esse termo estd ausente quando consideramos o espago
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ordindrio comutativo (6 — 0).

No capitulo 5, fazemos uma investigacdo da massa dependente da posicao sob a
forma de um potencial tipo-Coulomb (proporcional a 1/r) somado a um termo confi-
nante (proporcional a ), onde inserimos a nao-comutatividade dessas coordenadas por
um “shift”. Através de uma aproximagao nao-relativistica (representagdo FW) do Hamil-
toniano de Dirac #-modificado encontramos um Hamiltoniano analogo a um Hamiltoniano
nao-relativistico de uma particula submetida a uma campo elétrico externo com acopla-
mento minimo. Para o atomo de Hidrogénio, o termo devido a nao-comutatividade do
espago realiza o papel do campo magnético (efeito Zeeman) e do spin (do préton ou
nicleon), o que implica que em uma interagao elétron-ntcleon. Além disso, esse termo
remove as degenerecéncias dos niveis de energia, permitindo um “split” em subniveis nao

degenerados.

Calculamos, ainda no capitulo 5, as corre¢des de energia, usando teoria de perturba-
¢ao0, devido a presenca do termo nao-comutativo no Hamiltoniano de Dirac com MDP,
sob a forma v 1/

Com isso, usando apenas a contribuicdo de uma distribuigao esférica de massa, podemos
chegar a uma expressao idéntica a expressao para o atomo de Hidrogénio no contexto de
nao-comutatividade. Essas correcoes que encontramos sao dadas em termos do parametro
A. Se esse parametro tiver valor igual ao valor do quadrado da carga elétrica, chegamos

aos mesmos resultados das estimativas de | 6 | para os nfveis 2P /5 e 2P; .
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2 A Equacao de Dirac

Em meados de 1926, o fisico austriaco Erwin Schrodinger desenvolveu a Mecanica
Quéntica Ondulatéria, cujo resultado principal é a Equacgao de Schrodinger (ES). Essa
equacao descreve a evolucao temporal do estado quantico de um sistema fisico, similar ao

da segunda Lei de Newton para a Mecanica Classica.

Podemos escrever a ES como uma equacao diferencial que possui derivadas de primeira
ordem em relagao ao tempo enquanto as derivadas em relagao as coordenadas espaciais

sao de segunda ordem. Em geral costuma-se escrever a ES sob a forma:
0= (21)
ith— = :
ot ’

onde o operador Hamiltoniano associado a particula H = —%V2 + V(7) contém tanto o
operador energia cinética como o operador energia potencial V. A fim de termos uma
descricao relativistica foi entdo desenvolvida equagdo de Klein-Gordon (KG). Ela ¢é a
equacao de movimento capaz de descrever particulas sem spin e pode ser escrita mate-
maticamente como uma equacao de segunda ordem na derivada espacial, bem como na
derivada temporal:

1 0? m2c?
Foa? Vvt =0

Contudo, existe um grande inconveniente para o uso da KG, a saber: esta equagao nao

corresponde a uma densidade de probabilidade positiva definida, isso contribui para uma

interpretacao fisica nada simples.

As dificuldades com a interpretacao da probabilidade negativa da funcao de onda
encontrada na equacgao de Klein-Gordon, levaram Dirac a propor que a equacdo a ser
satisfeita pela funcao de onda, fosse de primeira ordem em relagao ao tempo, e também

em relagao ao espago, por covariancia, o que evita distribui¢oes de probabilidade negativas.

A ED pode ser escrita como uma equagao tipo-Schrodinger da forma (2.1), contanto
que o Hamiltoniano H seja escolhido de modo que os requisitos da relatividade especial

possam ser satisfeitos.
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Assumindo que a particula a ser descrita tenha massa de repouso m e denotando por

¢ a velocidade da luz no vacuo, podemos escrever a ED como:

ihﬁatw = [co?- (—z‘hﬁ) —l—ﬁmcz} 1. (2.2)

Em (2.2) adotamos para o operador Hamiltoniano H a forma,
ﬁ:céz’-ﬁ—i—ﬁch, (2.3)

onde p = —ihV representa o operador momentum da particula e @ e 3 sdo matrizes cujas
componentes satisfazem

Qi0G + oy = 2(51']'
a; 8+ Pa; =0
f2=1.

Desse modo a funcao de onda 1 adquire carater espinorial e é denotada por uma matriz

coluna.

Uma escolha usual de conjuntos de matrizes que satisfazem essas condigoes é

I 0
]eﬂz[o _]]. (2.4)

0 1
g1 = )
1 0

QL

I
1
QT ©
o Q

onde

1 0
o3 =
0 —1

(¢) sdo as matrizes de Pauli e I é a matriz identidade 2 x 2 [1].

A fim de escrever a ED de maneira mais suscinta, introduziremos as matrizes v de

Dirac em termos de a e 3:
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v = Bay
sendo
=",
As matrizes de Dirac sdo matrizes 4 x 4 e obedecem a relagdo de anticomutagao:
{7 =AY A = 29" (2.5)
onde g" é a métrica do espago que estamos estudando [2].

Em termos dessas matrizes, a ED fica:

ihy" 0, —meyp =0 (2.6)

onde 8% = 0,, € definida como sendo a derivada covariante. Essa ¢ a forma covariante da

ED e v é uma matriz coluna com quatro componentes chamada de espinor de Dirac.

E importante observar que o espinor de Dirac ¢ deve satisfazer a equacio de KG.

Multiplicando a equagao (2.6) por iv,0” e tomando i =c =1, vem
— 1 AM0" 0, — im0V = 0. (2.7)

Usando (2.6), ficamos com
YY" Optp + m2) =0. (2.8)

Aplicando a relagao de anticomutagao das matrizes de Dirac (2.5) a equagao (1.8) fica
"0, +m*p =0 (2.9)

que é a equacao de Klein-Gordon. Portanto, vimos que o espinor de Dirac satisfaz as

relacoes relativisticas entre energia, massa e momento.

Outra propriedade importante da ED esté relacionada a sua corrente de probabilidade
"=y,
onde ¥ = 14" é um espinor adjunto de . Tomando o indice p = 0, vemos:
= = = P [ P+ [ 0s [P+ [ |

é positiva. ;Y pode ser interpretado como uma densidade de probabilidade para a particula

em questio, a ED deixa claro essa interpretacio de que j° é positivo definido, ao contrério
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da equagao de Klein-Gordon.

2.1 Covariancia da Equacao de Dirac

A fisica descrita por qualquer equacao relativistica deve ser independente do referen-
cial de Lorentz adotado. Portanto para uma descricao fisica verdadeira, a equacao deve
ser invariante com respeito a escolha do sistema de coordenadas. Considere um referencial
F, e um observador R e coordenadas z*. O observador R “vé” uma particula descrita
pela equacao de onda ¥ (z#) que obedece a equagao (2.7). Em outro referencial F’ com

um observador R’ e coordenadas z'¥ dadas por
AV AVl
¥ =Nt =0, =N,0,,

R’ descreve a mesma particula por ¢'(2'") que satisfaz a

0 P (") —my! (') = 0. (2.10)

el

A covariancia de Lorentz implica que as matrizes v sdo as mesmas em ambos referenciais.

Contudo, isso nao ocorre com os espinores, que se transformam da seguinte forma

V(a') = S(A)i(z), (2.11)
onde S(A) tem de ser uma matriz unitéria, St =S~!. Aplicando S na ED (2.6), ficamos
com

(iv"As0), —m) STHA) (z') = 0.
Em seguida, multiplicando por S(A), obtemos
(iS(A)y* Ay ST (A, —m) ¢/ (') =0,

de tal forma que a matriz de transformacao deve satisfazer:

S(A)Y*STHA) = ALAM. (2.12)

Vamos agora considerar transformagoes infinitesimais

Vo,V v
A, =g, + 0wy,

S(A)=1— %A””éww.
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Ay é antissimétrico em poe v e AW = ot = S [y",4¥]. oM sdo geradores de Poincaré

atuando em campos de spin-1/2. Para transformacoes finitas
S(A) =exp (—iAWéwW> :

O espinor adjunto ¢ = ¥y se transforma da seguinte forma

V(@) = ¢l (2)ST A" = ST (A)

Assim, ¢(z) = 1(x) é um escalar.

2.2 Solucdes da Equacao de Dirac para Particula Livre

A ED admite soluc¢oes de onda plana da forma
W) = el =D M) (2.13)
onde u(p) é um espinor de 4-componentes que também satisfaz a ED

(p—mc)u(p) =0 (2.14)

sendo "0y, = y#p, = p. O produto escalar de dois espinores u e v’ é dado por
4
' =, = iy (2.15)

O Hamiltoniano H = ca 5 4 pmc? é hermitiano dentro deste produto escalar [8]:

4
uHu= Y w,Huu, = (Hu')u (2.16)
p,r=1
desde que u = p* e v =v*, seus autovalores sdo portanto reais. A equagao (2.15) é um

sistema de 4 equacoes lineares homogéneas para as componentes u,,, p = 1,2,3,4, para

2 —m2c?)? = 0. Dessa forma,

solucoes existem apenas se p? = m?2c?, ou seja, apenas se py = +/p2 +m2c2. Seja ut(p)
na solugao para cpg = E(p) = +1/p? — m2c? tal que u (p) satisfaz a equagio

que s6 existam solugdes ndo triviais se det(p —mc) = (p

(cd-p+ mcu (7) = E(7)us (p)- (2.17)

Ui
Se escrevermos u4 = [ ] onde u1 e uz tem duas componentes cada, e adotando a

U2
representacao (2.4) para @ e 3, temos
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= B(7)

I 0 9 Ul
mc
0 —1 u9

Assim, encontramos que u; e uz obedecem as seguintes equagoes:

U1
U2

c&-ﬁuz +mctuy = E(p)u (2.18)
& - pui +mctug = E(p)ug (2.19)
Desde que E(p)+mc? # 0,
G p
=C—>5 2.20
2 CE(ﬁ) tme2 (2:20)
substituindo este valor de ug em (2.19), encontramos que
o (G-D) 2
— =F 2.21
(C B +me " )“1 (P)u (2:21)
Desde que (5‘5)2 =p%e
2,2 E()2 — m2c4
D _EW) mmE g e (2.22)

E(p)+mc?  E(p) +mc?
A aquagao (2.20), de forma andloga, é satisfeita. H4, portanto, duas solugdes linearmente

independentes de energia positiva para cada momento p, que corresponde, por exemplo,

1 0
a escolha u; = [ } ou u; = [ Isto pode também ser visto de outra forma. O
0 1

operador Hamiltoniano H = ¢d@ -+ Bmc? comuta com o operador hermitiano
Xop

s(p) = 0 (2.23)

c 0
0 ¢

s(p) é chamado de operador helicidade ou simplesmente helicidade da particula, e cor-

Onde
E pr—

responde fisicamente ao spin da particula paralelo a direcao do movimento. As solugoes
sdo portanto escolhidas para ser simultaneamente autofun¢oes de H e s(p). Desde que
s2(p) = 1 os autovalores de s(p) sio 1. Para um dado momentum e sinal da energia, as
solugbes podem ser classificadas de acordo com os autovalores +1 ou —1 de s(p). Uma

classificacdo similar para as solucoes de energia negativa —/p%+m?2c2 para um dado
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momentum tem também duas solugoes linearmente independentes que correspondem aos
autovalores +1 ou —1 de s(p). Em resumo, para um dado momentum p ha quatro solugoes

linearmente independentes da ED, caracterizado por pg = £cE(p), s(p) = £1.

Uma forma explicita para duas solugoes linear independentes para energia positiva e

momentum p é dada por

1
E(p) +mc? 0
) - [P 1 (224)
Gp
E(p)+mc? [ 0 ]
_ ) -
@), | E(P)+mc? 0
COINTEG | L o (2:25)
E(p)+mc? 1

onde a constante de normalizacdo requer que u*u = 1. Note que estas duas solugoes sao

ortogonais entre si, ou seja,
ul* (B)ul? (B) = v

comr,s=1,2. Assolugdes acima nio sao autofungoes de s(p). Solugoes de energia positiva
correspondentes a helicidade definida sdo obtidas notando que a equagao s(ﬁ)ug_i) (p) =

j:uf:) (p) implica que

(E-ﬁ)ugi) = :I:ugi)
(c- ﬁ)ugi) = iugi)

+ +) -~ . . . . +
onde :I:ug ) e :l:ué ) sdo as componentes superior e inferior, respectivamente, de :I:ugr ), e

()

n é o vetor unitario na diregao de p, i = p/ | p’|. Portanto u;’ normalizado é dado por

+) 1 ng+1
U = .
2(n3—|—1) ny +11no
(&
_ 1 —n1+1no
S

1 .

2(713—1—1) n3+1
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Uma autofuncao normalizada de energia positiva com helicidade +1 ¢é entao dada por

- a1 -
L
() = E(p)+mc? ni+ing (2.26)
1/ 7”L3+1 2E ﬁ) cGp n3+1
B(p)+me? ni+ing

Alias, notamos que no limite nao relativistico as componentes us de uma solugao de
energia positiva sao da ordem de v/c vezes uj, e portanto pequenas.

2,52 2 2
“ c’p X muv N 1 <v> N
= ~|— ~-— |- 2.27
i (E(ﬁ)ijCQ)Qulu1 <2mc> e (227)

No caso limite de uma particula em repouso, p'= 0, os quatro espinores linearmente
independentes, que neste caso também sao tomados como autofungoes de Y3, sdo:

(1) para py = mc?

N %
0 1
Y3=+4+1— edXzg=—1—
0 0
0 0
(41) para pg = —mc?
% N
0 0
Yy =41 eN3=—1-
1 0
0 1

2.2.1 Estados de Energia Negativa

Apesar da ED resolver o problema da densidade de probabilidade negativa encontrada
na equagao de Klein-Gordon, temos notado que a ED admite solu¢oes de energia negativa.
Sua interpretacao fisica gerou grande dificuldade por algum tempo, se caso existisse uma
particula com energia negativa ela estaria acelerada na direcdo oposta a da forga externa.
Como os autolvalores de 7° sdo 1 ha duas solucdes de energia negativa. Para cada valor
de p, ha duas solugoes de energia positiva, correspondentes aos estados de uma particula

de spin-1/2, e duas solugdes de energia negativa adicionais. O espectro de energia das
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solugoes é mostrado na figura (2.1) [9], e o problema representa o mesmo que existia
na equagao de Klein-Gordon. Um elétron em um estado de energia pode saltar para
um estado de energia negativa, e em cascata para “baixo” até E = —oo, emitindo nesse
processo uma quantidade infinita de radiacao eletromagnética. A solucao de Dira para
este problema tem como base o fato que elétrons tém spin-1/2 e portanto obedecem ao
principio de exclusdo de Pauli. Dirac supos que o estado de energia negativa ja estd
completamente cheio, e o principio de exclusao de Pauli impede que qualquer elétron a
mais seja capaz de entrar no “mar” de estados negativos. Este “mar” de Dirac é o vacuo,
assim, na teoria de Dirac, o vacuo nao é “nada”, mas um mar infinito de elétrons, prétons,

neutrinos, neutrons e todas as outras particulas de spin-1/2 de energia negativa.

'y
a E b E
E=mc2>0 E=mc2>0
---------------------------------------------------- 0 et e
00000000
0000000
E=-mc?<0 E=-mc?<0
0000000
0000000
c E d E
Elétron Elétron
@
NN ava
Radiagdo Radiagdo
0 0 0 0 00 0@
O 0 0 @ 00000600
Buraco Buraco
00000000 00000000
0 0000000 00000000

Figura 2.1: Em (a) é mostrado a estrutura dos niveis de energia positiva e negativa. Os estados
de energia negativa estdo todos ocupados (b). Na parte (c) vemos que um desses estados pode
ser arrancado por um féton e pode criar um par particula-antiparticula. E (d) a aniquilagdo de
pares produz radiacdo, par de fétons.

Esta teoria faz uma previsao importante, para supor que ocorre uma vaga no “mar”
de elétrons, deve haver um “buraco” com energia | £ |. Um elétron com energia £ pode

preencher esse buraco, emitindo energia 2F, e deixando o vacuo [2]:

e~ +buraco — energia,

—+

entdo o buraco efetivamente tem carga e’ e energia positiva. Essa particula e™ é chamada,
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de positron, a antiparticula do elétron, que foi descoberto experimentalmente em 1932 por
Anderson e garantiu o prémio Nobel de 1933 para Dirac. Contudo, a teoria de Dirac prevé
a existéncia de antiparticulas nao somente para o elétron, mas para todas as particulas
de spin-1/2.

A previsao e descoberta de antiparticulas tornou-se um dos fatos marcantes na histéria
da fisica. A ED tem sido muito bem sucedida em suas previsoes e aplicacoes, e apesar do
sucesso da resolucao do problema de energias negativas, a ED descreve a dinamica tanto

de partiiculas como de antiparticulas.
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3 Nao-Comutatividade do Espaco

3.1 Introducao Histoérica

Do ponto de vista de Heisenberg: quantidades fisicas sao governadas pela algebra nao-
comutativa [10]. Snyder, em 1946, motivado pela necessidade de controle das divergéncias
que tém atormentado teorias como Eletrodindmica Quéntica (EDQ), foi quem primeiro
formalizou esta idéia. A idéia por tras da nao-comutatividade do espago-tempo é muito
inspirada pela mecanica quantica. Um espago de fase é definido substituindo as varidveis
posicdo e momentum canénicos z¢,p/ por operadores hermitianos #%,p/. O espaco de
fase torna-se “espalhado” e a nocao de pontos é substituida por uma célula de Planck.
No limite classcio h — 0, se recupera o espago ordinario. Neste cenario, o estudo de
propriedades de espagos é feito em termos puramente algébricos, abandonando a nocao
de ponto. Como na quantizac¢ao de um espaco classico, um espago-tempo nao comutativo
é definido substituindo coordenadas z* por operadores hermitianos ' que obedecem as

relagoes de comutagao [11]

(2%, 2] = i6Y. (3.1)
O caso mais especial de (3.1) é onde 6% ¢ uma matriz antissimétrica N x N constante de
valor real com dimensoes de comprimento ao quadrado. Desde que as coordenadas nao

mais comutam, elas ndo podem ser simultaneamente diagonalizadas (ndo sendo possivel

medir com precisao a posi¢ao da particula) e devido a relacdo de incerteza do espago
iAd~ 1| gid
Ax A$J2§|9]| (3.2)

um ponto nesse espaco é substituido por uma célula de Planck de dimensao dada pela
area de Planck. Assim, em distancias de ordem do comprimento de onda de Planck, o
espaco-tempo perde sua estrutura de variedade continua e suave e deve ser substituido

por algum tipo de estrutura nao-comutativa.

Muitas das idéias gerais por tras da nao-comutatividade sao baseadas em grande parte
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nos alicerces da mecanica quantica. Dentro do formalismo de quantizacao canonica, Weyl
introduziu uma elegante prescricao para associar um operador quantico a uma funcao
classica no espago de fase [12]. Esta técnica fornece uma forma sistematica para descrever

espacos NC em geral e para estudar teorias de campo nele definidos

3.2 Operadores de Weyl

Definimos um espaco nio-comutativo substituindo as coordenadas locais z* de RP
por operadores hermitianos 2t obedecendo as relagbes de comutagao (3.1). Os 7 geram
entao uma algebra nao-comutativa dos operadores. A quantizacdo de Weyl fornece uma
correspondéncia entre a algebra de campos em RP e estes operadores, e pode ser pensado
como um analogo dos operadores-estado correspondentes da teoria quantica de campos

local. Dado a fungao f(z) e seus coeficientes de Fourier, introduzimos o simbolo de Weyl

Dl . .
WA = [ g 0™ 33

onde temos escolhido o operador simétrico de Weyl ordenando a prescrigao, por exemplo,
Wle #iv'] = e=kiZ" O operador de Weyl W([f] é hermitiano se f(z) tem valor real.

Podemos escrever (3.3) da seguinte forma

Wit = [ P f (@A) .
onde R dPk ik @t ikt
A(:c)—/(%)pe it o —ikia’ (3.5)

O operador (3.5) é hermitiano, A(z)" = A(z), e descreve uma base mista para operadores
e campos no espago-tempo. Desta forma podemos interpretar o campo f(z) como a
representacao da coordenada espacial do operador de Weyl W[ f]. Note que no caso
comutativo 8 = 0, (3.5) se reduz a funcio delta 6°(2 —z) e W[f] |g—o= f(&).

Podemos introduzir derivadas de operadores através de uma derivacao linear anti-

hermitiana 9; que é definida pelas relacoes de comutacgao

Assim, vemos que
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que apoés integracao por partes em (3.5) leva a

0 W) = [ dPaif(@)A() = W(oif) (3.5)

De (3.8) segue também que operadores de translagao podem ser representados por ope-
radores unitarios e”zéi, v eRP, com

"% A(z)e™% = Az +v). (3.9)
A propriedade (3.9) implica que qualquer trago ciclico Tr definido na algebra dos opera-
dores de Weyl tem a caracteristica que Tr(A(z)) é independente de 2 em RP. De (3.5)

segue que o trago Tr é exclusivamente dado por uma integracao sobre o espaco-tempo

_ / dPu f () (3.10)

onde escolhemos a normalizacio Tr(A(xz)) = 1. Neste sentido, o operador T'r ¢ equivalente
a integragdo sobre as coordenadas NC 2%, Contudo, como a base A(:}:) nao ¢ um elemento
da algebra dos campos e assim seu trago nao é definido por (3.10). Desse modo, ele deve
ser simplesmente pensado como um objeto que interpola entre campos no espago-tempo

e operadores de Weyl, cujo traco é fixo por uma dada normalizacao.

O produto dos operadores A(l‘) em diferentes pontos pode ser calculado como segue.
Usando a féormula de BCH,

pikid® gikiE _ o~ 50T kK] (kK ) (3.11)

juntamente com (3.5), podemos derivar

D D/ i i nij i 2
// d k; d k e(k+k/)i£z€_%gwkik;,e_ikixl_ikgyz

(3.12)
—// de dD’“' O

Se # é uma matriz inversivel, isto requer que a dimensao D do espago-tempo seja par,
entao se pode explicitamente executar as integracoes Gaussianas sobre os momenta k e

k' em (3.12) para obter
~ A 1 N g—1y . i J
A()A(y) = 7/0#) A(2)e 207 )ijlz—2)"(y—2) 1
©AW) = i [ ()0 (3.13

Em particular, usando a normalizacio do traco e a antissimetria de =1, de (3.13) segue
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que os operadores A(x) para = € RP formam um conjunto ortonormal,

Tr (A@)A(y)) =67 (z—y) (3.14)

A “
Com (3.5), isto implica que a transformagcao f(x) N W f] é inversivel com inverso dado

por

f(x) =Tr (W[f]A)) (3.15)

A fungdo f(z) obtida a partir de um operador quantico é geralmente chamada de fungao
de distribuicdo de Wigner [13]. Portanto, o mapa A(x) fornece uma correspondéncia entre
campos de Wigner e operadores de Weyl, esta correspondéncia é chamada de correspon-

déncia Weyl-Wigner.

3.3 O Produto Estrela

Vamos considerar agora o produto de dois operadores de Weyl W[ fle W[g], corres-
pondendo as fungoes f(x) e g(z), respectivamente. De (3.7) segue que a representacao da

coordenada espacial do produto desses operadores poder ser escrita como
N A N 1 -1 i i
- = y D =2i(07 )5 (z—y)" (x—2)’
Tr (WIAWIIAW) = 5o [ @8 2Fwa(z)e 0 (3.16)
Usando (3.4), (3.3) e (3.12) conclui-se que
WIfIW gl = W[f xgl, (3.17)
onde introduzimos a produto estrela de Groenewold-Moyal
dPk dPkK . - N —EQU kK ikt
@) xo(o) = ] Gy Gy f 3k —K)em 8 e
i5 piig
5010 jaﬂ)g(x) (3.18)
)

ny o
= fgte) + 3 (5) 0301 0y, ()0 03, 9()

- f(el

O produto estrela (3.18) é associativo e nao comutativo e ¢ definido para 6 constante.

Para # = 0 o produto se reduz ao produto ordinario de fungoes.

Consideremos um exemplo particular de um produto estrela. Se A é uma algebra
associativa sobre um campo K, entdo a deformacao de A é um conjunto de séries de
poténcias Y, fnA" que formam uma algebra A[[A]] sobre o anel da série de poténcias

K[[\]] em uma varidvel . A dlgebra deformada tem uma propriedade que A[[\]] /AN = A,
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ou seja, a parte de ordem A\ forma uma algebra nao deformada. Pode-se entdo definir
uma nova lei de multiplicagao para a dlgebra deformada A[[\]]. Para f,g € A, isto é dado

pelo produto associativo bilinear K[[A]]

fxAg=fg+ > N'Cu(f,9) (3.19)

n=1
que pode ser extendido a toda A[[A]] por linearidade. O produto estrela particular (3.21)
define a deformacéo da &lgebra das funcoes em RP para uma algebra associativa nio
comutativa cujo produto coincide com os parénteses de Poisson de fungoes, ou seja, fxg =
fg+ %9“ 9;f0;g+ O(0%), com os coeficientes em uma expansdo de série de poténcias em
0 sendo expressdes diferenciais bilineares em f e g. E interessante notar que o comutador

Moyal com as coordenadas locais z* pode ser usado para gerar derivadas como
zx f(z) — fla)*a' =090, f (z) (3.20)

Em geral, o comutador estrela de duas fungoes pode ser representado em uma forma

compacta usando um operador bi-diferencial como (3.21)

1+

(@) gla) — gla) f(z) = 2if (@)sen (5967 F ;) g(a) (321)

enquanto o anticomutador estrela pode ser escrito como

() wg(2) + (o) 1 @) = 20 (@)eos (5 5167 F) gla) (322
Uma extensao 1til de (3.21) é
(t33%)
fi(@) *ox fu(zn) =[] € 9%/ f1(x1) . fr () (3.23)

a<b

Portanto, a ndo-comutatividade do espago-tempo pode ser codificada através de produtos
ordindrios na C*-Algebra NC de operadores de Weyl, ou equivalentemente através da
deformacéo do produto de C*-Algebra comutativa de fun¢des no espago-tempo do produto

estrela. Note que por ciclicidade do operador traco, a integral

Tr (W] W(fa)) = /defl(x)*...*fn(x) (3.24)

é invariante sobre permutagoes ciclicas (ndo arbitrarias) de fungoes f,. Em particular,

[Pt (@)«g@) = [aPaf(@)g() (3.25)

que se segue para funcoes de Schwartz sobre integracio por partes sobre RP.
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O método de quantizacao apresentado acima pode ser generalizado para situagoes mais
complicadas através do qual os comutadores [2%,47] ndo sdo simplesmente c-niimeros. A
situacao geral é que tanto os espagos das coordenadas e momentum conjugado sdo NC
em uma forma correlacionada. Assim os comutadores [2%,27], [27,p;] e [p;,p;] sdo fungdes
de &% e p;, ao invés de apenas de #?, e assim define uma algebra de operadores pseudo-
diferenciais no espaco NC. Tal situacdo surge em teoria de corda quando se quantiza
corda aberta na presenca de um B-campo nao constante, e era o tipo de espaco NC que
foi considerado originalmente na construcao de Snyder. Se B é uma duas-forma fechada,
dB =0, entao o produto estrela associativo neste caso ¢ dado pela férmula de Kontsevich
para a quantizacao da deformacao associada as estruturas de Poisson, ou seja, tensores
de Poisson 0 que sao em geral nao constantes, obedecem a identidade de Jacobi, e pode
ser degenerado. Esta formula admite uma representacao elegante em termos de expansao
perturbativa da integral de caminho de Feynman para uma simples teoria topologica de
corda aberta. Se B nao é fechado, entao o uso direto da férmula de Kontsevich da um
operador bi-diferencial nao associativo, a nao associtividade sendo controlada por dB.
No caso de um # constante e nao degenerado, a representacao de integracao funcional
da férmula de Kontsevich toma a forma simples da teoria quantica de campos topologica

unidimensional e seu produto estrela (3.21) pode ser escrito como
F(@)*g(x) = (F01(1))g(n(0))3 (n(£00) — 1)),
= [ DysPn(ekoc) = a) (a1 a0 (; [ a7, d”;f“)
(3.26)

Aqui a integral vai sobre caminhos 7: R — RP e é entendida como uma expanséio sobre as
trajetorias classicas n(t) = x, que sdo independentes do tempo porque o Hamiltoniano da
teoria (3.29) desaparece. O caso acima a técnica descrita nesta se¢ao tem comprovado ser
um método importante para o estudo de teoria de campos nao-comutativo. Por exemplo,
solitons NC estaveis, que nao tém contrapartida em teoria de campo ordinéria, tem sido
construidos representando a dlgebra do operador de Weyl em um espago de Hilbert. As
equagoes de campo do séliton NC podem entao ser resolvidas por qualquer operador

projecao neste espaco.
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3.4 O Mapa de Seiberg-Witten

Devido ao fato de o pardmetro #% ser muito pequeno (na ordem do comprimento de
Planck ao quadrado), é bastante 1til considerar também expansdes de uma teoria NC em

termos desse parametro. Assim, produto estrela pode ser escrito com uma expansao em
0,

frg=[f-9+> 0"Cu(f,9), (3.27)
n=1

no limite comutativo # — 0, o produto estrela se reduz ao produto pontual ordinario de

funcoes.

Procedendo analogamente, podemos investigar a relacao entre uma teoria de gauge
NC, cujo campo de gauge denotamos por A,, com uma teoria de Maxwell, descrita em

termos de um campo comutativo a,. Isto ¢ feito através do mapa de Seiber-Witten.

A existéncia de tal mapa pode ser motivada pelo fato de que um certo limite de teoria
de cordas com D-branas e um campo magnético B, pode levar tanto a uma teoria de campo

efetiva comutativa como nao-comutativa, dependendo do esquema de regularizagao usado.

Seiberg e Witten [7] propuseram que deve haver um mapa local a partir de uma teoria

de gauge ordinaria para uma teoria de gauge NC que satisfaz
Ayla] +6xAufa] = Aufa+ dra], (3.28)

onde 9y denota uma transformacao de gauge ordinaria e 0, uma transformacao de gauge
NC. Os mapas SW sao solugoes da chamada relagao equivaléncia-gauge. A equagao (3.28)
significa que fazer um transformagao de gauge do campo de gauge NC A com parametro de
gauge NC A é equivalente a uma transformacao de gauge de um campo comutante a com
parametro de gauge \. As solugbes sao, contudo, nao tnicas, hé algumas ambiguidades.
Na realidade, qualquer mapa SW pode ser obtido como a composi¢ao de uma mapa SW

fixo e um mapa preservando a estrutura de gauge da teoria comutativa.

Neste contexto, o pardmetro #% desempenha o papel de um campo externo constante.
Assim, uma teoria de maxwell NC deformada com # expandido pode ser obtida onde o

foton recebe uma auto-interagao via o campo de fundo 6.

A solucao da equagao acima para grupos de gauge abelianos, como determinada por

Seiberg e Witten, é

90’7‘
Au[a] = ay + %(GT(‘)UGJM + fauaT) + 0(02)7
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g
Blp,a] = o+ %a,,aﬂa#wom?,

90" 2
A[Na] = /\—I—Tayaﬂau/\—l—O(@ ) (3.29)

onde f,,, € o tensor intensidade de campo associado a a, e ® e ¢ denotam campos escalares.

Generalizando para campos de gauge nao abelianos a,, expandimos A em termos de 0,
A[A] = A + Al[a) + A%[a] + O(6?) (3.30)

onde A™ é da ordem O(0™). Resolvendo ordem por ordem, chegamos a

A’ =0,
Al = %f{aux,a,,}. 331
Para campos escalares ® a condigao
I\ Pla] = 0pP[a] = igA[a] x P[a] (3.32)

tem sido satisfeita. Ou seja, a transformacao de gauge ordindria induz uma transformacao

de gauge nao comutativa. Expandindo os campos em termos da nao-comutatividade
® = 3%+ dl[a) + P?[a] + - -, (3.33)

e resolvendo (2.33) ordem por ordem em 6, obtém-se a solugao

g0

5 ®1[a] = igh®! +igAt — R (3.34)
onde
0=
@' = 0,00+ P 00,0 .
Os campos de gauge A, tém que satisfazer
WAula] = 0,Aulal —ig[Ayula] x Ala]] . (3.36)

Usando a expansao
Aula) = AD + Ay fa] + A2 fa] + -, (3.37)
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e resolvendo (3.37) ordem por ordem para o campo de gauge NC, temos

0
Ay = ay,
go™v (3.38)

A}L[a] == {ar,0va,+ fuu},

onde f,, = 0ua, — 0ya, —igla,,a,]. Analogamente, temos para a intensidade de campo

Flu

5)\Fm/ = ig[AaFMVL
geaT
2

$0° (3.39)

{f/wafm'} - T{aov (87' +DT)f,UV}7

F ny = f 1% +
onde Dy, fr, = Oufrv —iglay, frv]. Deve salientar-se que teorias de campo de gauge formu-
ladas através do mapa SW sdo manifestamente IR finitas, no sentido de mistura UV/IR.

Apenas as divergéncias UV estao presentes.

Uma versao NC do modelo padrao de fisica de particulas em termos da expansao de
Seiberg-Witten também pode ser estudada. Isto da origem a novos modos de acoplamen-
tos e decaimento, que podem ser proibidos no Modelo Padrao comutativo. Por exemplo, ha
um novo acoplamento de fotons a particulas neutras, e o decaimento Z — ~v~. Estudando
tais processos experimentalmente pode-se obter limites na escala de nao-comutatividade.
O mapa SW também pode ser aplicado a cenarios de astrofisica, por exemplo, limites
para escala NC podem ser derivados de estimativas para perdas de energia induzidas em

estrelas e de comparacao de momentos de dipolo de neutrinos de Dirac/Majorana.

Deve ser mencionado, que o mapa de Seiberg-Witten também pode ser construido
para 0% nao constante. Em particular, isto tem sido feito para espacos s-deformados e

para certas classes de espagos ¢-deformados [14].

O mapa SW costuma ser utilizado para o estudo da equagao de Dirac na presenca de
um campo de gauge em uma geometria nao comutativa. Isto nao sera feito no presente
trabalho. Entretanto, optamos pela apresentacao e discussao do mapa nesta dissertacao
dada a sua importancia intrinseca bem como do ponto de vista da implemetagao futura

de um tal estudo.
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4 Aproximacao Nao-Relativistica da
Equacao de Dirac

Neste capitulo iremos usar a representacao de Foldy-Wouthuysen com o intuito de
obter o limite nao relativistico do Hamiltoniano de Dirac. Faremos uma exposicao do
método de Foldy-Wouthuysen para o caso geral de uma particula descrita pela equagao

de Dirac.

4.1 A Transformacao de Foldy-Wouthuysen

Vimos no capitulo 2, que os espinores 1 sao solugoes da equagao de Dirac. Uma

vez que o espinor ¢ é uma matriz coluna de quatro componentes podemos escrevé-lo em

¢=M (14.1)

X

termos de dois bi-espinores ¢ e x:

onde ¢ e x sao denominados de componentes maior e menor, respectivamente. Ao to-
marmos o limite nao-relativistico dos espinores que representam os estados de energia
positiva, as duas componentes superiores que formam ¢ tornam-se muito maiores em
comparagao as componentes inferiores y, justiificando a denominacao acima. Para os es-
tados de energia negativa observa-se o oposto. Dai o motivo de usarmos essa denominagao
de componentes maior e menor. Assim, vemos que, nessa aproximacao, o espinor de Dirac

fica determinado por somente duas de suas quatro componentes.

A fim de implementar a descri¢ao fisica em termos de apenas duas das quatros com-
ponentes da ED, usaremos a transformacao de FW [15]. Tal transformacao consiste em
remover do Hamiltoniano de Dirac todos os operadores “impares” (elementos fora das
diagonais da base de Pauli-Dirac) tais como &, 7* e 4%, uma vez que eles sdo responsaveis
por acoplar as componentes maiores e menores do espinor. Desse modo, o Hamiltoniano

transformado fica expresso como uma série de poténcias de 1/m contendo apenas opera-
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dores “pares”(elementos diagonais das bases de Pauli-Dirac) do tipo 5, ¥ e I, que nao
misturam assim as componentes maior € menor.

Vamos reproduzir o método de Foldy-Wouthuysen para o caso geral em que a presenca
de um campo externo que nao dependa do tempo. Para isso, empregaremos a matriz de

transformacio canénica U = ¢, onde S é hermitiano, obtendo a transformaco
) = ey =)/ (4.2)
para o espinor ¥, bem como a transformacao
H — eHe ™ =H (4.3)
para tal Hamiltoniano. Podemos adotar para o operador S o seguinte ansatz,

Sz—()ﬁo?-ﬁwlm (4.4)

m
onde w é uma funcao real a ser determinada de modo que o Hamiltoniano transformado

H' seja livre de operadores impares. Logo, obtemos

H' =¥ (a-p+ pm)e ™,

” ” (4.5)
= ¢S BeSB(E - i+ Bm).

Além disso, usando o seguinte resultado

p(pa-p)" = (=1)"(Ba-p)"p, (4.6)
deduzimos que
—ZS n, .n
=03 (5,) (-

(4.7)

2( ) (8- p)"w" B = ¢S B,

Desse modo, o Hamiltoniano modificado H’ fica:

[cos(“al +ﬁa:ﬁsen<|ﬁ| )](50‘2 p+m)
| 7] m
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O primeiro termo acima é diagonal, enquanto o segundo é nao diagonal, devido a presenca

de . Assim, é conveniente escolher a funcao w de forma que o coeficiente do segundo

w="""tan <W>. (4.9)

| D] m

Dessa forma, o Hamiltoniano transformado H' serd entao livre de operadores impares

termo se anule, a saber

| |

- lw’*'w
= B\ (P)* +m? = BE(p)

nao mescla componentes maiores com menores. A equacao H'¢' = E'Y’, com 3 dado por

(4.10)

(2.4), tem solugbes onde a componente maior representa energias positivas e a componente

menor energias negativas. Se escrevermos

W= X, (4.11)
onde .
¢ = (1+0)
X =506,
entao, teremos
H'¢ = E(ﬁ)gzﬁ', (4.12)
H'Y =-E(p)X. (4.13)

Para o caso geral vamos escrever o Hamiltoniano de Dirac como
H=pm+e+0 (4.14)

onde ¢ representa a parte par e O representa a parte impar de H.

Consideremos agora S sendo

0
S=—-——p0 4.15
2m/6 ) ( )
de modo que podemos escrever (4.2) e (4.3), onde UTU = e~ % =1.

Fazendo uso da relagao de Baker-Campbell-Hausdorff
1 1

[L,A] = LA— AL é o comutador de L e A. Podemos entdo escrever a expansao de H'
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como .
H’:H+i[S,H]—I—(22)'[S,[S,H]]—I—--- (4.17)
Usando as relagoes SO = —Of e fe = e e restrigindo nossa aproximagao até poténcias

de (1/m)? vamos calcular os comutadores que aparecem em (4.17). Para o comutador
i[S, H] obtemos

i[S, H] =i [—;nﬁO,ﬁanOJra} ,

:i{Q—;nﬁO)Q%n+C%+@—%5W%+O+f)C—;n50>(—4%5O>L

-0+ 7% Do), (1.15)

(i)? il i po* | B

Pisis.on =4 |- 500+ 224 Lo
R BO> po* B i
S B S
= 50" — 5 50— 5[0.[0.¢]] (4.19)

Substituindo (4.19) e (4.18) em (4.17), temos.

3 1

1

1 1
H/: _ - 2 ~ o 2_ 3_
pm+e+0-0—p0°+ —[0,e] = 50"~ 550" = =3[0, [0.€]],
1 3 1
= ﬁm—l—g—l—%BOQ—l—%[O,e] - 3m203 - m2 [07 [076]] +} (420)

Obtivemos acima uma série de poténcias em 1/m, de forma que os termos impares sao de
ordem (1/ m)1 ou superiores. Assim, aplicando uma sequéncia de transformagoes canoni-

cas em que o operador S é escolhido como
i
S=—-—p0 4.21
5,80, (4.21)

com os termos impares restantes em H' contidos em O’ conseguiremos remover os termos

impares remanescentes no Hamiltoniano transformado em qualquer ordem de 1/m.
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4.2 Transformacao de Foldy-Wouthuysen com a Massa
Dependente da Posicao

Vamos agora, usando a transformacao FW, determinar as possiveis alteragoes no Ha-
miltoniano provocadas pela fato de lidarmos com a massa dependente da posi¢ao (MDP).
Dado que a massa ¢ um operador par que depende da posicao, podemos escrever o Ha-

miltoniano sob a forma

H = Bm(7) +O. (4.22)

Por depender da posi¢ao, o operador massa m(7) ndo mais comuta com p, de modo que S
nao pode ser mais escrito como (4.15). De acordo com a referéncia [16], podemos escrever

duas possibilidades para o operador S de duas maneiras:

Sy = (4.23)

1
BO
2\/m77 \/m(f')

BO+BO——

1

e "

Ambas as formas S e Sg produzem o mesmo Hamiltoniano transformado para o caso

Sy =— 1. (4.24)

em que, O = a-p. Neste trabalho usaremos S; para efetuarmos a transformacao FW,
assim

. . ) 2
H' =1 He 1 = H+1i[Sy, H] +(ZQ)‘[51,[51,HH +-- (4.25)

Se nos restringirmos somente aos termos de ordem até 1/m, como anteriormente vamos

calcular os comutadores:

S, H ( F F) (Bm(7)+0) ~ (6m(7) ( Yo Wi (F)) },
1 1 1
-5 (oo om0 \/_> 2 (ﬁwﬁ”mm) -
O segundo termo de (4.26) aplicado a um espinor arbitrario v fica:
- (jmom " mwlm) = —5{S=0Wm) + Vim0 (jm@},
= —;O \/ﬁ\/lm> P — O (4.27)

Assim (4.26) se torna:

: _ 0Ly il L
i[S1, H] = O+2<\/%O\/%O+OWO\/E>' (4.28)
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Procedendo de maneira analoga, obtemos para o comutador duplo:

(i)* __(z)2 1 RO
5 [S1,[S1,H]| = l\/—ﬂ()\/—a 01 1 l\/”_”bﬂ()

7 (7

ISR PN PN US|
NNV T T

Dessa forma, desprezando os termos de ordem superior a 1/m, o Hamiltoniano transfor-

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- 45< O i07R0) 8 (GROVRO TR YO O
(4

mado fica:

11 1 11
— B{m(F)+ ( o—o+oL f)} (430)

4.3 Transformacao de Foldy-Wouthuysen com a Massa
Dependente da Posicao Nao-Comutativa

Como vimos acima a teoria de Dirac pode ser descrita a partir da seguinte equacao

de autovalores
[+ p+ Bm(7)](7) = Ep(F). (4.31)

A fim de escrevermos a sua versao nao-comutativa com MDP, é necessario substituir

o produto ordinéario pelo produto estrela, da seguinte forma

[ g+ Bm(7)| x (7)) = Ex1(7)
Hyyp(r) = E(7) (4.32)
onde .
Hp=a-p+ pm(F) + %Beijaim(f‘)aj

¢ o Hamiltoniano modificado por conta da nao-comutatividade do espago. E conveniente

reescrever o Hamiltoniano H, g na forma

=pm(r)+O0+¢ (4.33)
onde fizemos as identificacoes
O=a-p,
— 3ﬁeiﬂ'a-m(f)a- __1g (6" 0m (7)) pj = _ Ll
' 72 ' T A

Sendo 9;m = ‘f}f j:; = m’lacZ
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A fim de obter o Hamiltoniano modificado Hy, procedemos da mesma forma como

fizemos anteriormente, o que nos da Assim

H@ Hy+1i[S1, Hp] + (;)!2[51,[51,[{9”4-'--. (4.34)

Usando a prescri¢ao (4.23), podemos calcular os comutadores:

iy, Hyl =i [—;\;ﬁﬁO\/l_,H(;]

(1 1 1 1
05 <\/_ RO OO RO

e novamente, desprezando os termos de ordem superior a 1/m, temos

O 5110 = O [—;\/1_60\/1%, [—;\;ﬁﬁO\/l_,HeH

1{<f50f>< 205 0 7m0+ 0 0 7
~(oes (om0 o)) (GRro )

= (OO OO ) (430

E—E&

3

Com isso, Hy fica:

SRR Y GRS IS I
Ho =01 *4(@%@0 Om()m)}

Bl 1 1,1
+2<\/ﬁ0\/ﬁ \/EO\/%). (4.37)

Agora substituindo O =d-p'e e = %69“ 0ym0j, com m = m(r), obtemos

v
1/ 1 1 1 1
B{m+4<& )——Q P+ A pP——0a-p- >}
&= 6" 0;md; — fﬁeiﬂ'aimaiaz. ). (4.38)
72 T/m
O Hamiltoniano acima pode ser subdividido em trés termos
Hé :Bm+Hcinético+HNC- (439)

Os dois primeiros termos 8m e H_ ;s ossuem a interpretacao fisica usual corres-
cinético

pondendo a massa e a energia cinética, respectivamente. Ja o terceiro termo advém da
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nao-comutatividade e constitui resultado original do presente trabalho. De (4.38) e (4.39),

1 1 1
HNC—*ﬁ l —B@”(‘?mc‘? 6938m 0771
\/m Jm Tmo Tym
1 1 1 1
— [&- p——=0;m0j + O;m0;—=a *] :
4 |1v/m m m m
Devido 6% = —#7* temos
1 ]- - = 1 17 1
os outros dois termos vindos de <8J%) se anulam, dai
i 09 [ 1 L1
Hyeo = N Oz'pﬁ(@'m) + (Oym)a- ﬁaj : (4.40)

Quando 6 = 0, nosso Hamiltoniano Hj se reduz a mesma expressiao encontrada em

[16] e é consequéncia do fato de p'e m nao comutarem.
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5 Equacao de Dirac Nao-Comutativa
com Massa Dependendo da
Posicao

Neste capitulo abordaremos a equagao de Dirac no contexto de massa espacialmente
dependente no espago nao-comutativo. Calcularemos a aproximacao nao relativistica
usando a transformacdo de Foldy-Wouthuysen e encontraremos as corre¢oes de energia

devidas ao termo de massa modificado.

A equagao de Dirac com massa dependendo da posicao foi estudada inicialmente
em fisica da matéria condensada [17], [18]. Sistemas quanticos com massa dependendo
da posicao constituem muitos modelos tteis para estudar varios problemas fisicos. Em
particular, eles sao usados para estudar a densidade de energia em problemas de muitos
corpos, determinando propriedades eletronicas de heteroestruturas [19] de semicondutores
e também descrevem propriedades de heterojungoes e pontos quanticos. Além do mais,

teorias em espaco nao-comutativo tem despertado bastante interesse nos tltimos anos.

A equacao de Dirac com massa dependendo da equacao é escrita como

(@ p+ Bm(7)] 4 = B, (5.1)
onde m(r) é a massa com dependéncia na posigao r.

Vimos no capitulo 3 que o produto de fungoes de varidaveis NC é dado pelo produto

estrela (*)
(@) xgla) = F@)erpl s T 89T lo(r) ~ Fa)o(e) + 50707 (2)059(2) + OEP).

Além disso, a algebra NC pode ser mapeada na dlgebra comutativa de Heisenberg-Weyl

através da transformacao linear ndo canonica

(z,p) = (2',p"),
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de tal forma que as novas coordenadas satisfazem as seguintes rela¢oes de comutacao
[x/i’x/j] — O,
I:p/’t"p/j:l — 0’
(2" 7] = iho" .

Assim, em substituicdo ao produto estrela, fazemos uma mudanca de coordenadas da

seguinte forma (essa mudanca recebe o nome de “Bopp shift”) [20]
st Lo
2h
com p' = p'.
Nesta dissertagao, adotaremos para a massa variavel m(7) a seguinte expressao
A2
m(r) = mo+—+ K-, (5.2)
r

onde mg é a massa da particula livre.

A massa varidvel acima contém um termo do tipo Coulomb, caracterizado pelo pa-
rametro A\, bem como um termo de confinamento radial, cuja magnitude é determinada

pelo parametro K.

Escrevendo m(7) no espago nao-comutativo pelo “Bopp Shift”, m(7) = m(r'— %0’7 ),

temos
— A N R

r=valz! - rpg = \/(x"—QHUpJ)(xZ—QQUpJ). (5.3)
E conveniente considerar as seguintes expansoes em série de poténcias:

rBS =T {1—1 (1ﬁ-5— 1€ij9jkpipk+0(93))] (5.4)

r2 \ 4 8 ’ '
e
1 1 1 /1> > 1 .. 5
= (=L —eep 063 )] 5.5
TBS T[+r2(4 8 Pr+O) )|, (55)

onde L =7 X p é o momento angular.

Sem perda de generalidade, vamos nos restringir ao caso em que ¢ =0, 0, =0, =0,
L=7xp= L, edesprezando os termos da ordem de #% ou mais, temos a seguinte expressiao
para a massa dependente da posi¢do em um espaco nao-comutativo

1 K?
m(r_"):m0+i\+K2r+4<>\—T> L.6. (5.6)
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O Hamiltoniano de Dirac fica entdo:

H = Hy+ Hy (5.7)
onde o Hamiltoniano Hy é dado por
Lo Ao
Hy=d-p+p mo—l—;—i—KT (5.8)
e
Hy=0 LA 52 L.0 (5.9)
O\ ? '

é o Hamiltoniano #-modificado.

5.1 Aproximacao nao-relativistica do Hamiltoniano mo-
dificado

Utilizando a expressao (5.6) para a massa, temos para o Hamiltoniano 6-modificado

=pBmo+O0+e (5.10)

com as seguintes abreviagoes
O=a-p (5.11)
526[?+K2r+i<;\3—§2> LZH]. (5.12)

Assim, o Hamiltoniano transformado H’ fica, até termos de (1/mg)3:

+ 215, [S, Hol + -

H = H@"—Z[S Hg] 9] 30

L [S,15,15. Ho] (5.13)

Como ja calculamos os dois primeiros comutadores da equagdo acima (equacoes 4.18 e
4.19, sendo que agora H — Hy), precisamos calcular o tltimo comutador e substituir no

Hamiltoniano transformado. Entao, obtemos

i3 i i i i

115,15l = (- 5-50) (50" - 520° - a0, [0.4] )
(g0 2—2—%03 aral0.106]) (<550}
:6;30 6m3/504 48m35[0,[0,[0,g}]]. (5.14)
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Desse modo, juntamente com os resultados do capitulo anterior e fazendo algumas mani-

pulacoes algébricas, chegamos a:

1 1 1
H = 80— — 0P ——
Bmo+€+2m060 Bm%O +2m06[0,5]
| 1,
_W[Q[O’EH_WﬁO -

1
48m36[0’ [0,]0,¢]]]. (5.15)

E conveniente reescrever o Hamiltoniano transformado H’ sob a forma:

1 1 1 1
H/ — - 2 o 4 _ - o 3
B(moJr 0= 0 )+e o200+ 51508~ ;150
1
= fmy+0'+¢, (5.16)

onde O e €’ sao os novos operadores fmpar e par, respectivamente. A fim de eliminar os

termos fmpares de H', faremos uma segunda transformacao através do operador:
S’:_LBO/:_LB <16[O 5]_1O3> (5.17)
2my 2mgy  \2mg ’ 3my .

Dessa forma
-l -l
H// _ ezS H/e—zS

;2 ;3
= H'+i[S', H+ 59,19, H + 18, [8', 1S, H]

1 1 1 1 1
:H/<— 'y~ BO? 4 / ’) 12 3 YA
0 +moﬂo +2m06[0’6] +m060 +Zm%ﬁo Sm%[O,[O,a]]

1 3 _ 1 4 1 / / /A

+ 6m(2)0 6m860 48m85[0 105,107
/ 1 / / 1 13

= o — 20" 1

Bmo+e +2m0ﬁ[0,€] Bm%O (5.18)

O termo proporcional a O™ contém grandes poténcias de (1/mg)? e, portanto, pode ser

negligenciado. Entao H” é dado por

1
Hﬂzﬂm0+€/+%[0/,5'] = Bmo+¢' +0", (5.19)
0

onde 0" ¢ da ordem de (1/mg)?. Para eliminar O" aplicamos uma terceira transformacio

H" — 6iS/IH//e_iS/I (5.20)



45

com S” = T __ 30" . Finalmente, obtemos:
H" ~ fmg+¢
1 1 1
= 0*— —0*| +e——[0,[0
(ot 0P - g0 2= g (0,10:e]
= Hp. (5.21)

Assim, substituindo (5.11) e (5.12) e inserindo os valores dos comutadores em (5.21),

temos
H’”:B<mo+2mop2—8%p4> +i+K2r+i <TA3 K:>L 0
;%{ﬁ <2+K2r+i (?3_[?:2>L 0) +Qi(i+K2r+i (;—f) Lz9> X P},

2
onde T = i‘—l—KQr—i—}l(:‘g—Kr) L.0.

E interessante notar que, quando 6 =0 e K2 =0 temos um Hamiltoniano anlogo ao
Hamiltoniano da representacao de FW na presenca de campos externos com um acopla-

mento minimo p — p— fA (e sendo a carga do elétron e Ao potencial vetor eletromag-

nético):
H=p +1<* A)? Lot) 4ed 15(25) SEXp)———5V-E
=pB{mo+—p—eA)——= ed— — -B)——= .
0 2mo p 8m8p 2my 4m p m% ’
(5.23)
m E = —V® sendo o campo elétrico, B=VxAo campo magnético e considerando

h=c=1.

Podemos fazer uma analogia ao atomo de Hidrogénio em que o potencial é escrito
no espago nao-comutativo[21]. Para o dtomo de Hidrogénio, a presenga do termo nao-
comutativo remove as degenerescéncias dos niveis de energia, permitindo um “split” em
subniveis nao degenerados. O Hamiltoniano, no limite nao relativistico, do atomo de
hidrogénio implica que a nao comutatividade desempenha o papel do campo magné-
tico (efeito Zeeman) e do spin (do préton ou nicleon) assim, para um elétron, a nao-

comutatividade do espago equivale a uma interagao elétron-ntcleon.
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5.2 Correcoes de energia

Como o parametro € pode ser tomado muito pequeno, vamos estudar os efeitos da nao-
comutatividade usando teoria de perturbacdo. As correcoes de energia AE! de primeira

ordem no estado | 1) sao dadas por:

W | Hy|¥) = [ dog Hyp. (5.24)
A funcao de onda 1 em coordenadas esférias pode ser escrita em termos dos bi-espinores
como:
0, 1 Qk (0,
D(r0.0) = [ 6(r,6,) ] :{ 901, 0.9) ] (5.25)
X(T,Q,gp) r Zf(r>Qjmj (0790)

A parte angular da funcao de onda é dada por

o 0 ] mlfjﬂj(aw
gmj \Ys V2I4+1 | + lq:mj*’%yj;@(e’(p)

:l:k ~ A s . . 1 . . .
onde ;" (6, ) sao os harmonicos esféricos com os valores j =Il+35 e —j <m; < +j [1].
Denotando por J o operador momento angular, .JJ, sua componente na direcao Oz, k o
operador paridade e o; as matrizes de Pauli, pode-se mostrar que os harmonicos esféricos

satisfazem as seguintes relagoes

Y[ (0,9) = j(G+ )Y, (0,%), J:;a;a‘
JZY]-’fnj(H,go) = ijj]fnj(@aSO)a
R 0. =FEE 0., k=t
(@ Y5 0. 0) = =Yk (6.0), (>:20)

onde 7 é o vetor unitéario real e tomamos A = 1.

Aplicando ¢ a (5.1) e usando as expressoes para « e [3 escritas no capitulo 2, temos:

0G]._ 0 I 0] 1/) K2 1| g(r)Qk, (0,0)
{{ p+ 0+ ] l+K2r+<3—> LZH]}[ NN ]
G -1 0 —1|l[r 4\t L) (8,0)

_E g(T)Q;ij(@,gp) ] (5.27)
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Assim,
1/(A K2
(0 P)— g8, +mo+ [+K2 + 1 (73 - T)] fQ:k oM fQJm] (5.28)
. 1A K2*\]1
Usando a identidade [22]
(d  k+1 _
(@D, 0.0 = 1+ L s,
com
—(l+1), l=j—1
e — ( ), para J—3 (5.30)
[, para [=j +%
temos o conjunto de equagoes para as funcoes radiais f e g:
—%—l—%f:{E—mo { + K%+ (—)L 0}}‘9 (5.31)
gi+kflg:{E+mo+[ + K%+ 1 <—>L 9]}f '
Como estamos considerando 6 muito pequeno, a equacao acima se reduz:
{ iy e (5.32)
W4 E g = {E+mo+ (2+K%r)}f

O sistema de equagoes diferenciais acima é geral para qualquer valor de . Nao existe
solugao analitica conhecida para as fungoes radiais acima, para encontra-las é necessario
fazer uso de métodos numéricos. Porém, ndo estamos interessados em fazer uma abor-
dagem dessa forma. Vamos fazer uma andalise do comportamente das solugoes de f e g
considerando 6 = 0, tratando o termo NC como uma perturbac¢ao. Dessa forma, o sistema

de equagoes das fungoes radiais se torna:

{ L ={E-mo=V ()}
+’““ ={E+mo+V(r)}f

Neste trabalho nos restringiremos as solugoes das fungoes radiais apenas para o caso
do potencial tipo-Coulomb, ja que a presenca do termo de confinamento na equagao
Dirac nos leva a um sistema que nao tem solugao analitica. Isso implica que precisamos
de métodos numéricos para determinar as solu¢oes nesse caso. Devido a esta dificuldade,

vamos fazer uma analise apenas no caso da massa tendo simetria esférica.
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5.2.1 Solucdes para A #0 e K =0 (ou » muito pequeno)

Para resolvermos de forma analitica tal sistema de equagoes escrevemos (5.32) como:

& f
dr | — 4 , (5.33)
dg
dar 9
sendo A uma matriz dada por

_ 1tk E—mg—2

A= " T (5.34)

E+mg+ % —#

Para termos uma forma mais simples do sistema de equagdes, vamos fazer as seguintes

transformacoes:
v
op|f (5.35)
V2 L 9
e
p _
| g " (5.36)
dvy v
dr L V2

de tal forma que A= BAB~!. Podemos escolher a matriz B como:

A v—Fk
B = (5.37)
v—k A
com v =vk?— 2. A matriz A é entdo:
i Ex_114+v)  mo+tiE (5.38)
mo—gE %(1—V)—E7/\
Com isso, ficamos agora com o sistema de equacoes:
= (1324 B n o+ 5E) 50
%: (mo—%E)Ul‘F(VT_l_ET)\)UQ

Escrevendo o sistema acima em termos da funcao v (r), encontramos a seguinte expressao:

d?vy 2dvy (B2 —md)r? +2EXr —v(v+1)
dr?  r dr r2

v =0 (5.40)
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As solugdes da equacao diferencial acima sao dadas em termos dos polindmios de Laguerre

Ly (x):

v = Ce_%x”L%”_ﬁl(x), para n=1,2---, (5.41)
vy =0, para n =0, (5.42)

onde adotamos z = 2y/m2 — E?r e
vy = De_%xy_lL%"H(x) (5.43)

onde C' e D sao constantes que satisfazem a relacao C' = Ek%mouD' Finalmente, com

todo esse arcabouc¢o matematico escrevemos as solugoes das equagoes radiais da equacgao

de Dirac:

f(r) _ 6L2\J (Ek —mgov)n! T
g(r) v\ moA(k —v)I'(n+2v)

) ( fraL2%Y (z) +f2L%”—1<x>) (5.44)

gLy (@) + g Ly ()

n—1
Sendo E = —montv) 9

a(k—v)

E as fungoes na expressao encontrada acima sao f; = ﬁ’}noy, fo=k—v, g1 = Ehomop ©

g2 =A.

5.3 Correcoes de energia devido a presenca do termo de
massa modificado

Agora, para obtermos os niveis de energia do Hamiltoniano nao-comutativo, por teoria

de perturbacao precisamos calcular:

W | Hy | ¥) = [ day Hyy (5.45)

onde a perturbacao Hy é dada por

I HESL TR o0

r3 r

() ). o

Para K =0:
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Com isso, em primeira ordem temos:

\ 4rm o 1

1 _ 4 - f
AEL =% /0 ds) /0 dr [v1(L.0)0]
A
= —00 (5.48)

2

para simplifcar a equagao acima, representamos

o= [P+ (549)

4 th i
0= [ doqly (L6, (5.50)

onde (S,) = j:;i;zjl e (Ly)=(J.—S:) =hmj(1F ﬁ) Precisamos ainda, usar algumas

propriedades dos polinémios de Laguerre associados, a saber

Fn+v+1)

LY (x)= F(—n;v+1;
TL('T) F<n+1)P(V+1) ( n,l/—'— 7I)7

_ I'n—s+pf—a)l'(s+a+1)
LB (2) L% (x)x%e dr = 5.51
/0 n(@) s (w)te e = 5 R T (s 1) (5:51)

e as relagoes de recorréncia:
1

L%*lzg[(n+a+1)La (n+ 1)L ] (5.52)
Lol =re—re (5.53)

com F(—n;v+1;z) sendo as fungdes hipergeométricas confluentes [23]. Dessa forma,

temos as solugoes para as fungoes radiais, que sdo bastante conhecidas na literatura [24],

e obtemos
© 2moA212
k2 (n+v) 9 3m0)\ 9
1 A (—n+2 b4
-2 1) (n+v)(v*+1)— + n+2v) (5.54)
onde n(n+2v) = %(Ek‘—moy)(Ekeroy) e {(n+v)=E. E
= Ohim;(1F ———
O =0hm;(1F 577)
= m;(1F ) h=1 (5.55)

20+1
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Portanto, as corre¢oes de energia sao:

N o
1 —_
Abni=5 ImoA22
V(4]/2—]_>(V2—1) (n+V)(V +1)_WV +>\ (—n+21/) mj<1:!:m)
(5.56)

Podemos notar que n(n+2v) = a%(Ek: —mv)(Ek+mv) e §(n+v)=E. Vamos fazer um
analise das possiveis transigoes entre os niveis Ny jm,, — N j .,/ . As regras de selegao sao
3y ]

Al=0e Am;=0,%1, e N =n+ | k| descreve o nimero quantico principal.

Para (n =1,5= %,k =1,m,; = j:%) temos o nivel 2P 5. As corregoes angulares cor-

respondentes sao dados por [21]

2] =1 0
@2,31/2:3[ . 1] (5.57)

e seus autovalores sao: Agp, 2= j:% | 0. As corregoes de energia do nivel 2P 5 sdo entdo:
A
A2P1/2 - 792131/2)‘2131/2' (5.58)

2

Para (n =0,7= %,k’ =2,m; = j:%,j:%) temos o nivel 2P5 5.

11 —-A 0
Oop, . = = 5.59
3/2 3 O A ( )
Com
30
A=
0 1
e autovalores Agp, , =+ [0 |,i% | 6]. Assim as correges de energia para o nivel 23
sao:
A
A2p3/2 = §Q2p3/2>\gp3/2. (560)

Dessa forma, para obtermos uma estimativa do valor de # precisamos ter o valor do
parametro A. Se nds compararmos o valor desse parametro com o valor da carga elétrica,

teremos a estimativa para o limite de 6

0 < (4GeV) ™2



para (5.58) e
0 < (2GeV) ™2

para (5.60).

Nosso resultado é analogo ao atomo de Hidrogénio a menos do parametro A.

52
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6 Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertagao, estudamos a equacao de Dirac com massa dependente da posi¢ao

num espaco nao-comutativo.

Os capitulos iniciais deste trabalho sao destinados a uma revisao do que ha na li-
teratura sobre equacao de Dirac e espagos nao-comutativos. Esses assuntos sao muito
importantes para nosso entendimento e necessarios para termos uma base fundamental,

nos proporcionando uma compreensao de diversas situagoes e aplicagoes.

No capitulo 2 fizemos uma revisao da equacao de Dirac, mostrando sua relevancia na
mecanica quantica relativistica. Vimos que essa equacgao fornece informacoes tteis para
podermos estudar problemas que envolvem particulas de spin-1/2, como os elétrons, por

exemplo.

No terceiro capitulo introduzimos um assunto bastante rico e atual: a fisica em um
espago-tempo nao-comutativo. Ela tem despertado o interesse tanto em teoria de campos,
como em outras areas da fisica. Mostramos que a quantizacdo de Weyl fornece uma
correspondéncia entre as algebras dos campos e operadores gerados por uma algebra nao-

comutativa.

Em nossa primeira situacao analisada no capitulo 4, encontramos o limite nao-relativistico
do Hamiltoniano de Dirac no cenario em que consideramos a massa dependente da posi-
¢a0 no espago nao-comutativo. Usando a transformagao de Foldy-Wouthuysen obtemos
um termo adicional referente a nao-comutatividade do espaco. Esse termo esta ausente

quando consideramos o espaco ordinario comutativo (6 — 0).

Dedicamos o quinto capitulo a investigacao da massa dependente da posicao sob a
forma de um potencial tipo-Coulomb (proporcional a 1/r) somado a um termo confi-
nante (proporcional a r), onde inserimos a nao-comutatividade dessas coordenadas por
um “shift”. Fazendo uma aproximagao nao-relativistica, através da representacao FW, do
Hamiltoniano de Dirac #-modificado encontramos um Hamiltoniano analogo a um Hamil-

toniano nao-relativistico de uma particula submetida a uma campo elétrico externo com
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acoplamento minimo. Para o 4tomo de Hidrogénio, o termo devido a nao-comutatividade
do espago desempenha o papel do campo magnético (efeito Zeeman) e do spin (do préton
ou niucleon), o que implica que em uma interagao elétron-nicleon. Além disso, esse termo
remove as degenerecéncias dos niveis de energia, permitindo um “split” em subniveis nao

degenerados.

Na segunda parte do capitulo 5 calculamos as correcoes de energia, usando teoria de
perturbagao, devido a presenca do termo nao-comutativo no Hamiltoniano de Dirac com
massa dependendo da posicao, sob a forma (5.6). Com isso, usando apenas a contribuigao
de uma distribuicao esférica de massa, pudemos chegar a uma expressao idéntica a expres-
sao para o atomo de Hidrogénio no contexto de nao-comutatividade. Essas corregoes que
encontramos sao dadas em termos do parametro A. Se esse parametro tiver valor igual ao
valor do quadrado da carga elétrica, chegamos aos mesmos resultados das estimativas de

| 0| para os niveis 2P 5 € 2P3 /5.

Como perspectivas para estudos posteriores, tendo como base nosso trabalho, deseja-

mos:

1. Resolver, usando métodos numéricos, a equacao de Dirac para as fungoes radiais
considerando a contribui¢cao do potencial de confinamento radial em coordenadas nao-

comutativas;

2. Estender o cenério de espaco ndo-comutativo a outros sistemas fisicos onde a massa

depende da posicao. Em especial, o caso em que podemos escrever
M(r) = mo(1+ntanhr),

com 7 sendo um parametro positivo muito pequeno.
3. Considerar nesse contexto, nao-comutatividade do espaco de fase;
4. Aplicar o mapa de Seiberg-Witten no gauge A,;
5. Estudar nao-comutatividade de spins;

6. Estender essas andalises para outros contextos, como o de mundo branas e sistemas

com violagao da simetria de Lorentz.
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APENDICE A - Propriedades das matrizes de
Dirac

Neste apéndice, veremos de forma explicita como sao as matrizes de Dirac e quais as

propriedades que elas obedecem.

A.1 Forma das matrizes de Dirac

Na representacao de Dira-Pauli, vimos que estas matrizes sdo 4 x 4. A primeira matriz

~ pode ser escrita como

o |1 0
7—[0 _I] (A.1)

onde I é matriz identidade 2 x 2 dada por

)

Assim a matriz 79 é, explicitamente

-1 0 0 0]
0 -1 0 0
A0 = (A.2)
0 0 10
0 0 0 1

As matrizes de Dirac sdo escritas em termos das matrizes de Pauli da seguinte forma

01
01 = )
1 0



56

1 0
03 = .
0 —1

Com isso, na representacao de Dirac-Pauli temos

-0 0
entao ) )
0 o
M= )
L _0-1 0 -
o o -
72 = )
L _0-2 0 -
o oy -
V3=
- _0-3 0 -
Explicitamente, por exemplo:
[0 00 1]
0O 010
0 —1 0 0
-1 0 00

As matrizes de Dirac também podem ser escritas usando a chamada “representacao

chiral”. Neste caso [1],

vozlo [] (A5)

'yi:[ 0 "] (A.6)
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A.2 Propriedades das matrizes de Dirac

Vamos agora definir uma outra matriz, chamada em alguns livros, por exemplo [8],

de “misteriosa” matriz +°:
7V’ =iy (A7)
Ela é Hermitiana (7°)7 =+° e seu quadrado é a matriz identidade (7°)?> = I. Na repre-

sentacao chiral essa matriz pode ser escrita como

-1 0 0 0
-1 0 0 -1 00
A0 = = , (A.8)
0 I 0O 010
0 001
porém na representacao de Dirac podemos escrevé-la como
(001 0]
0 I 0001
I 0 1000
01 00

¢ interessante notar que essas matrizes tém traco nulo. Podemos concluir que, dessas

matrizes, podemos obter (y*)? = I. Portanto,
Yy, = 4. (A.10)
Mostrando isso forma explicita, vem que

Yy =y + Y2 + 738+t
10

o

(A.11)

0_
0
ol
1

o O =
[

Logo, teremos a relagao
Yy =—2v" (A.12)
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